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ค าน า 

หน่วยงานต่าง ๆ ในภาคเศรษฐกิจท่ีเก่ียวข้องกับการวางแผนไม่ว่าจะเป็นของภาครัฐบาลหรือ
ภาคเอกชน มักจะต้องมีการพยากรณ์ตัวแปรต่าง  ๆ เพื่อประกอบการตัดสินใจในการบริหารจัดการให้ได้
ประโยชน์สูงสุด ตวัอยา่งเช่น นกัการเงินตอ้งการพยากรณ์ขอ้มูลราคาหุ้นรายวนัของบริษทัที่สนใจ  นกัการตลาด
ตอ้งการพยากรณ์ขอ้มูลยอดขายรายสัปดาห์ของสินคา้ท่ีตนเองดูแลอยู่ หรือนักเศรษฐศาสตร์ตอ้งการพยากรณ์
ราคาสินค้ารายเดือน การพยากรณ์ตัวแปรเหล่าน้ีตอ้งใช้เทคนิคทางสถิติท่ีเรียกว่า การวิเคราะห์อนุกรมเวลา 

(Time Series Analysis) โดยหนงัสือเล่มน้ีจะอธิบายถึงเทคนิคการวิเคราะหอ์นุกรมเวลาในรูปแบบต่าง ๆ   อนัจะ
สามารถช่วยให้หน่วยงานต่าง ๆ ทั้งภาครัฐบาลและภาคเอกชนสามารถน าขอ้มูลอนุกรมเวลาท่ีมีอยู่แลว้ไปใช้
พยากรณ์ไดอ้ยา่งถูกตอ้ง 

การวิเคราะห์อนุกรมเวลามีการพฒันาอย่างต่อเน่ือง ตั้งแต่ Box และ Jenkin (1970) ได้พฒันาการ
วิเคราะห์อนุกรมเวลา  จากนั้นจะมีการน าเสนอเทคนิคทางสถิติใหม่ ๆ ในการวิเคราะห์อนุกรมเวลาเสมอ เช่น 
Engle (1982) ไดมี้การพฒันาแนวคิดของแบบจ าลอง ARCH, Bollerslev (1986) ไดพ้ฒันาต่อยอดขึ้นไปเป็น
แบบจ าลอง GARCH, Engle and Granger (1987) ไดพ้ฒันาแนวคิดความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวและการ
ปรับตัวระยะส้ันให้เข้าสู่ดุลยภาพระยะยาวจากสมการเดียว และ Johansen (1988) ได้พฒันาแนวคิดการหา
ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวจากการใชห้ลายสมการ เทคนิคทางสถิติดงักล่าวไดมี้การน ามาประยุกตใ์ช้กบั
งานวิจยัดา้นเศรษฐศาสตร์และดา้นการเงินอยา่งแพร่หลาย โดยหนงัสือเล่มน้ีจะมีการอธิบายถึงเทคนิคทางสถิติท่ี
กล่าวมาทั้งหมดน้ี 

ผูเ้ขียนตอ้งการให้ผูอ่้านหนงัสือเล่มน้ีสามารถเขา้ใจถึงเทคนิคทางสถิติดงักล่าวทั้งหมดให้ง่ายท่ีสุด ดว้ย
การยกตวัอย่างประกอบในทุก ๆ บท อย่างไรก็ดี ผูอ่้านหนงัสือเล่มน้ีตอ้งมีพ้ืนฐานทางคณิตศาสตร์และสถิติใน
ระดบัท่ีดีพอสมควรและตอ้งเขา้ใจถึงการวิเคราะห์แบบจ าลองทางเศรษฐมิติเบ้ืองตน้เป็นอยา่งดีดว้ย ผูเ้ขียนหวงั
ว่าหนงัสือเล่มน้ีจะเป็นประโยชน์ต่อนกัศึกษาทั้งระดบัปริญญาตรี ปริญญาโท หรือบุคลากรทั้งในภาครัฐบาลและ
ภาคเอกชนท่ีตอ้งวิเคราะห์ขอ้มูลอนุกรมเวลาในงานวิจยัดา้นเศรษฐศาสตร์หรือธุรกิจ  และหวงัเป็นอย่างย่ิงว่า
หนงัสือเล่มน้ีจะเป็นการปูพ้ืนฐานส าคญัส าหรับผูท่ี้ตอ้งการศึกษาต่อในระดบัปริญญาโทหรือปริญญาเอกในสาขา
เศรษฐศาสตร์ การเงิน หรือธุรกิจ ไดเ้ป็นอยา่งดี  
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บทที่ 1 

แนวคดิพืน้ฐานเกีย่วกับการวเิคราะห์อนุกรมเวลา 
 

 

 

 

 

 

 

การวิเคราะห์อนุกรมเวลา เป็นเทคนิคทางสถิติท่ีภาครัฐบาลและภาคธุรกิจสามารถน าไปใช้
พยากรณ์ค่าของตัวแปรท่ีสนใจได้ เช่น ภาคธุรกิจใช้เทคนิคการวิเคราะห์อนุกรมเวลาในการ
พยากรณ์ยอดขาย ภาครัฐบาลใชเ้ทคนิคการวิเคราะห์อนุกรมเวลาในการพยากรณ์อตัราเงินเฟ้อ ช่วง
หลายสิบปีท่ีผ่านมา นักเศรษฐมิติก็ได้มีการวิจยัและพฒันาเทคนิคการวิเคราะห์อนุกรมเวลาให้
ลึกซ้ึงมากขึ้นเร่ือย ๆ เพื่อจะน าไปประยุกต์ใช้กบัทฤษฎีทางเศรษฐศาสตร์ หรือทฤษฎีทางธุรกิจ 
และการเงินไดอ้ยา่งถูกตอ้งมากขึ้น  เราจะเห็นวา่มีงานวิจยัทางเศรษฐศาสตร์ ธุรกิจ และการเงิน น า
เทคนิคการวิเคราะห์อนุกรมเวลามาประยุกต์ใช้อย่างแพร่หลาย ดงันั้น นักศึกษาหรือนักวิจยัทาง
เศรษฐศาสตร์ ธุรกิจ และการเงิน ควรท าความเขา้ใจถึงเทคนิคการวิเคราะห์อนุกรมเวลาให้ถูกตอ้ง 
เพื่อท่ีจะน ามาใชป้ระโยชน์ไดอ้ยา่งถูกตอ้งท่ีสุด   
ในบทน้ีจะปูพื้นฐานเก่ียวกบัแนวคิดการวิเคราะห์อนุกรมเวลาท่ีควรทราบ ซ่ึงประกอบด้วย (1) 
ความหมายของอนุกรมเวลา (2) แนวคิดการพยากรณ์อนุกรมเวลา (3) ส่วนประกอบของอนุกรม
เวลา (4) วิธีการพยากรณ์ (5) ค่าคลาดเคล่ือนในการพยากรณ์ (6) การวิเคราะห์ความถูกตอ้งของ
การพยากรณ์ รายละเอียดของแต่ละหวัขอ้ขา้งตน้อธิบายไดด้งัน้ี 

  



 

4 แนวคิดพืน้ฐานเก่ียวกบัการวเิคราะหอ์นกุรมเวลา 

1.1 ความหมายของอนุกรมเวลา 
อนุกรมเวลา (Time series) หมายถึง การเก็บรวบรวมข้อมูลของตัวแปรหน่ึงตามล าดับเวลา 
ตวัอย่างเช่น ขอ้มูลราคาหุ้นรายวนัตั้งแต่วนัท่ี 1 มกราคม 2554‒30 มิถุนายน 2556 ขอ้มูลอตัรา
แลกเปล่ียนรายสัปดาห์ตั้งแต่สัปดาห์ท่ี 1‒สัปดาห์ท่ี 52 ของปี 2555  ขอ้มูลอตัราเงินเฟ้อรายเดือน
ตั้งแต่เดือนมีนาคม 2540‒ตุลาคม 2554 ขอ้มูล GDP รายไตรมาสตั้งแต่ไตรมาสท่ี 2 ของปี 2525‒

ไตรมาสท่ี 4 ของปี 2554 ขอ้มูลผลผลิตขา้วรายปีตั้งแต่ปี 2520‒2554 และขอ้มูลอตัราการว่างงาน
รายปีตั้งแต่ปี 2530‒2554 เป็นตน้ ตวัแปรท่ียกตวัอย่างมาขา้งตน้น้ี ลว้นเป็นตวัแปรสุ่ม (random 

or stochastic variables) ทั้งหมด ทั้งน้ีเพราะในแต่ละช่วงเวลาขอ้มูลดงักล่าวสามารถเพิ่มขึ้นหรือ
ลดลงหรือเท่าเดิมก็ไดซ่ึ้งไม่อาจทราบล่วงหนา้ได ้เม่ือกรณีน้ีเกิดขึ้น เราจะเรียกว่าเป็น อนุกรมเวลา
แบบสุ่ม (Stochastic Process หรือ Random Process)

1 และหลงัจากขอ้มูลของตวัแปรท่ีสนใจ
ถูกเก็บรวบรวมมาแลว้ ไม่ว่าจะเป็นรายวนั รายสัปดาห์ รายเดือน รายไตรมาส หรือรายปี ค่าทาง
สถิติเบ้ืองต้น ได้แก่ ค่าเฉล่ีย (Mean) ความแปรปรวน (Variance) และความแปรปรวนร่วม
ระหวา่งช่วงเวลา (Autocovariance) จะตอ้งสามารถค านวณไดเ้สมอ  
อนุกรมเวลาแบบสุ่มของตวัแปรหน่ึง จะเขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์ Xt หรือ {Xt} ก็ได ้โดยค่าทาง
สถิติทั้ง 3 ค่าขา้งตน้ ไดแ้ก่ 

• ค่าเฉล่ียของ Xt  เขียนแทนดว้ยดว้ย E(Xt) = μt      

• ค่าความแปรปรวนของ Xt เขียนแทนดว้ย var(Xt) = 𝜎𝑡
2     

• ค่าความแปรปรวนร่วมระหว่างช่วงเวลา tt และ t2 ของ Xt  เขียนแทนดว้ย  𝛾𝑡1,𝑡2 =
cov(𝑋𝑡1 , 𝑋𝑡2),      𝑡1 ≠ 𝑡2 

โดย μt, 𝜎𝑡2 และ 𝛾𝑡1,𝑡2  เรียกรวมกนัว่าค่าพารามิเตอร์ (parameters) และเม่ือฟังก์ชนัความน่าจะ
เป็นของ Xt เป็นแบบการแจกแจงแบบปกติ เราจะเรียก  Xt ว่าเป็นอนุกรมเวลาแบบเกาส์เซียน 

(Gaussian process) 

 ในกรณีท่ี  Xt ถูกเก็บรวมรวมต่อเ น่ืองกันมา เป็นจ านวน  T ช่วงเวลา จะพบว่า มี
ค่าพารามิเตอร์ μt (t =1, 2, …, T) จ านวน T ตวั ไดแ้ก่ μ1, μ2, …, μT   และมีค่าพารามิเตอร์ 𝜎𝑡2    
(t =1, 2, …, T) จ านวน T ตัว ได้แก่  𝜎12, 𝜎22, … , σ𝑇2  และมีค่าพารามิเตอร์ 𝛾𝑡1,𝑡2  (t1, t2 =1, 2, 

 

 
1 นัน่คือ จะมีฟังกช์นัความน่าจะเป็นในแต่ละช่วงเวลาอยูด่ว้ย 



 

5 แนวคิดพืน้ฐานเก่ียวกบัการวเิคราะหอ์นกุรมเวลา 

…, T และ  t1 ≠ t2) จ านวน 𝑇(𝑇−1)
2

  ตัว2   รวมค่าพารามิเตอร์ทั้ งหมดคือ 𝑇 + 𝑇 +
𝑇(𝑇−1)

2
=

𝑇(𝑇+3)

2
  ตวั  นั่นคือหากเราเก็บรวบรวมขอ้มูลอนุกรมเวลาแบบสุ่มจ านวน 120 เดือน จะพบว่ามี

ค่าพารามิเตอร์ถึง 120 + 120 + 
120(120−1)

2
  = 

120(120+3)

2
  =  7,380 ตวัเพื่อท่ีจะลดจ านวน

พารามิเตอร์ท่ีไม่ทราบค่าน้ี เราสามารถท าไดโ้ดยก าหนดขอ้สมมุติคือให้ยอดขายรายเดือนดงักล่าว
มีความน่ิง (stationary

3
) ซ่ึงจะมีการกล่าวรายละเอียดในหนงัสือเล่มน้ี   

1.2  แนวคิดการการพยากรณ์อนุกรมเวลา 

การพยากรณ์ (Forecasting) หมายถึงการคาดการณ์เหตุการณ์ในอนาคต ถา้พิจารณาใน
มุมมองของนักธุรกิจ มกัจะมีการพยากรณ์ยอดขายสินคา้ของตนเอง พยากรณ์อตัราดอกเบ้ียเงินกู ้
พยากรณ์ราคาสินคา้ของคู่แข่ง พยากรณ์ปริมาณการใช้วตัถุดิบ ถา้เป็นนักการเงินจะตอ้งท าการ
พยากรณ์ราคาหุ้น พยากรณ์อตัราผลตอบแทนของหลกัทรัพย ์หรือถา้เป็นนกัเศรษฐศาสตร์มกัตอ้ง
พยากรณ์อตัราการเจริญเติบโตทางเศรษฐกิจ พยากรณ์อตัราเงินเฟ้อ พยากรณ์อตัราการวา่งงาน  

ในการพยากรณ์ตวัแปรใด ๆ ก็ตาม เราจะตอ้งใชข้อ้มูลของตวัแปรนั้นในอดีตท่ีผา่นมา เช่น 
หากนกัธุรกิจตอ้งการพยากรณ์ยอดขายของบริษทัตนเองในเดือนหนา้ ขอ้มูลท่ีส าคญัท่ีสุดท่ีตอ้งมีก็
คือ ยอดขายของบริษทัท่ีผา่นมาในอดีต จากนั้นจะผูบ้ริหารจะตอ้งท าการวิเคราะห์ขอ้มูลยอดขายใน
อดีตนั้น แลว้จึงน าผลการวิเคราะห์ท่ีไดไ้ปใชพ้ยากรณ์ขอ้มูลนั้น   

สาเหตุท่ีตอ้งมีการรวบรวมขอ้มูลยอดขายในอดีตเน่ืองจากการวิเคราะห์ขอ้มูลยอดขายใน
อดีตจะช่วยให้สามารถระบุถึงรูปแบบท่ีค่าของตัวแปรยอดขายนั้นเป็นอยู่ และการน าผลการ
วิเคราะห์ (หรือรูปแบบท่ีระบุได)้ ไปใชพ้ยากรณ์ยอดขายของบริษทั ซ่ึงจะตอ้งอยู่ภายใตข้อ้สมมุติ
วา่ “รูปแบบท่ีระบุได้จากข้อมูลยอดขายในอดีตนั้น ต้องเหมือนเดิมหรือไม่เปลีย่นแปลงในอนาคต”   

จากการพยากรณ์ภายใต้ขอ้สมมุติขา้งต้น ท าให้เรากล่าวได้ว่า การพยากรณ์ยอดขายมี
โอกาสท่ีเกิดความผิดพลาดได้ หากรูปแบบท่ีระบุได้จากข้อมูลในอดีตไม่เหมือนเดิมหรือ
เปล่ียนแปลงไปในอนาคต เช่น หลังจากเกิดแผ่นดินไหวคร้ังใหญ่ หรือการจลาจลคร้ัง
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3 หรือเรียกอีกอยา่งหน่ึงคือ  ความน่ิงแบบไม่มีพลงั (weakly stationary)  
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ประวติัศาสตร์  เราจะใชรู้ปแบบท่ีระบุไดจ้ากการวิเคราะห์ขอ้มูลยอดขายบะหม่ีก่ึงส าเร็จรูปในอดีต 
ไปใชพ้ยากรณ์ยอดขายบะหม่ีก่ึงส าเร็จรูปน้ีไม่ได ้เน่ืองจากพฤติกรรมผูบ้ริโภคเปล่ียนไปแลว้    

1.3  ส่วนประกอบของอนุกรมเวลา (Components of a Time Series)  

 อนุกรมเวลาของตวัแปรหน่ึง จะประกอบไปดว้ย 4 ส่วน คือ แนวโน้ม วฏัจกัร ความผนั
แปรจากฤดูกาล และความผนัผวนจากเหตุการณ์ไม่ปกติ ความหมายของส่วนประกอบแต่ละส่วนมี
รายละเอียดดงัน้ี 

(1) แนวโน้ม (Trend) คือ ส่วนท่ีท าให้อนุกรมเวลามีค่าเพิ่มขึ้นเร่ือย ๆ หรือลดลง
เร่ือย ๆ เม่ือเวลาผ่านไป เรามกัใช้แนวโน้มในการบอกว่าอนุกรมเวลาท่ีเก็บขอ้มูลมามีอตัราการ
เพิ่มขึ้นหรืออตัราการลดลงในระยะยาว เช่น ขอ้มูลยอดขายรายเดือนของบริษทัแห่งหน่ึงแสดงได้
ดงัรูปต่อไปน้ี   

 

 รูปท่ี 1.1 แสดงยอดขายรายเดือนของบริษทัแห่งหน่ึง 
จากรูปท่ี 1.1 เรากล่าวไดว้่า แนวโน้มยอดขายสินคา้ของบริษทัมีลกัษณะเพิ่มขึ้นเร่ือย ๆ ซ่ึงอาจมี
สาเหตุมาจากประชากรในประเทศเพิ่มขึ้นเร่ือย ๆ รายไดข้องคนในประเทศมากขึ้นเร่ือย ๆ หรือ
เทคโนโลยกีารผลิตดีขึ้น บริษทัจึงสามารถขายสินคา้ไดเ้พิ่มขึ้นเร่ือย ๆ เม่ือเวลาผา่นไป 
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(2) วัฏจักร (Cycle) คือ ส่วนท่ีท าให้อนุกรมเวลาท่ีเก็บข้อมูลได้มีค่าเพิ่มขึ้นและ
ลดลงสลบักนัไปรอบ ๆ ค่าแนวโน้ม (ซ่ึงแสดงดว้ยเส้นประดงัรูปท่ี 1.2) การนับระยะเวลาของ
ส่วนวฏัจกัร จะนบัจุดสูงสุดหน่ึง (peak) ไปยงัอีกจุดสูงสุดหน่ึง หรือจากจุดต ่าสุดหน่ึง (trough) 

ไปยงัอีกจุดต ่าสุดหน่ึง ซ่ึงจะตอ้งกินเวลาตั้งแต่ 2 ปีถึง 10 ปีขึ้นไป (หรือนานกวา่นั้น) ส่วนของ  วฏั
จกัรจะเร่ิม ณ เวลาใดก็ได ้ ตวัอยา่งของวฏัจกัรแสดงไดใ้นรูปท่ี 1.2  เม่ือส่วนของวฏัจกัรอยูใ่นช่วง
ท่ีท าให้อนุกรมเวลามีค่าลดลง เราจะเรียกว่าช่วงถดถอย (Recession) และหลงัจากผ่านจุดต ่าสุด
ไปแลว้ ส่วนของวฏัจกัรท่ีท าใหอ้นุกรมเวลามีค่าเพิ่มขึ้น เราจะเรียกวา่ช่วงฟ้ืนตวั (Recovery) 

 

    Xt 

    

     
 

 

 

 

 

                                         

เวลา 
รูปท่ี 1.2  แสดงอนุกรมเวลาท่ีมีส่วนของวฏัจกัร 

 
(3) ความผันแปรจากฤดูกาล (Seasonal Variations) คือ รูปแบบในช่วงเวลาหน่ึง

ของอนุกรมเวลาท่ีจะเป็นภายใน 1 ปี และจะเป็นแบบน้ีซ ้ ากนัทุกปี ตวัอย่างเช่น อุณหภูมิเฉล่ียใน
เดือนเมษายน จะสูงกวา่อุณหภูมิเฉล่ียในเดือนอ่ืน ๆ  และจะเป็นเช่นน้ีซ ้า ๆ กนัทุกปี ค่าใชไ้ฟฟ้าใน
เดือนพฤศจิกายน–ธนัวาคม จะต ่ากวา่ค่าใชไ้ฟฟ้าในเดือนอ่ืน ๆ และเป็นเช่นน้ีทุกปี บริษทัทวัร์จะมี
รายรับในช่วงปิดเทอมสูงกว่าเดือนอ่ืน ๆ และเป็นเช่นน้ีทุกปี ยอดขายห้างสรรพสินคา้ในเดือน
ธนัวาคม จะสูงกวา่ยอดขายเดือนอ่ืน ๆ และเป็นเช่นน้ีทุกปี  
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เม่ือพิจารณารูปท่ี 1.3 ซ่ึงแสดงขอ้มูลดชันีผลผลิตสินคา้เกษตรกรรมรายเดือนตั้งแต่ปี 2548‒2554 

ของประเทศหน่ึง เม่ือเราสังเกต ณ ปี 2548 จะพบว่าดชันีผลผลิตสินคา้เกษตรกรรมในช่วงเดือน
พฤศจิกายนและธนัวาคม สูงกวา่เดือนอ่ืน ๆ และในปีอ่ืน ๆ ก็จะมีลกัษณะเช่นน้ี ดงันั้น เรากล่าวได้
ว่าดชันีผลผลิตอุตสาหกรรมรายเดือนของประเทศน้ีมีอิทธิพลของความผนัแปรจากฤดูกาลเขา้มา
เก่ียวขอ้งในเดือนพฤศจิกายนและธนัวาคมของทุกปี ทั้งน้ีอาจเป็นเพราะผลผลิตทางการเกษตรของ
ประเทศน้ีจะออกมาพร้อม ๆ กนัในช่วงเวลาดงักล่าว 

 
  

รูปท่ี 1.3 แสดงดชันีผลผลิตสินคา้เกษตรของประเทศหน่ึงเป็นรายเดือนตั้งแต่ปี 2548‒2554 

(4) ความผันผวนจากเหตุการณ์ไม่ปกติ  (Irregular Fluctuations) คือ ส่วนท่ีท า
ให้อนุกรมเวลามีค่าท่ีผิดปกติไปจากรูปแบบท่ีเคยเป็น มกัเกิดจากเหตุการณ์ไม่คาดฝัน (Shock) 
เช่น แผน่ดินไหว สึนามิ ระเบิด การหยดุงานประทว้ง ฯลฯ ส่วนความผนัผวนจากเหตุการณ์ไม่ปกติ 
ค านวณจากการน าค่าของส่วนแนวโน้ม ค่าของส่วนวฏัจกัร และค่าของความผนัแปรจากฤดูกาล 
ไปหกัลา้งค่าอนุกรมเวลานั้นนัน่เอง  

ในทางปฏิบติันั้น ขอ้มูลอนุกรมเวลาท่ีเก็บรวบรวมไดอ้าจประกอบดว้ยส่วนใดส่วนหน่ึง
หรือทั้ง 4 ส่วน โดยอาจอยูใ่นรูปของผลรวมหรือผลคูณก็ได ้
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1.4  วิธีการพยากรณ์ 

ในหัวขอ้ท่ี 1.3 เราไดท้ราบถึงแนวคิดของการพยากรณ์อนุกรมเวลาแลว้ ในหัวขอ้น้ีเราจะ
มาดูรายละเอียดถึงวิธีการพยากรณ์วา่เป็นอยา่งไร โดยพิจารณาจากตวัอยา่งดงัน้ี   

สมมุติบริษทัผลิตรถยนต์แห่งหน่ึงตอ้งการพยากรณ์ยอดขายรถยนต์ของตนเองในเดือน
หนา้ ยอดขายรถยนตท่ี์ผ่านมาในอดีตของตนเองจะเป็นฐานขอ้มูลส าคญัท่ีจ าเป็นตอ้งใช ้เน่ืองจาก
การวิเคราะห์ขอ้มูลในอดีตจะช่วยให้สามารถระบุถึงรูปแบบของยอดขายรถยนต์ของบริษทัน้ีว่า
เป็นอย่างไร  จากนั้นเราจึงน าผลการวิเคราะห์ท่ีได้ไปใช้พยากรณ์ยอดขายรถยนต์ของบริษทัน้ี4  
อยา่งไรก็ดี การน าผลการวิเคราะห์ท่ีไดไ้ปใชพ้ยากรณ์ยอดขายของบริษทันั้น อยูภ่ายใตข้อ้สมมุติว่า
รูปแบบท่ีระบุไดจ้ากยอดขายในอดีตตอ้งเหมือนเดิม  นั่นคือ การพยากรณ์ยอดขายของบริษทัใน
อนาคต สามารถเกิดความผิดพลาดได ้หากรูปแบบท่ีระบุไดจ้ากยอดขายในอดีตไม่เหมือนเดิมหรือ
เปล่ียนแปลงไปในอนาคต เช่น หลงัจากท่ีรัฐบาลประเทศหน่ึงประกาศคืนภาษีให้กบัผูซ้ื้อรถยนต์
รักษาส่ิงแวดลอ้ม (Ecology Car หรือมกัเรียกสั้น ๆ วา่ Eco Car) จ านวน 100,000 บาท เราจะใช้
รูปแบบท่ีระบุไดจ้ากการวิเคราะห์ขอ้มูลยอดขายรถยนตใ์นอดีตไปใชพ้ยากรณ์อีกไม่ได ้เน่ืองจาก
พฤติกรรมผูบ้ริโภคเปล่ียนไปแลว้     

เม่ือบริษทัพบวา่รูปแบบท่ีระบุไดจ้ากขอ้มูลในอดีตมีการเปลี่ยนแปลง จะตอ้งมีการปรับค่า
พยากรณ์ท่ีไดเ้พื่อให้คลาดเคล่ือนน้อยท่ีสุด เช่น  หลงัจากท่ีรัฐบาลประเทศหน่ึงประกาศคืนภาษี
ให้กับผูซ้ื้อรถยนต์รักษาส่ิงแวดล้อม ประชาชนจ านวนมากย่อมมีความต้องการซ้ือรถยนต์รุ่น
ดงักล่าว ในกรณีน้ีบริษทัควรปรับค่าพยากรณ์ใหเ้พิ่มขึ้นมากกวา่ท่ีค  านวณได ้  

วิธีการพยากรณ์ (Forecasting Methods) แบ่งเป็น 2 วิธี ไดแ้ก่ วิธีพยากรณ์เชิงคุณภาพ
และวิธีพยากรณ์เชิงปริมาณ ดงัอธิบายต่อไปน้ี 

(1) วิธีพยากรณ์เชิงคุณภาพ (Qualitative Forecasting Method) เป็นการใช้
ความเห็นของผูเ้ช่ียวชาญ ซ่ึงมกัเป็นผูท่ี้มีประสบการณ์สูงในเร่ืองท่ีเก่ียวขอ้ง  วิธีน้ีมกัใชใ้นกรณีท่ี
ไม่สามารถหาขอ้มูลได ้เช่น หากผูบ้ริหารตอ้งการพยากรณ์ยอดขายสินคา้ตวัใหม่ของบริษทั  จะไม่
มีขอ้มูลยอดขายสินคา้ตวัน้ีในอดีต ดงันั้น การพยากรณ์ตอ้งใช้ความเห็นของฝ่ายการตลาด ซ่ึงถือ

 

 
4 ในบทถดัไปจะกล่าวถึงวิธีการระบุรูปแบบและวิธีการวิเคราะห์เพ่ือพยากรณ์ยอดขาย 
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เป็นผูเ้ช่ียวชาญและมีประสบการณ์ในเร่ืองท่ีเก่ียวข้องน้ีสูง ในหนังสือเล่มน้ีจะไม่กล่าวถึงการ
พยากรณ์ดว้ยวิธีน้ี 

(2) วิธีพยากรณ์เ ชิงปริมาณ  (Quantitative Forecasting Method) เ ป็นการ
วิเคราะห์ข้อมูลในอดีตของตัวแปรท่ีสนใจ แล้วน าไปใช้พยากรณ์ข้อมูลนั้นในอนาคต วิธีการ
พยากรณ์เชิงปริมาณมีหลายวิธี แต่ในหนงัสือเล่มน้ีจะกล่าวถึงการพยากรณ์ของ Box-Jenkins ซ่ึง
ถือเป็นวิธีท่ีเหมาะกบัการใชพ้ยากรณ์อนุกรมเวลาท่ีรูปแบบมีการเปล่ียนแปลงเร่ือย ๆ เม่ือเวลาผ่าน
ไป วิธีน้ีต้องใช้ข้อมูลในอดีตจ านวนมาก และยงัมีเง่ือนไขว่าอนุกรมเวลานั้นต้องมีความน่ิง 
(Stationary)

5 และไม่มีความผนัแปรจากฤดูกาล (No Seasonal Variations) วิธีการของ Box-

Jenkins มีขั้นตอนสรุปไดด้งัน้ี 

ขั้ น ท่ี  1 :  การระบุแบบจ าลอง  (Model Identification) เ ป็นขั้ นตอนของตรวจสอบค่ า
สหสัมพนัธ์ของอนุกรมเวลาท่ีก าลงัพิจารณา ว่ามีความสัมพนัธ์เชิงเส้นตรงกับค่าของมนัเองใน
ช่วงเวลาอ่ืน ๆ หรือไม่  การตรวจสอบน้ีสามารถท าได้ด้วยการค านวณค่า SAC (Sample 

Autocorrelation Function) และค่า SPAC (Sample Partial Autocorrelation Function) จาก
อนุกรมเวลาท่ีเก็บรวบรวมมา6  แลว้น ามาใช้ตดัสินใจเบ้ืองตน้ว่าควรใช้แบบจ าลองของ Box‒

Jenkins แบบใด เ ช่น  ควร เ ลือกแบบจ าลอง  AR (Autoregressive หรือ  MA  (Moving 

Average) หรือ ARMA (Autoregressive Moving Average)
7
  

ขั้นท่ี 2 : การประมาณค่าพารามิเตอร์ (Parameter Estimation) คือการประมาณค่าพารามิเตอร์
ในแบบจ าลองท่ีเลือกในขั้นท่ี 1      

ขั้ น ท่ี  3 : การตรวจสอบแบบจ าลอง (Model Checking) เ ป็นขั้ นตอนท่ีท า เพื่อยืนยันว่า
แบบจ าลองท่ีประมาณขึ้นในขั้นท่ี 2 มีคุณสมบติัท่ีเหมาะสมทางสถิติหรือไม่ โดยพิจารณาจากตวั
แปรสุ่มคลาดเคล่ือน  (Stochastic Disturbance Term) จากแบบจ าลองในขั้นท่ี 1 ต้องไม่มี
ความสัมพนัธ์กนัเอง8  หากพบวา่ตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนของแบบจ าลองในขั้นท่ี 1 มีความสัมพนัธ์
กนัเอง แลว้เราจะตอ้งกลบัไปเร่ิมท าขั้นท่ี 1 ใหม่ 

 

 
5
 รายละเอียดจะกล่าวในบทท่ี 2 

 
6 รายละเอียดจะกล่าวในบทท่ี 2 

 
7 รายละเอียดจะกล่าวในบทท่ี 3 

 
8
 หรือไมมี่ autocorrelation นัน่เอง 
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1.5 ค่าคลาดเคล่ือนในการพยากรณ์ 

ไม่ว่าเราจะใชว้ิธีการพยากรณ์แบบใด จะตอ้งมี “ค่าคลาดเคล่ือนในการพยากรณ์ (Errors 

in Forecasting หรือ Forecast Error เขียนแทนด้วยตัว e)” เสมอ ทั้งน้ีมาจากสาเหตุหลกั 2 

ประการ คือ ประการท่ี 1 เกิดจากส่วนประกอบของ “ความผนัผวนจากเหตุการณ์ไม่ปกติ” มีค่ามาก 
ประการท่ี 2 เกิดจากความไม่ถูกตอ้งในการวิเคราะห์รูปแบบ ส่วนแนวโนม้ ส่วนวัฏจกัร และส่วน
ความผนัแปรทางฤดูกาลจากขอ้มูลในอดีต ค่าคลาดเคล่ือนในการพยากรณ์วดัไดจ้ากสูตรต่อไปน้ี 

e = Xt ‒ 𝑋̂𝑡                (1.1) 

 

โดยท่ี 𝑋̂𝑡 คือค่าพยากรณ์ของอนุกรมเวลา Xt ซ่ึงสะทอ้นถึงรูปแบบของ Xt ท่ีวิเคราะห์จากขอ้มูลใน
อดีต ซ่ึงจะประกอบดว้ยส่วนแนวโน้ม ส่วนวฏัจกัร และส่วนความผนัแปรทางฤดูกาล นั่นคือ ค่า
คลาดเคล่ือนในการพยากรณ์ (e = Xt ‒ 𝑋̂𝑡) ก็คือส่วนของ “ความผนัผวนจากเหตุการณ์ไม่ปกติ” 
นั่นเอง และเน่ืองจากความผนัผวนจากเหตุการณ์ไม่ปกติเป็นตัวแปรสุ่ม เม่ือ เราน าค่าความ
คลาดเคล่ือนในการพยากรณ์ (e) มา plot graph จะพบว่ามีลกัษณะแบบสุ่มรอบ ๆ ศูนย ์ดงัรูปท่ี 

1.4 
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     Forecast error (e) 

 

 

 

            

          เวลา 
 

 

 

 

 รูปท่ี 1.4  แสดงค่าความผนัผวนจากเหตุการณ์ไม่ปกติท่ีมีลกัษณะเป็นแบบสุ่ม 

จากแนวคิดขา้งตน้ ท าให้เราสรุปไดว้่า หากรูปแบบการวิเคราะห์อนุกรมเวลา ไม่สามารถ
สะทอ้นส่วนแนวโนม้ได ้จะพบว่าค่าความคลาดเคล่ือนในการพยากรณ์จะมีแนวโนม้ ดงัรูปท่ี 1.5  

แต่หากรูปแบบการวิเคราะห์อนุกรมเวลาไม่สามารถสะท้อนส่วนวัฏจักร จะพบว่าค่าความ
คลาดเคล่ือนในการพยากรณ์จะมีส่วนวฏัจกัร ดงัรูปท่ี 1.6   และหากรูปแบบการวิเคราะห์อนุกรม
เวลาไม่สามารถสะท้อนส่วนความผนัแปรทางฤดูกาล จะพบว่าค่าความคลาดเคล่ือนในการ
พยากรณ์จะมีส่วนความผนัแปรทางฤดูกาล ดังรูปท่ี 1.7  รูปแบบการวิเคราะห์อนุกรมเวลาท่ีดี 
จะตอ้งเป็นมีค่าความผนัผวนจากเหตุการณ์ไม่ปกติท่ีเป็นแบบสุ่ม หรือรูปท่ี 1.4   

     Forecast error (e) 

 

             

 

 

 

           เวลา 
 

 

 

 

รูปท่ี 1.5  แสดงค่าความผนัผวนจากเหตุการณ์ไม่ปกติท่ีมีส่วนของแนวโนม้อยูด่ว้ย 
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                 Forecast error (e) 

 

 

 

 

           เวลา 
 

 

          กินระยะเวลานาน 2‒10 ปีขึ้นไป   

 

รูปท่ี 1.6  แสดงค่าความผนัผวนจากเหตุการณ์ไม่ปกติท่ีมีส่วนของวฏัจกัรอยูด่ว้ย 

 

 

                 Forecast error (e) 

 

 

 

           

 เวลา 
 

 

   ปีท่ี 1        ปืท่ี 2 

 

รูปท่ี 1.7  แสดงค่าความผนัผวนจากเหตุการณ์ไม่ปกติท่ีมีส่วนของความผนัแปรทางฤดูกาลอยูด่ว้ย 
 

  



 

14 แนวคิดพืน้ฐานเก่ียวกบัการวเิคราะหอ์นกุรมเวลา 

1.6 การวิเคราะห์ความถูกต้องของการพยากรณ์  

ในทางปฏิบติั เราอาจพบรูปแบบการวิเคราะห์อนุกรมเวลาท่ีดีมากกว่า  1 รูปแบบ ดงันั้นหากเรา
จ าเป็นตอ้งเลือกรูปแบบพยากรณ์ท่ีวิเคราะห์จากขอ้มูลในอดีตว่าควรเลือกใชแ้บบใด เราอาจใช้ค่า
สูตร Root Mean Square Error (RMSE) ดงัแสดงต่อไปน้ี    

   

RMSE = √
∑ (𝑋𝑡 − 𝑋̂𝑡)2
𝑇
𝑖=1

𝑇
 

เราจะเลือกใชรู้ปแบบการพยากรณ์ท่ีใหค้่า RMSE ต ่ากวา่ ตวัอยา่งการค านวณค่า RMSE แสดงได้
ดงัตารางท่ี 1.1‒1.3 ต่อไปน้ี 
ตารางท่ี 1.1 แสดงตวัอยา่งท่ี 1 ในการค านวณค่า RMSE 

ค่าจริง  
(Xt) 

ค่าพยากรณ์  

(𝑋̂𝑡) 

ค่าความผิดพลาดจาก
การพยากรณ์  

(𝑋𝑡 − 𝑋̂𝑡) 

ค่าความผิดพลาดจากการ
พยากรณ์ยกก าลงัสอง 

(𝑋𝑡 − 𝑋̂𝑡)
2 

25 22 3 9 

28 30 ‒2 4 

29 30 ‒1 1 

 

จากตารางท่ี 1.1  จะได ้RMSE =  √
∑ (𝑋𝑡 − 𝑋̂𝑡)

23
𝑡=1

3
= √

14

3
 = √4.67 = 2.16 

ตารางท่ี 1.2 แสดงตวัอยา่งท่ี 2 ในการค านวณค่า RMSE  
ค่าจริง  
(Xt) 

ค่าพยากรณ์  

(𝑋̂𝑡) 

ค่าความผิดพลาดจาก
การพยากรณ์  

(𝑋𝑡 − 𝑋̂𝑡) 

ค่าความผิดพลาดจากการ
พยากรณ์ยกก าลงัสอง 

(𝑋𝑡 − 𝑋̂𝑡)
2 

60 57 3 9 

64 61 +3 9 

67 70 -3 9 

 

จากตารางท่ี 1.2 จะได ้RMSE =  √
∑ (𝑋𝑡 − 𝑋̂𝑡)

23
𝑡=1

3
= √

27

3
 = √9 = 3 
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ตารางท่ี 1.3 แสดงตวัอยา่งท่ี 3 ในการค านวณค่า RMSE  
ค่าจริง  
(Xt) 

ค่าพยากรณ์  

(𝑋̂𝑡) 

ค่าความผิดพลาดจาก
การพยากรณ์ 

 (𝑋𝑡 − 𝑋̂𝑡) 

ค่าความผิดพลาดจากการ
พยากรณ์ยกก าลงัสอง 

(𝑋𝑡 − 𝑋̂𝑡)
2 

6,000 5,900 +100 10,000 

6,400 6,500 ‒100 10,000 

6,700 7,300 ‒600 360,000 

จากตารางท่ี 1.3 จะได ้RMSE =  √
∑ (𝑋𝑡 − 𝑋̂𝑡)

23
𝑡=1

3
= √

380,000

3
 

= √126,666.667  =  355.9 

จากตารางท่ี 1.1‒1.3 จะสังเกตเห็นไดว้่า ยิ่งหน่วยของอนุกรมเวลามีค่ามากขึ้น จะมีโอกาสมากท่ี
จะไดค้่า RMSE สูงมากขึ้นไปดว้ย ในกรณีท่ีเราตอ้งการเปรียบเทียบเทคนิคการพยากรณ์อนุกรม
เวลา 2 ชุดท่ีมีหน่วยต่างกันมาก เราสามารถใช้สูตร Root Mean Squared Percentage Error 

(RMSPE) ในการเปรียบเทียบดงัน้ี 

  RMSPE =  √
1

𝑇
∑ (

𝑋𝑡−𝑋̂𝑡

𝑋𝑡
)
2

𝑇
𝑡=1  

ตวัอย่างในการค านวณค่า RMSPE แสดงไดใ้นตารางท่ี 1.4 ถึง 1.5 หลงัจากท่ีไดค้่า RMSPE เรา
จึงสามารถน ามาใช้เปรียบเทียบความถูกตอ้งของการพยากรณ์อนุกรมเวลา  2 ชุดท่ีมีหน่วยต่างกัน
ไดแ้ลว้ 
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ตารางท่ี 1.4 แสดงตวัอยา่งท่ี 1 ในการค านวณค่า RMSPE  
ค่าจริง  
(Xt) 

ค่าพยากรณ์  

(𝑋̂𝑡) 

(𝑋𝑡 − 𝑋̂𝑡) 𝑋𝑡 − 𝑋̂𝑡
𝑋𝑡

 (
𝑋𝑡 − 𝑋̂𝑡
𝑋𝑡

)

2

 

60 57 +3 3/60 = 0.0500 0.0025 

64 61 +3 3/64 = 0.0469 0.0022 

67 70 -3 ‒3/67 = ‒0.0448 0.0020 

  RMSPE  =  √
1

𝑇
∑ (

𝑋𝑡−𝑋̂𝑡

𝑋𝑡
)
2

𝑇
𝑡=1  =  √

1

3
0.0067  = 0.047 

 

ตารางท่ี 1.5 แสดงตวัอยา่งท่ี 2 ในการค านวณค่า RMSPE ตวัอยา่ง 
ค่าจริง  
(Xt) 

ค่าพยากรณ์  

(𝑋̂𝑡) 

(𝑋𝑡 − 𝑋̂𝑡) 𝑋𝑡 − 𝑋̂𝑡
𝑋𝑡

 (
𝑋𝑡 − 𝑋̂𝑡
𝑋𝑡

)

2

 

6,000 5,900 +100 100/6000 

  0.0167 

0.00028 

6,400 6,500 ‒100 ‒100/6400   

 ‒0.0156 

0.00024 

6,700 7,300 ‒600 ‒600/6700  

 ‒0.0896 

0.00803 

  RMSPE =  √
1

𝑇
∑ (

𝑋𝑡−𝑋̂𝑡

𝑋𝑡
)
2

𝑇
𝑡=1  = √

1

3
0.00855  = 0.053 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

บทที่ 2 

ความน่ิงของอนุกรมเวลา ค่า SAC และค่า SPAC 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ในบทท่ี 1 เราทราบถึงแนวคิดพื้นฐานเก่ียวกบัการวิเคราะห์อนุกรมเวลาไปแลว้ ซ่ึงในส่วน
ของหวัขอ้วิธีการพยากรณ์ ไดก้ล่าวถึงวิธีการของ Box-Jenkins วา่เป็นวิธีหน่ึงท่ีเหมาะสมจะน าไป
ประยุกต์ใช้กับข้อมูลจริง เน่ืองจากรูปแบบของข้อมูลทางธุรกิจและเศรษฐกิจโดยมากจะ
เปล่ียนแปลงไปเร่ือย ๆ อย่างไรก็ดี การน าวิธีการ Box-Jenkins ไปใช้พยากรณ์อนุกรมเวลา มี
เง่ือนไขคือ อนุกรมเวลานั้นตอ้งมีความน่ิง (Stationary) และตอ้งไม่มีความผนัแปรทางฤดูกาล 

(No Seasonal Variation) ดงันั้น ในหัวขอ้แรกของบทน้ี เราจะมาท าความเขา้ใจความหมายและ
ลักษณะของอนุกรมเวลาท่ีมีความน่ิงและไม่น่ิง (Stationary and Nonstationary) เสียก่อน 
จากนั้นในหัวขอ้ท่ี 2 และ 3  จะมาท าความเขา้ใจเก่ียวกบัการค านวณและความหมายของค่า SAC 

(Sample Autocorrelation Function) แ ล ะ  SPAC (Sample Partial Autocorrelation 

Function) ตามล าดบั อนัจะเป็นพื้นฐานส าคญัท่ีจะใช้ระบุรูปแบบตามวิธีการของ Box-Jenkin 

รายละเอียดแต่ละหวัขอ้มีดงัน้ี  
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2.1 ความนิ่งของข้อมูล (Stationary) 

 อนุกรมเวลาของตวัแปร Xt จะมีความน่ิง1 ก็ต่อเม่ือมีคุณสมบติัดงัต่อไปน้ีเกิดขึ้น 

(1) ค่าเฉล่ียของตวัแปร X ในแต่ละช่วงเวลา t มีค่าคงท่ี หรือเขียนไดว้า่ E(Xt) = μ,   t 

= 1, 2, …, T 

(2) ความแปรปรวนของตวัแปร X  ในแต่ละช่วงเวลา t มีค่าคงท่ี  หรือเขียนได้ว่า  
var(Xt) =E(Xt‒μ)2

 =𝜎𝑋
2 , t = 1, 2, …, T 

(3) ความแปรปรวนร่วมของตวัแปร X ณ เวลา t1 และเวลา t2 (t1 ≠ t2) จะมีค่าคงท่ี หรือ
เขียนไดว้า่ γτ = 𝑐𝑜𝑣(𝑋𝑡1 , 𝑋𝑡2) โดยท่ี t1‒t2 = τ ซ่ึงหมายถึง ความแปรปรวนร่วมระหวา่งขอ้มูล
อนุกรมเวลา (Xt) ท่ีต่างช่วงเวลากนั จะขึ้นอยูก่บัระยะห่างของช่วงเวลาทั้งสอง ซ่ึงก็คือ          τ 
นัน่เอง  (หรือกล่าวอีกอยา่งว่า ความแปรปรวนร่วมระหว่างขอ้มูลอนุกรมเวลา (Xt) ท่ีต่างช่วงเวลา
กนั จะไม่ขึ้นอยูก่บัวา่ขณะนั้นตวัแปร Xt อยูท่ี่ ณ เวลา t1 หรือ t2) ดงันั้น เราเขียนไดอี้กวา่              𝛾𝜏 

=𝑐𝑜𝑣(𝑋𝑡1 , 𝑋𝑡2) =  𝑐𝑜𝑣(𝑋𝑡1+𝑘, 𝑋𝑡2+𝑘)โดย k คือค่าคงท่ี  และจากคุณสมบติัขอ้น้ี เราจะได้
คุณสมบติัดงัน้ีเพิ่มเติมดว้ย ไดแ้ก่ ความแปรปรวนของตวัแปร X   ณ เวลา t เขียนไดอี้กอยา่งดงัน้ี 

var(Xt) = cov(Xt, Xt) = γ0  และความแปรปรวนร่วมของอนุกรมเวลา X  ณ เวลา t1 และ t2        จะ
เท่ากบัความแปรปรวนร่วมของอนุกรมเวลา X ณ เวลา t2 และ t1 เขียนไดอี้กอยา่งคือ 
𝑐𝑜𝑣(𝑋𝑡1 , 𝑋𝑡2) = 𝑐𝑜𝑣(𝑋𝑡2 , 𝑋𝑡1)  หรือ γτ = γ‒τ      

 เม่ืออนุกรมเวลา Xt มีความน่ิง (t = 1, 2, …, T)  จะพบว่าค่าพารามิเตอร์ท่ีเก่ียวขอ้งจะมี
ทั้งหมดจ านวน T+1 ตวั ไดแ้ก่ μ, 𝜎𝑋

2,  𝛾𝜏 (τ =t2‒t1,  t1 ≠ t2)
2
  เม่ือพิจารณาค่าพารามิเตอร์  γτ  จะ

พบวา่ ยิง่จ านวนขอ้มูล T เพิ่มขึ้น จะมีค่าพารามิเตอร์ 𝛾𝜏  เพิ่มขึ้นตามไปดว้ย  และในกรณีค่าอนุกรม
เวลา Xt

  ณ สองช่วงเวลาใด ๆ มีความสัมพนัธ์กนั (หรือ γτ ≠ 0) เรากล่าวว่าอนุกรมเวลา Xt นั้นมี
ความจ า (memory of the process)  

เม่ือพิจารณาค่าพารามิเตอร์ μ ซ่ึงแสดงถึงค่าเฉล่ียของอนุกรมเวลา Xt  และค่าพารามิเตอร์ 
𝜎𝑋
2  ท่ีแสดงถึงความแปรปรวนของอนุกรมเวลา  Xt โดยทั้งสองค่าน้ีจะค่าคงท่ีตลอดช่วงเวลา          

 

 
1
 ความน่ิงท่ีจะอธิบายในหนังสือเล่มน้ี หมายถึงความน่ิงแบบไม่มีพลงั (weakly stationary) แต่เพื่อความสะดวกจะใชแ้ค่ 

ค าว่า “ความน่ิง  (Stationary) ” เท่านั้น 
 
2 พารามิเตอร์ γτ จะมีทั้งหมดมีจ านวน T‒1 ตวั เน่ืองจากพิจารณาท่ีช่วงห่างของเวลา (τ = t2‒t1) ซ่ึงเป็นไป T‒1 กรณี ไดแ้ก่ 

τ = 1, 2, …, T‒1 
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t = 1, 2, …, T  ดงันั้น เม่ือน าขอ้มูล Xt  มาแสดงลงในกราฟท่ีมีแกนตั้งคือค่า Xt และแกนนอนคือ
เวลาเร่ิมท่ี t = 1, …, T พบวา่ลกัษณะกราฟท่ีไดจ้ะผนัผวนในอตัราคงท่ีรอบ ๆ ค่าคงท่ีค่าใดค่าหน่ึง 
ดงัแสดงไดด้งัตวัอยา่งในรูปท่ี 2.1 ดงัน้ี  

 

 

รูปท่ี 2.1 อนุกรมเวลาท่ีมีความน่ิง 

และหาก  Xt ไม่มีความน่ิง (Nonstationary time series) การน าขอ้มูล Xt  มาแสดงลงในกราฟท่ี
มีแกนตั้งคือค่า Xt  และแกนนอนคือเวลาเร่ิมท่ี t = 1, …, T พบวา่ลกัษณะกราฟท่ีไดจ้ะผนัผวนใน
อตัราไม่คงท่ี (อาจผนัผวนมากขึ้นเร่ือย) รอบ ๆ ค่าคงท่ีค่าหน่ึงก็ได ้(รูปท่ี 2.2)  หรืออาจจะผนัผวน
คงท่ีรอบเส้นแนวโนม้หน่ึง3 (รูปท่ี 2.3) ก็ได ้

 

 

 

 
3 ในกรณีน้ี เราเรียกว่า อนุกรมเวลามีความน่ิงรอบเส้นแนวโนม้ (Trend Stationary) เน่ืองจากหากน าเส้นแนวโนม้ออกไป
จากอนุกรมเวลาน้ีจะเป็นอนุกรมเวลาท่ีมีความน่ิงนัน่เอง 
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รูปท่ี 2.2 อนุกรมเวลาท่ีไม่มีความน่ิง (ผนัผวนมากขึ้นรอบค่าคงท่ีค่าหน่ึง) 

 

รูปท่ี 2.3 อนุกรมเวลาท่ีไม่มีความน่ิง (ผนัผวนคงท่ีรอบเส้นแนวโนม้) 

หากเราพบว่าอนุกรมเวลาไม่มีความน่ิง (nonstationary) แลว้ เราอาจสามารถ
แปลงข้อมูลนั้ นให้มีความน่ิง (stationary)  ได้ โดยการท าผลต่างล าดับท่ี  1 (First 

differencing)  ซ่ึงสามารถค านวณไดโ้ดยน าขอ้มูลในช่วงเวลาก่อนหนา้น้ีมาหักออกจาก
ขอ้มูลปัจจุบนั  ซ่ึงเขียนเป็นสัญลกัษณ์ไดด้งัน้ี 
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  ∆Xt = Xt ‒ Xt‒1,   t = 2, 3, …, T 

จะเห็นว่าจ านวนขอ้มูลของ ∆Xt  มีทั้งหมด T ‒ 1 ขอ้มูล ทั้งน้ีเพราะเม่ือพิจารณา ณ ขอ้มูลตวัแรก 
(หรือ t = 1) เราจะไม่สามารถหาค่าของ Xt‒1  ไดน้ั่นเอง ท าให้การค านวณผลต่างล าดบัท่ี 1 ของ
อนุกรมเวลา ตอ้งเร่ิมตั้งแต่เวลา t = 2 เป็นตน้ไป  

ลองพิจารณาตวัอย่างดงัน้ี ก าหนดให้ Yt คืออนุกรมเวลายอดขายแฮมเบอร์เกอร์ยี่ห้อหน่ึง
เป็นรายเดือน (หน่วยลา้นบาท) จ านวน 120 เดือน ตั้งแต่มกราคม 2544‒ธันวาคม 2553 หรือ         
t = 1, 2, …, 120 โดยขอ้มูลเขียนเป็นกราฟไดด้งัรูปท่ี 2.4 ดงัน้ี 

 

รูปท่ี 2.4 แสดงยอดขายรายเดือนของแฮมเบอร์เกอร์ยีห่้อหน่ึง (Yt) 

จากการสังเกตรูปท่ี 2.4 จะอนุมานไดว้่าอนุกรมเวลายอดขายของแฮมเบอร์เกอร์ยี่ห้อหน่ึง 
(Yt) ไม่มีความน่ิง ทั้งน้ีเพราะขอ้มูลผนัผวนมาก ความแปรปรวนไม่น่าจะคงท่ี รอบ ๆ ค่าเฉล่ีย 11.6 
ลา้นบาท ในกรณีน้ี เราอาจลองหาผลต่างล าดบัท่ี 1 ของยอดขายแฮมเบอร์เกอร์ยีห่อ้น้ี ณ เวลา t จาก
สูตรต่อไปน้ี  

  ∆Yt = Yt ‒Yt‒1,    t =2,…, 120 

จะเห็นว่าจ านวนขอ้มูลของ  ∆Yt จะเหลือ 119 ขอ้มูลเท่านั้น  และเม่ือน ามาวาดกราฟแสดงได้ดงั
รูปท่ี 2.5  

ค่าเฉล่ีย = 11.6 
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รูปท่ี 2.5 แสดงผลต่างล าดบัท่ี 1 ของยอดขายรายเดือนแฮมเบอร์เกอร์ยีห่อ้หน่ึง (Yt) 

จากการสังเกตรูปท่ี 2.5 จะอนุมานได้ว่าผลต่างล าดับท่ี  1 ของอนุกรมเวลายอดขาย
แฮมเบอร์เกอร์ยี่ห้อหน่ึง (∆Yt) มีความน่ิงแลว้ ทั้งน้ีเพราะลกัษณะของขอ้มูลมีความผนัผวนคงท่ี
รอบ ๆ ค่าคงท่ี (ซ่ึงก็คือศูนย)์ นัน่เอง   

2.2 Sample Autocorrelation Function (SAC) 

ในการพิจารณาว่าอนุกรมเวลาท่ีพิจารณาอยู่มีความน่ิงหรือไม่นั้น นอกจากจะใชก้ราฟเพื่อ
ประเมินถึงค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของอนุกรมเวลาว่าคงท่ีหรือไม่  เราอาจค านวณค่า  SAC 

(Sample Autocorrelation Function) แ ล ะ  SPAC (Sample Partial Autocorrelation 

Function) มาร่วมพิจารณาเพื่อให้แน่ใจว่าอนุกรมเวลามีความน่ิงจริงหรือไม่อีกดว้ย นอกจากน้ีค่า 
SAC ยงัช่วยในการตัดสินใจเบ้ืองต้นว่าควรเลือกแบบจ าลองของ Box-Jenkins ชนิดใดกับ
อนุกรมเวลาท่ีก าลงัพิจารณาอยูอี่กดว้ย4

   

 

 
4
 เช่น ควรน าแบบจ าลอง Autoregressive (AR) หรือ Moving Average (MA) มาใชก้บัอนุกรมเวลาท่ี

ก าลงัพิจารณาดี (รายละเอียดน้ีจะกล่าวในบทท่ี 3) 
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ในหัวข้อน้ีจะกล่าวถึงคุณสมบัติท่ีเราควรทราบเก่ียวกับค่า SAC ซ่ึงประกอบด้วยการ
ค านวณและความหมายของค่า  SAC และการทดสอบสมมุติฐานของ  TAC (Theoretical 

Autocorrelation Function) รายละเอียดมีดงัน้ี   

2.2.1 การค านวณและความหมายของค่า SAC 

 ก าหนดให ้ X1, X2, …, XT  คืออนุกรมเวลาชุดหน่ึงท่ีมีความน่ิงจ านวน T ขอ้มูล  ค่า SAC 

ณ k ช่วงเวลาท่ีแลว้ (เขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์ rk) ค านวณไดจ้ากสูตรต่อไปน้ี 

 𝑟𝑘 =
∑ (𝑋𝑡−𝑋̅)(𝑋𝑡+𝑘−𝑋̅)
𝑇−𝑘
𝑡=1

∑ (𝑋𝑡−𝑋̅)
2𝑇

𝑡=1
     (2.1) 

โดยท่ี 𝑋̅ =
∑ 𝑋𝑡
𝑇
𝑡=1

𝑇
  ซ่ึงก็คือ ค่าเฉล่ียนัน่เอง   

จากสูตรตามสมการท่ี (2.1) ค่า SAC ณ k ช่วงเวลาท่ีแลว้ (rk) ก็คือ ค่าสหสัมพนัธ์ (correlation) 

ระหว่างอนุกรมเวลา ณ ช่วงเวลาปัจจุบนั (Xt) กบัอนุกรมเวลา ณ  k ช่วงเวลาถดัไป (Xt+k) นัน่เอง 
หรืออาจจะกล่าวอีกอยา่งวา่  rk  เป็นค่าสหสัมพนัธ์ (correlation) ระหวา่งอนุกรมเวลา ณ ช่วงเวลา
ปัจจุบนักบัอนุกรมเวลา ณ  k ช่วงเวลาท่ีผา่นมาก็ได ้

และเน่ืองจาก rk  เป็นค่าสหสัมพนัธ์  จึงมีคุณสมบติัต่อไปน้ี 

• ถา้ค่า rk > 0 หมายถึง อนุกรมเวลา Xt  เปล่ียนแปลงในทิศทางเดียวกนักบัขอ้มูลตวัมนั
เองใน k ช่วงเวลาท่ีแลว้ 

• ถา้ค่า rk  < 0 หมายถึง อนุกรมเวลา Xt จะเปล่ียนแปลงในทิศทางตรงกนัขา้มขอ้มูลตวั
มนัเองใน k ช่วงเวลาท่ีแลว้ 

• ถา้ค่า rk เขา้ใกล ้0 หมายถึง อนุกรมเวลา Xt ไม่เปล่ียนแปลงไม่ว่าจะเป็นไปในทิศทาง
เดียวกนัหรือทิศทางตรงกนัขา้มกบัขอ้มูลตวัมนัเองใน k ช่วงเวลาท่ีแลว้ 

• ค่า rk จะอยูร่ะหวา่ง ‒1 ถึง 1 
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ในท่ีน้ีจะใชต้วัอย่างท่ีกล่าวถึงอนุกรมเวลายอดขายแฮมเบอร์เกอร์รายเดือนยี่ห้อหน่ึง (Yt) 
มาค านวณค่า SAC ณ 3 ช่วงเวลาท่ีแลว้ (ซ่ึงเขียนแทนดว้ย r3) 

5
 เม่ือเราลองวาดกราฟเพื่อแสดง

ความสัมพนัธ์ระหวา่ง Yt กบั Yt+3 พบวา่แสดงไดด้งัรูปท่ี 2.6 

 

 

รูปท่ี 2.6 แสดงความสัมพนัธ์ระหวา่ง 𝑌𝑡 และ 𝑌𝑡+3 

จากรูปท่ี 2.6 แสดง Yt มีความสัมพนัธ์กับ Yt+3 ทิศทางเดียวกัน นั่นคือเราสามารถบอกได้ว่าค่า 

SAC ณ 3 ช่วงเวลาท่ีแลว้ หรือ r3 ควรมีค่ามากกวา่ศูนย ์โดย r3 ค านวณไดด้งัน้ี 

𝑟3 =
∑ (𝑋𝑡 − 𝑋̅)(𝑋𝑡+3 − 𝑋̅)
𝑇−3
𝑡=1

∑ (𝑋𝑡 − 𝑋̅)2
𝑇
𝑡=1

= 0.853 

ส่วนค่า r1, r2, r4  ก็สามารถค านวณไดด้งัน้ี  

𝑟1 =
∑ (𝑋𝑡 − 𝑋̅)(𝑋𝑡+1 − 𝑋̅)
𝑇−1
𝑡=1

∑ (𝑋𝑡 − 𝑋̅)2
𝑇
𝑡=1

= 0.963 

𝑟2 =
∑ (𝑋𝑡 − 𝑋̅)(𝑋𝑡+2 − 𝑋̅)
𝑇−2
𝑡=1

∑ (𝑋𝑡 − 𝑋̅)2
𝑇
𝑡=1

= 0.907 

 

 
5
 นัน่คือ k = 3  นัน่เอง 
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𝑟4 =
∑ (𝑋𝑡 − 𝑋̅)(𝑋𝑡+4 − 𝑋̅)
𝑇−4
𝑡=1

∑ (𝑋𝑡 − 𝑋̅)2
𝑇
𝑡=1

= 0.801 

 

ท านองเดียวกนั ค่า SAC ณ ช่วงเวลาอ่ืน ๆ ก็สามารถค านวณไดโ้ดยใชแ้นวคิดเดียวกนัน้ี สมมุติให้
ค่า SAC ณ 1, 2, …., 36 ช่วงเวลาท่ีแลว้ (หรือ r1, r2, …, r36) ท่ีค  านวณได ้จะแสดงดว้ยรูปท่ี 2.7 

ดงัน้ี6
  

 

รูปท่ี 2.7 แสดงค่า SAC ของยอดขายรายเดือนแฮมเบอร์เกอร์ยีห่้อหน่ึง ณ 1‒36 ช่วงเวลาท่ีแลว้ 

 

 
6 ค่า AC ท่ีแสดงในรูปน้ีหมายถึงค่า SAC  



 

26 แนวคิดพืน้ฐานเก่ียวกบัการวเิคราะหอ์นกุรมเวลา 

2.2.2 การทดสอบสมมุติฐานของ TAC (Theoretical Autocorrelation 

Function) 

 การค านวณค่า SAC โดยแทจ้ริงแลว้มีจุดประสงคเ์พื่อน ามาใชป้ระมาณค่า TAC 

(Theoretical Autocorrelation Function) ซ่ึงเป็นค่าพารามิเตอร์ท่ีเขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์ ρ    

ค่า TAC ณ k ช่วงเวลาท่ีแลว้ (เขียนแทนดว้ย ρk) มีสูตรในการค านวณดงัน้ี 

𝜌𝑘 =
𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡, 𝑋𝑡+𝑘)

√𝑣𝑎𝑟(𝑋𝑡)√𝑣𝑎𝑟(𝑋𝑡+𝑘)
=
𝐸[(𝑋𝑡 − 𝐸(𝑋𝑡))(𝑋𝑡+𝑘 − 𝐸(𝑋𝑡+𝑘))]

√𝑣𝑎𝑟(𝑋𝑡)√𝑣𝑎𝑟(𝑋𝑡+𝑘)
 

เม่ืออนุกรมเวลา  Xt  มีความน่ิง จะไดว้่า E(Xt) = E(Xt+k) และ var(Xt) = var(Xt+k) ดงันั้น เราจะ
ได ้

𝜌𝑘 = 
𝐸[(𝑋𝑡 − 𝐸(𝑋𝑡))(𝑋𝑡+𝑘 − 𝐸(𝑋𝑡))]

√𝑣𝑎𝑟(𝑋𝑡)√𝑣𝑎𝑟(𝑋𝑡)
 

=
𝐸[(𝑋𝑡 − 𝐸(𝑋𝑡))(𝑋𝑡+𝑘 − 𝐸(𝑋𝑡))]

𝑣𝑎𝑟(𝑋𝑡)
 

=
𝐸[(𝑋𝑡 − 𝐸(𝑋𝑡))(𝑋𝑡+𝑘 − 𝐸(𝑋𝑡))]

𝐸(𝑋𝑡 − 𝐸(𝑋𝑡))
2  

=
𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡, 𝑋𝑡+𝑘)

𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡)
 

=
𝛾𝑘
𝛾0

 

rk จะเป็นตัวประมาณค่าท่ีสอดคล้องกับ  ρk เม่ือตัวอย่างมีขนาดใหญ่ (consistency 

estimators of ρk)
 7  หรือเขียนไดว้่า8 𝑝𝑙𝑖𝑚 𝑟𝑘 = 𝜌𝑘  ซ่ึงหมายถึง rk จะใชเ้ป็นตวัประมาณค่า ρk 

ไดเ้ม่ือตวัอย่างมีขนาดใหญ่  และหากตวัอย่างมีขนาดเล็กแลว้  rk จะเป็นตวัประมาณค่าท่ีเอนเอง 
(biased estimator) ของ ρk   

 

 7 Tsay, R. S.  Analysis of Financial Time Series (John Wiley & Sons, Inc., 2002), p. 24. 
 
8
 plim ยอ่มาจาก probability limit 
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ค่า rk ท่ีค  านวณขึ้นมาน้ี ถูกค านวณจากค่าของอนุกรมเวลา X ท่ีเก็บไดม้าในอดีตซ่ึงถือว่า
เป็นตวัแปรสุ่ม9 ดงันั้น ค่า rk จะเป็นตวัแปรสุ่มดว้ย โดยส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของ rk  ค  านวณ
จากสูตรดงัต่อไปน้ี 10 

  𝑆𝑟𝑘  =  √
1+2𝑟1

2+2𝑟2
2+⋯+𝑟𝑞

2

𝑇
   , โดยท่ี  k > q 

โดยค่า 𝑟𝑗2  คือค่า SAC ณ j ช่วงเวลาท่ีแลว้ยกก าลงัสอง ส่วน q คือค่าคงท่ีค่าหน่ึงท่ีนอ้ยกวา่ k เช่น 
q อาจมีค่าเท่ากบั k‒1 ก็ได ้

หากอนุกรมเวลา X1, X2, …, XT  เป็นอิสระต่อกนัแลว้ จะไดว้่า  r1, r2, …, rq จะมีค่าเขา้
ใกลศู้นย ์ ดงันั้น ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของค่า  rk  จะประมาณดว้ยสมการขา้งล่างน้ี 

𝑆𝑟𝑘 =
1

√𝑇
 

Brockwell and David (1991)
 11 ไดส้รุปไวว้่า หากอนุกรมเวลา (X1, X2,…, XT) มีการแจกแจง

ท่ีเหมือนกนัและเป็นอิสระต่อกนั (independent and identically distributed: iid) และมีความ
แปรปรวนคงท่ีแลว้ หากอนุกรมเวลาชุดน้ีถูกน ามาใชค้  านวณค่า  rk  แลว้ “เม่ือ T มีขนาดใหญ่  rk  
จะมีการแจกแจงท่ีสามารถประมาณด้วยการแจกแจงแบบปกติ ท่ีมีค่าเฉลี่ยเป็นศูนย์ และความ
แปรปรวนคือ  

𝟏

𝑻
 ” หรือเขียนเป็นสัญลกัษณ์ไดว้า่  𝑟𝑘~𝑁(0,

1

𝑇
 ) 

จากตวัอย่างยอดขายรายเดือนของแฮมเบอร์เกอร์ยี่ห้อหน่ึง ซ่ึงเราได้ค  านวณแลว้ว่า r3 = 

0.853   ดังนั้ น การทดสอบสมมุติฐาน H0: ρ3 = 0 และ H1: ρ3 ≠ 0  ณ ระดับนัยส าคัญ 0.05 

สามารถค านวณไดด้ว้ยค่าสถิติ  

 

 

 
9 การท่ีอนุกรมเวลา X เป็นตวัแปรสุ่ม นั่นหมายถึงค่า X ท่ีเก็บมาในอดีตเราไม่ทราบค่าท่ีแทจ้ริงล่วงหน้า เช่น ถา้หากมี
เหตุการณ์ไม่คาดฝันเกิดข้ึน เช่น เกิดมหาอุทกภยั แลว้อาจจะส่งผลให้ค่าอนุกรมเวลา X ท่ีเก็บมาไม่เหมือนเดิมได ้
 
10

 Wei, W. W. S., Time Series Analysis: Univariate and Multivariate Methods (California: Addison-

Wesley, 1990), p. 21. 

 11 Brockwell, P.J. and Davis, R.A., Time Series: Theory and Methods, 2nd Edition. (New York: Springer-

Verlag, 1991), p. 221. 
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𝑧𝑟3 =
𝑟3

𝑠𝑟3
   =  

0.853
1

√120

  = 0.853√120  = 9.344 

จากการเปิดค่าวิกฤติในตารางการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน ท่ีระดบันัยส าคญั (α) = 0.05  ค่า
วิกฤตท่ีได้คือ 𝑧𝛼

2
 = 𝑧0.025 = 1.96  ดังนั้ น เราจึงปฏิเสธสมมุติฐานหลัก H0: ρ3 = 0 ท่ีระดับ

นัยส าคัญ 0.05 ซ่ึงหมายถึงยอดขายรายเดือนของแฮมเบอร์เกอร์ยี่ห้อน้ี ณ เดือนปัจจุบันจะมี
ความสัมพนัธ์เชิงเส้นตรงกบัยอดขายของ 3 เดือนก่อนหนา้น้ีท่ีระดบันยัส าคญัร้อยละ 5 

 เม่ือพิจารณารูปท่ี 2.7 เส้นประ 2 เส้นท่ีอยู่ตรงรูปกราฟของ Autocorrelations คือค่า 
±

2

√𝑇
   ดงันั้น เราสามารถใชเ้ส้นประ 2 เส้นน้ีเป็นเกณฑใ์นการทดสอบสมมุติฐาน H0: ρk = 0  และ 

H1: ρk ≠ 0 ท่ีระดบันยัส าคญัร้อยละ 5 ได้12 กล่าวคือ หากค่า rk  อยูเ่ลยเส้นประไม่วา่จะเป็นเส้นใด
เส้นหน่ึง จะแสดงถึงการทดสอบสมมุติฐานดงักล่าวมีนัยส าคญัท่ีระดบัร้อยละ     5 แต่หากค่า rk  
อยู่ภายในเส้นประทั้งสองเส้นน้ี จะแสดงถึงการทดสอบสมมุติฐานดงักล่าวไม่มีนยัส าคญัท่ีระดบั
ร้อยละ 5  

หากเราตอ้งการทดสอบว่าอนุกรมเวลาเป็นอิสระกบัช่วงเวลาอ่ืน ๆ หรือไม่ สามารถท าได้
โดยการทดสอบสมมุติฐานต่อไปน้ี 

H0: ρ1= ρ2 =… =ρm = 0  

H1: มีค่าพารามิเตอร์ขา้งตน้อยา่งนอ้ย 1 ตวัไม่เป็นศูนย ์ 

การทดสอบสมมุติฐานขา้งตน้ จะใชค้่าสถิติ Ljung-Box Q ซ่ึงมีสูตรดงัน้ี13
 

𝑄(𝑚) = 𝑇(𝑇 + 2)∑
𝑟𝑗
2

𝑇 − 𝑗

𝑚

𝑗=1

 

เม่ือตวัอย่างมีขนาดใหญ่แลว้ ตวัสถิติ Q(m) จะมีการแจกแจงประมาณได้ด้วยการแจกแจงแบบ 
Chi-square ท่ีมีองศาของความเป็นอิสระ m  ในทางปฏิบติั การเลือกค่า m ท่ีน้อยเกินไป อาจท า
ให้ผลการทดสอบไม่เจอปัญหาความสัมพันธ์ต่อกันของอนุกรมเวลา ในขณะท่ีการเลือกค่า m ท่ี

 

 
12 เป็นค่าประมาณ เน่ืองจากถา้เป็นท่ีระดบันยัส าคญัร้อยละ 5 จะตอ้งใชค่้า ± 1.96

√𝑇
   อยา่งไรก็ดี โปรแกรมส าเร็จรูปท่ีหนงัสือ

เล่มน้ีใชเ้ส้นประท่ีค านวณจาก ± 2

√𝑇
  ซ่ึงมีค่าใกลเ้คียงกนั 

 
13 การใชค่้าสถิติน้ีทดสอบ เราอาจเรียกอีกอยา่งว่า Portmanteau Test 
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มากเกินไปจะท าให้อ านาจการทดสอบของตวัสถิติ Q(m) ต ่า (low power of test)  เน่ืองจากค่า
สหสัมพนัธ์ ณ ช่วงเวลาหน่ึงท่ีมีนยัส าคญั อาจถูกลดความส าคญัลงจากค่าสหสัมพนัธ์ ณ ช่วงเวลา
อ่ืน ๆ ท่ีไม่มีนัยส าคญั  Tsay (2003)

14 พบว่าค่า m  ln(T) จะมีอ านาจของการทดสอบดีกว่าค่า
อ่ืน ๆ 

จากตวัอย่างยอดขายรายเดือนของแฮมเบอร์เกอร์ยี่ห้อหน่ึง สมมุติให้เราตอ้งการทดสอบ
สมมุติฐานดงัน้ี 

H0: ρ1= ρ2 =ρ3 = 0  

H1: มีค่าพารามิเตอร์ขา้งตน้อยา่งนอ้ย 1 ตวัไม่เป็นศูนย ์ 

เราได้ค  านวณแลว้ว่า r1 = 0.963  r2 = 0.907   และ r3 = 0.853  (แสดงเพียงทศนิยม 3 
ต าแหน่งแรกเท่านั้น) ดงันั้น ค่าสถิติ Q(3) ค  านวณดงัน้ี 

𝑄(3) = 𝑇(𝑇 + 2)∑
𝑟𝑗
2

𝑇 − 𝑗

3

𝑗=1

 

= 120(120 + 2) (
𝑟1
2

120 − 1
+

𝑟2
2

120 − 2
+

𝑟3
2

120 − 3
) 

= 120(120 + 2) (
0.9632

119
+
0.9072

118
+
0.8532

117
) = 307.20 

 ในทางปฏิบติั โปรแกรมส าเร็จรูปทางสถิติจะท าการค านวณค่า Q(m) ให้ ซ่ึงจะใช้ค่า r1  

r2  และ  r3 ท่ี มีทศนิยมตาม เ ป็นจ ริง   ( ดู รูป ท่ี  2.7)  และจะได้ค่ า  Q(3) = 307.25 และมี
ค่า probability หรือ p-value = 0.000 ดังนั้น เราจึงปฏิเสธสมมุติฐาน H0: ρ1= ρ2 =ρ3 = 0  ท่ี
ระดบันยัส าคญั 0.01  นัน่คือยอดขายรายเดือนของแฮมเบอร์เกอร์ยีห่้อน้ีมีความสัมพนัธ์กบัยอดขาย
ใน 3 เดือนท่ีผ่านมา ท่ีระดับนัยส าคัญร้อยละ  1 และเม่ือพิจารณาท่ีค่า m อ่ืน ๆ จะให้ข้อสรุป
เดียวกนั นั่นคือเรากล่าวไดว้่า อนุกรมเวลายอดขายรายเดือนของแฮมเบอร์เกอร์ไม่เป็นอิสระกับ
ช่วงเวลาอ่ืน ๆ อยา่งมีนยัส าคญั 
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 Tsay, R. S.,  Analysis of Financial Time Series (John Wiley & Sons, Inc, 2002), p. 25. 
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2.3 Sample Partial Autocorrelation Function (SPAC) 

 ในหัวขอ้น้ีจะแบ่งออกเป็น 2 หัวขอ้ย่อย หัวขอ้ย่อยแรกจะกล่าวถึงแนวคิดของการหาค่า 
TPAC (Theoretical Partial Autocorrelation Function) และค่ า  SPAC (Sample Partial 

Autocorrelation Function) และในหัวข้อย่อยท่ี 2 จะกล่าวถึงการทดสอบสมมุติฐานของ
ค่า TPAC ซ่ึงมีรายละเอียดดงัน้ี 

2.3.1 แนวคิดของการหาค่า TPAC และค่า SPAC 

 เราทราบแลว้ว่า ความสัมพนัธ์เชิงเส้นตรงระหว่าง Xt กบั Xt‒3 แสดงไดด้ว้ยค่า TAC ณ 3 
ช่วงเวลาท่ีแล้ว (ซ่ึงเขียนแทนด้วย ρ3)

15
 และหากเราพบว่า  ρ3 ≠ 0  อาจมีสาเหตุมาจาก Xt มี

ความสัมพันธ์เชิงเส้นตรงกับ Xt‒1,  Xt‒2 และ Xt‒3 มีความสัมพันธ์เชิงเส้นตรงกับ  Xt‒1,  Xt‒2  

ดงันั้นจึงท าให ้ Xt มีความสัมพนัธ์เชิงเส้นตรงกบั Xt‒3 ดว้ยนัน่เอง   
เม่ือเราตอ้งการหาความสัมพนัธ์เชิงเส้นตรงระหวา่ง  Xt กบั Xt‒3 โดยไม่มีอิทธิพลของ Xt‒1 

และ Xt‒2 เขา้มาเก่ียวขอ้ง จะแสดงไดด้ว้ยค่า TPAC (Theoretical Partial Autocorrelation) ณ 

3 ช่วงเวลาท่ีแลว้ (เขียนเป็นสัญลกัษณ์ว่า ϕ33) นั่นคือการหาค่า ϕ33 สามารถหาได้การใช้สมการ
ถดถอยเชิงพหุ16  

เพื่อให้เขา้ใจไดง้่าย เราจะสมมุติให้อนุกรม Xt (t =1, 2, …, T) มีความน่ิงและมีค่าเฉล่ีย
เป็นศูนย ์ค่า TPAC ณ 3 ช่วงเวลาท่ีแลว้  ซ่ึงเขียนแทนดว้ย ϕ33 หาไดจ้ากสมการถดถอยต่อไปน้ี 

Xt+3 = ϕ31Xt+2 + ϕ32 Xt+1 +ϕ33Xt + ut+3    (2.2)
17

 

โดย u คือตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือน (stochastic disturbance term หรือ random error term)  การ
หาค่า ϕ33 สามารถท าไดด้งัน้ี 

จากสมการท่ี (2.2)  คูณตลอดดว้ย Xt +2 จะได ้

Xt+3 Xt+2 = ϕ31𝑋𝑡+2
2  + ϕ32 Xt+1 Xt+2 +ϕ33Xt Xt+2 + Xt+2ut+3    

 

  
15 อยา่ลืมว่า เราสามารถใชส้ัญลกัษณ ์Xt + 3  กบั Xt  ก็ได ้ 

  
16

 ส าหรับผูส้นใจ อ่านรายละเอียดเพ่ิมเติมได้ใน ภูมิฐาน รังคกูลนุวฒัน์, เศรษฐมิติเบื้องต้น, พิมพ์คร้ังท่ี 2. (กรุงเทพฯ :  

ส านกัพิมพแ์ห่งจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลยั, 2554), หนา้ 61‒65. 
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 สมการท่ี (2.2)  อาจเขียนในรูป Xt = ϕ31Xt‒1 + ϕ32 Xt‒ 2 +ϕ33Xt‒3 + ut  ก็ได ้
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ใส่ค่าคาดหวงั (take expected value) จะได ้

       E(Xt+3 Xt+2)  = ϕ31E(𝑋𝑡+2
2 ) + ϕ32 E(Xt+1Xt+2) +ϕ33 E(Xt Xt+2) + E(Xt+1ut+3)               

       Cov(Xt+3, Xt+2)  = ϕ31Var(Xt+2) + ϕ32 Cov(Xt+1, Xt+2) +ϕ33 Cov(Xt, Xt+2)   

[∵E(Xt+1ut+3)=0] 

  𝛾1        = 𝜙31𝛾0 +𝜙32𝛾1 + 𝜙33𝛾2 

เน่ืองจากเม่ือ  Xt มีความน่ิงแล้ว ความแปรปรวนร่วมระหว่างข้อมูลอนุกรมเวลา  (Xt) ท่ีต่าง
ช่วงเวลากนั จะขึ้นอยูก่บัระยะห่างของช่วงเวลาทั้งสอง เช่น  Cov(Xt+3, Xt+2)  =  Cov(Xt+1, Xt+2)  

=  γ1  และ Cov(Xt+2, Xt+3) = Cov(Xt+3, Xt+2) หรือ γ1= γ‒1   นอกจากน้ี เราจะเขียนได้อีกว่า 
Var(Xt+2)= γ0  และเม่ือเราน าค่า γ0  หารตลอดจะได้18 

𝛾1
𝛾0
      = 𝜙31

𝛾0
𝛾0
+ 𝜙32

𝛾1
𝛾0
+ 𝜙33

𝛾2
𝛾0

 

𝜌1        = 𝜙31𝜌0 + 𝜙32𝜌1 + 𝜙33𝜌2    (2.3) 

โดย ρ1 และ ρ2 ก็คือค่า TAC  ณ 1 และ 2  ช่วงเวลาท่ีแลว้ ตามล าดบั ส่วน  ρ0 คือค่าพารามิเตอร์ท่ี
แสดงสหสัมพนัธ์ของตวัเองซ่ึงจะมีค่าเท่ากบั 1 เสมอ  

 ท านองเดียวกัน เม่ือเราน า Xt+1 คูณสมการท่ี (2.2) และใส่ค่าคาดหวงั แลว้น า 0 หาร
ตลอดจะได ้

𝜌2        = 𝜙31𝜌1 + 𝜙32𝜌0 + 𝜙33𝜌1    (2.4) 

น า Xt คูณสมการท่ี (2.2) และใส่ค่าคาดหวงั แลว้น า 0 หารตลอดจะได ้

𝜌3        = 𝜙31𝜌2 + 𝜙32𝜌1 + 𝜙33𝜌0    (2.5) 

เพื่อใหเ้ห็นภาพชดัเจน เขียนสมการท่ี (2.3) ถึง (2.5) เรียงต่อกนัไดด้งัน้ี19 

𝜌1        = 𝜙31𝜌0 + 𝜙32𝜌1 + 𝜙33𝜌2    

𝜌2        = 𝜙31𝜌1 + 𝜙32𝜌0 + 𝜙33𝜌1     

𝜌3        = 𝜙31𝜌2 + 𝜙32𝜌1 + 𝜙33𝜌0     

 

 
18 จากหวัขอ้ 2.2.2 แสดงให้เห็นแลว้ว่า 𝜌𝑘 =  

𝛾𝑘

𝛾0
 

 
19 ระบบสมการท่ีเขียนในลกัษณะน้ีเรียกว่า Yule‒Walker Equations 
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จะเห็นว่า เราสามารถหาค่า TPAC ณ 3 ช่วงเวลาท่ีแลว้  (ϕ33) จากการแกร้ะบบสมการขา้งบนน้ี
นัน่เอง  จากการใชก้ฎของเครเมอร์ (Cramer’s rule) จะได ้

𝜙33 =

|

𝜌0 𝜌1 𝜌1
𝜌1 𝜌0 𝜌2
𝜌2 𝜌1 𝜌3

|

|

𝜌0 𝜌1 𝜌2
𝜌1 𝜌0 𝜌1
𝜌2 𝜌1 𝜌0

|

=

|
1 𝜌1 𝜌1
𝜌1 1 𝜌2
𝜌2 𝜌1 𝜌3

|

|

1 𝜌1 𝜌2
𝜌1 1 𝜌1
𝜌2 𝜌1 1

|

 

การหาค่า ϕ33 จากการแกส้มการท่ี (2.3) ถึง (2.5) เป็นการใชแ้นวคิดเดียวกบัการหาค่า ϕ33 ดว้ยวิธี
ก าลงัสองนอ้ยท่ีสุดนัน่เอง   ดงันั้น ถา้ก าหนดให้ผลการประมาณสมการท่ี (2.2) ดว้ยวิธีก าลงัสอง
นอ้ยท่ีสุด เขียนไดด้งัน้ี 

  𝑋̂𝑡+3 = 𝜙̂31𝑋𝑡+2 + 𝜙̂32𝑋𝑡+1 + 𝜙̂33𝑋𝑡 

เราจะได้ว่า  𝜙̂33  ก็คือค่า SPAC (Sample Partial Autocorrelation) ณ 3 ช่วงเวลาท่ีแลว้ ซ่ึง
เป็นตวัประมาณค่าของ 𝜙33  นัน่เอง20  

จากแนวคิดเดียวกนัน้ี  𝜙̂𝑘𝑘  สามารถค านวณไดจ้ากการใช้วิธีก าลงัสองน้อยท่ีสุดในการ
ประมาณค่าสัมประสิทธ์ิ Xt ของสมการถดถอย (2.6) นัน่เอง 

𝑋̂𝑡+𝑘 = 𝜙̂𝑘1𝑋𝑡+𝑘−1 + 𝜙̂𝑘2𝑋𝑡+𝑘−2 + 𝜙̂𝑘3𝑋𝑡+𝑘−3 +⋯+ 𝜙̂𝑘𝑘𝑋𝑡            (2.6) 

  2.3.2 การทดสอบสมมุติฐานของค่า TPAC 

ค่า 𝜙̂𝑘𝑘 ก็คือตวัประมาณค่าดว้ยวิธีก าลงัสองนอ้ยท่ีสุดนัน่เองซ่ึงถือเป็นตวัแปรสุ่ม และหาก
อนุกรมเวลา X1, X2, …, XT  เป็นอิสระต่อกนั และมีค่าเฉล่ียและความแปรปรวนคงท่ีแลว้ จะไดว้า่
ความแปรปรวนของ 𝜙̂𝑘𝑘 สามารถประมาณไดด้ว้ย 1

𝑇
 (หรือเขียนเป็นสมการไดว้า่  𝑉𝑎𝑟 (𝜙̂𝑘𝑘) =

1

𝑇
)21

  ดงันั้น การทดสอบสมมุติฐานของค่า ϕkk สามารถใชแ้นวคิดเดียวกบัการทดสอบสมมุติฐาน
ของค่า ρk  ซ่ึงกล่าวไวใ้นหัวขอ้ 2.2.2 และเม่ือพิจารณารูปท่ี 2.7 เส้นประ 2 เส้นท่ีอยู่ตรงรูปกราฟ

 

 
20 ส าหรับการหาค่า ϕ11, ϕ22, …, ϕkk  จะอธิบายอธิบายไวใ้นภาคผนวก 2ก 

 
21

 Wei, W. W. S., Time Series Analysis: Univariate and Multivariate Method  (California : Addison-

Wesley, 1989), p. 23. 
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ของ PAC (Partial Autocorrelations) คือค่า ± 2

√𝑇
   ดงันั้นสามารถใชเ้ส้นประ 2 เส้นน้ีเป็นเกณฑ์

ในการทดสอบสมมุติฐาน H0: ϕkk = 0  และ H1: ϕkk ≠ 0 ท่ีระดบันยัส าคญัร้อยละ 5 ไดเ้ช่นกนั  

2.4 การก าจัดความผันแปรจากฤดูกาล (Removal Seasonal Variations) 

การน าวิธีการของ Box-Jenkins มาใชว้ิเคราะห์อนุกรมเวลา นอกจากเง่ือนไขว่า อนุกรม
เวลานั้นตอ้งมีความน่ิงแลว้ ยงัมีอีกเง่ือนไขหน่ึงคือ อนุกรมเวลานั้นตอ้งไม่มีความผนัแปรจาก
ฤดูกาล ซ่ึงขอ้มูลทางเศรษฐกิจและธุรกิจส่วนใหญ่ท่ีเป็นรายไตรมาสหรือรายเดือนมกัจะมีความผนั
แปรจากฤดูกาล เช่น ดชันีผลผลิตสินคา้เกษตรรายเดือน มกัจะมีความผนัแปรจากฤดูกาล เน่ืองจาก
จ านวนผลผลิตจะเก่ียวข้องกับสภาพอากาศในแต่ละเดือน หรือยอดขายรายไตรมาสของ
หา้งสรรพสินคา้ ก็มกัจะมีความผนัแปรทางฤดูกาลเช่นกนั เน่ืองจากจะมีผูค้นตอ้งการจบัจ่ายใชส้อย
เพื่อซ้ือของขวญัให้แก่กนัในช่วงไตรมาสสุดทา้ยของปี ความผนัแปรจากฤดูกาลท่ีมีอยู่อนุกรมเวลา
มกัจะเป็นสาเหตุหลกัท่ีท าให้ความแปรปรวนของอนุกรมเวลานั้นมีค่าสูง ดังนั้น การวิเคราะห์
อนุกรมเวลาโดยไม่ค  านึงถึงว่ามีความผนัแปรทางฤดูกาลอยู่หรือไม่ อาจท าให้ผลการพยากรณ์มี
ความคลาดเคล่ือนสูงได ้

จากบทท่ี 1 เราได้กล่าวถึงความผนัแปรจากฤดูกาลในหัวขอ้  1.3 ซ่ึงได้ยกตวัอย่างดชันี
ผลผลิตสินคา้เกษตรของประเทศหน่ึงเป็นรายเดือนตั้งแต่ปี 2548‒2554 (ดูรูปท่ี 1.3) จะสังเกตวา่ 
อนุกรมเวลาน้ีจะเพิ่มสูงขึ้นในช่วงปลายปี และเม่ือเขา้ไปดูรายละเอียดในอนุกรมเวลาน้ี จะพบว่า
ดชันีผลผลิตสินคา้เกษตรกรรมของประเทศน้ี ณ เดือนพฤศจิกายนจะสูงกว่าเดือนอ่ืน ๆ และเป็น
เช่นน้ีตั้งแต่ปี 2548‒2554  

การตรวจสอบวา่อนุกรมเวลามีความผนัแปรจากฤดูกาลเขา้มาเก่ียวขอ้งหรือไม่ เราสามารถ
พิจารณาได้ด้วยการตรวจสอบว่า  ค่า TAC ณ ช่วงเวลา  s  2s   3s  4s … ท่ีผ่านมา จะต้องมี
นัยส าคญัทางสถิติ  โดย s คือช่วงเวลาของฤดูกาล (seasonal period) ในแต่ละปี (s = 4 เม่ือใช้
ขอ้มูลรายไตรมาส และ s = 12 เม่ือใชข้อ้มูลรายเดือน) 
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รูปท่ี 2.8 แสดงค่า SAC ของดชันีผลผลิตอุตสาหกรรมรายเดือน ณ 1‒60 ช่วงเวลาท่ีแลว้  
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รูปท่ี 2.8 แสดงผลการค านวณค่า SAC ของอนุกรมเวลาดัชนีผลผลิตสินค้าเกษตรราย
เดือนของประเทศน้ีตั้งแต่ 1 ถึง 60 ช่วงเวลาท่ีแลว้ เม่ือการทดสอบความมีนยัส าคญัของค่า TAC 
เราสรุปไดว้า่ ค่า TAC ณ 12   24   36   48   60 ช่วงเวลาท่ีผา่นมา (หรือเขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์ 

ρ12,  ρ24,  ρ36,  ρ48, ρ60) มีนัยส าคญัทางสถิติท่ีระดับร้อยละ 5  ซ่ึงเป็นการยืนยนัว่าอนุกรมดชันี
ผลผลิตสินคา้เกษตรรายเดือนของประเทศน้ี มีความผนัแปรจากฤดูกาลเขา้มาเก่ียวขอ้งดว้ย วิธีการ
หน่ึงท่ีสามารถน ามาใช้เพื่อก าจัดอิทธิพลทางฤดูกาลคือ การหาผลต่างของฤดูกาล  (seasonal 

difference) ซ่ึงค านวณจากการน าดชันีผลผลิตสินคา้เกษตร ณ t‒12 เดือนท่ีแลว้ไปหักออกจาก
ดชันีผลผลิตสินคา้เกษตรของเดือน t (t = 13, 14, …, T)

22 หรือเขียนเป็นสัญลกัษณ์ไดว้่า      Yt‒

Yt‒12 (สมมุติให ้Yt คือดชันีผลผลิตสินคา้เกษตรรายเดือนของประเทศน้ี) ผลการค านวณผลต่างของ
ฤดูกาลแสดงไดด้งัรูปท่ี 2.9 ดงัน้ี 

 

 
รูปท่ี 2.9 แสดงกราฟของดชันีผลผลิตสินคา้เกษตรรายเดือนของประเทศหน่ึง  

หลงัจากท าผลต่างของฤดูกาล 

จากรูปท่ี 2.9 จะเห็นวา่ ความผนัแปรจากฤดูกาลไดห้มดไปแลว้หลงัจากการท าผลต่างของ
ฤดูกาลดว้ยการค านวณ (Yt‒Yt‒12) และจากการตรวจสอบค่า TAC ณ ช่วงเวลา 12, 24, 36, 48, 

…, 60 ท่ีผ่านมา (ρ12, ρ24, …, ρ60) พบว่ามีเพียงค่า ρ12 เท่านั้นท่ีมีนัยส าคญัทางสถิติ ในขณะท่ี  

𝜙12,12  ไม่มีนยัส าคญัทางสถิติ นัน่คือความผนัแปรทางฤดูกาลไดห้ายไปแลว้นัน่เอง 

 

 
22 อาจมองว่า ค านวณจากการน าดชันีผลผลิตสินคา้เกษตรแต่ละเดือนไปหกัออกจากดชันีน้ีใน 12 เดือนถดัไปก็ได ้
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รูปท่ี 2.10 แสดงค่า SAC ของผลต่างทางฤดูกาลของดชันีผลผลิตอุตสาหกรรมรายเดือน ณ  
1‒60 ช่วงเวลาท่ีแลว้ 



 

 

บทที่ 3 

วธีิการของ Box-Jenkins : การระบุแบบจ าลอง 
 

 

 

 

 
 

 ในบทท่ี 3 น้ีจะกล่าวถึงวิธีการของ Box-Jenkins ท่ีจะน ามาใชว้ิเคราะห์อนุกรมเวลา ซ่ึงมี 

3 ขั้นตอน ได้แก่ ขั้นท่ี 1 เป็นขั้นท่ีระบุแบบจ าลอง กล่าวคือ อนุกรมเวลานั้นควรน าไปใช้กับ
แบบจ าลองชนิดใด ขั้นท่ี 2 เป็นการประมาณค่าแบบจ าลองท่ีถูกระบุในขั้นท่ี 1 และขั้นท่ี 3 เป็นขั้น
การตรวจสอบว่าแบบจ าลองท่ีระบุมาในขั้นท่ี 1 มีความถูกตอ้งเหมาะสมหรือไม่ โดยใช้ผลการ
ประมาณค่าในขั้นท่ี 2 เป็นตวัประเมิน หลงัจากไดแ้บบจ าลองท่ีดีท่ีสุดแลว้ เราจะศึกษาถึงการน า
แบบจ าลองนั้นไปใชพ้ยากรณ์อนุกรมเวลา อยา่งไรก็ดี เราควรมารู้จกัค านิยามของศพัท ์“ตวัรบกวน
ขาว (White Noise)”  ซ่ึงมกัมีการอา้งถึงมากในการวิเคราะห์อนุกรมเวลากนัเสียก่อน จากนั้นเรา
จะมาดูวา่แบบจ าลองของ Box-Jenkins มีอะไรบา้ง และหวัขอ้สุดทา้ยจึงกล่าวถึงขั้นตอนท่ี 1 ซ่ึงก็
คือการระบุแบบจ าลอง Box-Jenkins วา่มีแนวคิดอยา่งไร 
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3.1 ตัวรบกวนขาว (White Noise)1
 

 ถา้ u1, u2, …, uT คือล าดบัของตวัแปรสุ่มท่ีเป็นอิสระต่อกนัและมีการแจกแจงเหมือนกนั 
(iid: independent identically distributed  random variable) ท่ีค่าเฉล่ียและความแปรปรวน
เป็นค่าคงท่ีแลว้ อนุกรม ut  (t = 1, 2, …, T) ถูกเรียกวา่ “ตวัรบกวนขาว (White Noise)”  และถา้
พบว่าอนุกรม ut มีการแจกแจงแบบปกติ (Normal Distribution) ท่ีมีค่าเฉล่ียเป็น 0 และความ
แปรปรวนเป็น  2 แลว้ เราจะเรียกอนุกรม ut ว่า “ตวัรบกวนขาวแบบเกาส์เซียน (Gaussian White 
Noise)” 
 ถา้ ut เป็นตวัรบกวนขาวแลว้ ทั้งค่า TAC ทุก ๆ ช่วงเวลาท่ีผ่านมาจะมีค่าเท่ากบัศูนย ์ นัน่
คือ การทดสอบสมมุติฐาน H0: ρ1 = ρ2 =…. = ρm = 0   จะตอ้งไม่มีนัยส าคญัทางสถิตินั่นเอง2 
และเม่ือพิจารณาค่า TPAC ทุก ๆ ช่วงเวลาท่ีผ่านมาก็ต้องมีค่าเท่ากับศูนย์เช่นกัน นั่นคือ การ
ทดสอบสมมุติฐาน H0: ϕkk = 0 , k ≠ 0  จะตอ้งไม่มีนยัส าคญัทางสถิติดว้ย  และเราจึงกล่าวไดว้่า
อนุกรมเวลาท่ีเป็นตวัรบกวนขาวว่าไม่มีความจ า (no memory) เน่ืองจากค่าของ u ในช่วงเวลา
ก่อนหนา้น้ีจะไม่ส่งผลกระทบใด ๆ ในค่า u ณ ปัจจุบนันัน่เอง3    

3.2 แบบจ าลองของ Box-Jenkins  

ก่อนท่ีเราจะมาดูว่า การระบุแบบจ าลองตามวิธีการของ Box-Jenkins ท าอย่างไรนั้น เรา
ควรมาศึกษาถึงแบบจ าลองท่ี  Box-Jenkins ได้เสนอไว้เ สีย ก่อน ซ่ึงได้แก่  แบบจ าลอง 
Autogressive (AR)  แบบจ าลอง  Moving Average (MA) แบบจ าลอง  Autoregressive 

Moving Average (ARMA) และแบบจ าลอง Autoregressive Integrated Moving Average 

(ARIMA) รายละเอียดมีดงัน้ี 

 

 

 

 
1 หรืออาจเรียกว่า ตวัแปรสุ่มแทจ้ริง (Purely Random Process) ก็ได ้

 
2 วธีิการทดสอบสามารถท าไดด้ว้ยการใชค่้าสถิติ Ljung-Box Q ซ่ึงกล่าวไวแ้ลว้ในบทท่ี 2 

 
3 หรือเขียนไดว้่า ค่าความแปรปรวนร่วมของ ut และ ut‒k  เป็นศูนยน์ัน่เอง หรือเขียนไดว้่า Cov(ut, ut‒k)= 0, k≠ 0 
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3.2.1 แบบจ าลอง Autoregressive (AR) 

แบบจ าลอง Autoregressive (AR) เป็นแบบจ าลองท่ีแสดงถึงอนุกรมเวลา Xt  ขึ้นอยู่กบั
ค่ าของมันเองในอดีตท่ีผ่านมา  เราจะเ ร่ิมศึกษารูปแบบท่ีง่ าย ท่ี สุด ซ่ึงก็คือแบบจ าลอง 
Autoregressive ล าดับท่ี 1 หรือเขียนเป็นสัญลักษณ์ว่า AR(1) จากนั้นจึงศึกษาถึงแบบจ าลอง 
AR(2)  และแบบจ าลองในรูปทัว่ไปคือ  AR(p)  

(1) แบบจ าลอง Autoregressive ล าดับที่  1 

แบบจ าลอง Autoregressive ล าดบัท่ี 1 เขียนไดด้งัน้ี 

  Xt = α0 + α1Xt‒1 + εt        (3.1)  

โดย  Xt  คืออนุกรมเวลา  
α0 และ α1 คือ ค่าพารามิเตอร์  
εt คือตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนท่ีมีคุณสมบติัเป็นตวัรบกวนขาวแบบเกาส์เซียน  

เราอาจเรียกว่า εt ว่าเหตุการณ์ไม่คาดฝัน (random shock) ซ่ึงหมายถึงปัจจยัอ่ืน ๆ นอกเหนือจาก 
Xt‒1 ท่ีมีผลกระทบต่อ Xt โดยเหตุการณ์ไม่คาดฝันท่ีเกิดขึ้นในแต่ละช่วงเวลา จะเป็นอิสระต่อกนั 
(นัน่คือ 1, 2, …, T) จะเป็นอิสระต่อกนัตามคุณสมบติัของตวัรบกวนขาว  

จากแบบจ าลอง AR(1) ของอนุกรม Xt   ถา้น าอนุกรมน้ีมาหาค่าเฉล่ีย ค่าความแปรปรวน 
ค่า TAC และค่า TPAC แสดงไดด้งัสมการท่ี (3.2)‒(3.5) ตามล าดบัดงัน้ี4

 

𝜇 =
𝛼0

1 − 𝛼1
                                                                                            ( 3.2)

5 

𝛾0 =
𝜎2

1 − 𝛼1
2                                                                                             (3.3)

6 

𝜌𝑘 = 𝛼1
𝑘              (3.4) 

 

 
4 ดูวิธีพิสูจน์ในภาคผนวก 3ก 

 
5 จากสมการจะเห็นว่า หากแบบจ าลอง AR(1) ไม่มีค่าคงท่ี α0 แลว้ค่าเฉลี่ยของ Xt จะเท่ากบัศูนย ์

 
6 อยา่ลืมว่า γ0 = Cov(Xt, Xt) =  Var(Xt) 
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∅𝑘𝑘 = {
𝜌1

0
     

เม่ือ  𝑘 = 1

เม่ือ  𝑘 ≥ 2

             (3.5) 

ถ้าก าหนดให้ L คือตัวด าเนินการความล่าช้า (Lag Operator) ท่ีมีคุณสมบัติ 𝐿𝑗𝑋𝑡 =
𝑋𝑡−𝑗 ดงันั้น สมการท่ี (3.1) เขียนไดด้งัน้ี    

  Xt = α0 + α1LXt  + εt        

 (1‒ α1L)Xt =  α0 + εt           

       α(L) Xt =  α0 + εt              (3.6) 

โดย α(L) = 1‒ α1L   สมการท่ี (3.6) เป็นวิธีการเขียนอีกแบบหน่ึงท่ีใชแ้สดงแบบจ าลอง 
AR(1) ของอนุกรม Xt  และเง่ือนไขท่ีท าให้อนุกรม Xt มีความน่ิงคือ “ค่าสัมบูรณ์ของราก (หรือ
ค าตอบ) ของสมการ α(L) = 0 ต้องมากกว่า 1 ”7     

จาก 1‒ α1L  =  0  จะไดค้่าสัมบูรณ์ของค าตอบสมการน้ีก็คือ | L| =  | 1
𝛼1
|  ดงันั้น  |L| > 

1  ก็ต่อเม่ือ |α1| < 1 เราจึงกล่าวไดว้่า  “อนุกรมเวลา Xt  ท่ีแสดงด้วยรูปแบบ AR(1) จะมีความนิ่ง 
ก็ต่อเม่ือ |α1| < 1”  เง่ือนไข |α1| < 1  ยงัท าให้เราแน่ใจด้วยว่า ค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของ
อนุกรม Xt ในรูปแบบ AR(1) จะสามารถหาค่าได ้และความแปรปรวนมีค่าเป็นบวกอีกดว้ย 
 ดงันั้น เม่ือพิจารณาสมการท่ี (3.4) จะสรุปไดว้่า ค่า TAC ของอนุกรม Xt ท่ีเป็นไปตาม
แบบจ าลอง AR(1) จะลดลงเร่ือย ๆ แบบเอกซ์โพเนนเชียล (Damped Exponential) เม่ือ  0< α1 

< 1 ซ่ึงแสดงตวัอย่างไดด้งัรูป 3.1 และ TAC ของอนุกรม Xt ท่ีเป็นไปตามแบบจ าลอง AR(1) 
จะลดลงในลกัษณะลูกคล่ืนแบบเอกซ์โพเนนเชียล (Damped exponential with oscillation)  

เม่ือ ‒1 < α1 < 0  ดงัแสดงตวัอยา่งในรูป 3.2   

 จากรูปท่ี 3.1 แสดงค่า SAC (ซ่ึงใช้เป็นตวัประมาณค่า TAC)  และเราจะสรุปไดว้่าค่า 
TAC มีลักษณะท่ีลดลงอย่างรวดเร็ว และแตกต่างจากศูนยอ์ย่างมีนัยส าคัญท่ีร้อยละ 5 ตั้ งแต่
ช่วงเวลาท่ี 1 ถึง 9 ดงันั้น เราจึงกล่าวไดว้่า TAC ของอนุกรมเวลาน้ีลดลงแบบเอกซ์โพเนนเชียล 
ส่วนรูปท่ี 3.2 จะสรุปได้ว่า TAC มีค่าเป็นบวกและลบสลบักันไปและมีค่าลดลงเร่ือย ๆ และ

 

 
7
 Wei, W. W. S., Time Series Analysis: Univariate and Multivariate Methods (California : Addison-

Wesley, 1990), p. 33. 
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แตกต่างจากศูนยอ์ย่างมีนัยส าคญัท่ีร้อยละ 5 ตั้งแต่ช่วงเวลา 1‒5 ดงันั้น เราจึงกล่าวไดว้่า TAC 

ของอนุกรมเวลาน้ี ลดลงในลกัษณะลูกคล่ืนแบบเอกซ์โพเนนเชียล 
และเม่ือพิจารณาสมการท่ี (3.5) จะสรุปได้ว่า ค่า TPAC ของอนุกรม Xt ท่ีเป็นไปตาม

แบบจ าลอง AR(1) ณ 1 ช่วงเวลาท่ีแลว้จะมีค่าไม่เป็นศูนย ์และ TPAC จะมีค่าเป็นศูนยต์ั้งแต่ 2 
ช่วงเวลาท่ีแลว้ขี้นไป หรีอกล่าวว่า TPAC ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีเป็นไปตามแบบจ าลอง AR(1) 

ส้ินสุดหลงัจาก 1 ช่วงเวลาท่ีแลว้ (Cuts off after lag 1) ดงัแสดงในตวัอยา่งรูปท่ี 3.1 และ 3.2 

จากรูปท่ี 3.1 และ 3.2 แสดงค่า SPAC ดว้ย (ซ่ึงใช้เป็นตวัประมาณ TPAC) จะเห็นว่า
ช่วงเวลาท่ี 1 เท่านั้นท่ีค่า TPAC มีนยัส าคญัทางสถิติร้อยละ 5 นัน่คือ เราอา้งอิงไดว้า่ TPAC เป็น
ศูนยต์ั้งแต่ 2 ช่วงเวลาท่ีผ่านมาเป็นตน้ไป หรือ TPAC ส้ินสุดหลงัจาก 1 ช่วงเวลาท่ีแลว้เป็นตน้
ไป ท่ีระดบันยัส าคญัร้อยละ 5 
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รูปท่ี 3.1 แสดงตวัประมาณค่า TAC ท่ีลดลงแบบเอกซ์โพเนนเชียล  
และตวัประมาณค่า TPAC ท่ีส้ินสุดหลงั 1 ช่วงเวลาท่ีผา่นมา 
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รูปท่ี 3.2 แสดงตวัประมาณค่า TAC ท่ีลดลงแบบเอกซ์โพเนนเชียลแบบขึ้น ๆ ลง ๆ   
และตวัประมาณค่า TPAC ท่ีส้ินสุดหลงั 1 ช่วงเวลาท่ีผา่นมา 
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(2) แบบจ าลอง Autoregressive ล าดับที่  2 

แบบจ าลอง Autoregressive ล าดบัท่ี 2 หรือเขียนเป็นสัญลกัษณ์วา่ AR(2) เขียนไดด้งัน้ี 

  Xt = α0 + α1Xt-1+ α2Xt-2  + εt              (3.7) 

จากสมการท่ี (3.7) จะเห็นวา่ต่างจากสมการท่ี (3.1) ตรงท่ีมีตวัแปรอิสระ Xt‒2 เพิ่มขึ้นมาในสมการ
นัน่เอง และถา้น าอนุกรมน้ีมาหาค่าเฉล่ีย ค่าความแปรปรวน แสดงไดด้งัสมการท่ี (3.8) และ (3.9) 
ตามล าดบัดงัน้ี8

 

𝜇 =
𝛼0

1 − (𝛼1 + 𝛼2)
                                                                            (3.8)  

𝛾0 =
(1 − 𝛼2)𝜎

2

(1 + 𝛼2)[(1 − 𝛼2)2 − 𝛼1
2]
                                                     (3.9) 

ส่วนค่า TAC แสดงไดด้งัน้ี 

𝜌1 =
𝛼1

1 − 𝛼2
 

𝜌2 =
𝛼1
2

1 − 𝛼2
+ 𝛼2 = 

𝛼1
2 + 𝛼2 − 𝛼2

2

1 − 𝛼2
 

𝜌𝑘 = 𝛼1𝜌𝑘−1 + 𝛼2𝜌𝑘−2  ,    𝑘 ≥ 3 

และค่า TPAC แสดงไดด้งัน้ี 

∅𝑘𝑘 =

{
 
 

 
 
𝜌1

𝛼2

0

     

เม่ือ  𝑘 = 1

เมื่อ 𝑘 = 2

เม่ือ  𝑘 ≥ 3

                                                                    (3.11) 

 

 
8

 ดูวธีิพิสูจน์ในภาคผนวก 3ข  

 

 

        (3.10) 
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เราสามารถใชต้วัด าเนินการความล่าชา้ (L) ช่วยในการเขียนแบบจ าลอง AR(2) ไดด้งัน้ี 

   Xt     = α0 + α1LXt + α2L
2Xt + εt       

      (1‒ α1L‒ α2L
2)Xt    =  α0 + εt         

               α(L)Xt  =  α0 + εt             (3.12) 

โดย α(L) = 1‒ α1L ‒ α2L
2   เง่ือนไขท่ีท าใหอ้นุกรม Xt ในรูปแบบ AR(2) มีความน่ิง ก็ใชแ้นวคิด

เดียวกนัคือ “ค่าสัมบูรณ์ค าตอบของสมการ α(L) = 0 ต้องมากกว่า 1”  แต่ในกรณีของแบบจ าลอง 
AR(2) จะมีความซับซ้อนมากกว่าเน่ืองจากจะมีค าตอบ 2 ค่า  อย่างไรก็ดี เง่ือนไขดงักล่าวสรุปได้
ดงัน้ี9     

   α2 + α1 < 1 

   α2 – α1 < 1 

   ‒1 < α2 < 1 

เง่ือนไขทั้ งสาม ตามท่ีแสดงในสมการท่ี (3.13) ยงัท าให้เราแน่ใจด้วยว่า ค่าเฉล่ียและความ
แปรปรวนของอนุกรม Xt ในรูปแบบ AR(2) จะสามารถหาค่าได ้และความแปรปรวนมีค่าเป็น
บวกอีกดว้ย 
 การพิจารณารูปแบบค่า TAC ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีเป็นไปตามแบบจ าลอง AR(2) อาจ
เป็นแบบลดลงเร่ือย ๆ แบบเอกซ์โพเนนเชียล  จะลดลงในลกัษณะลูกคล่ืนแบบเอกซ์โพเนนเชียลก็
ได้10 และเม่ือพิจารณาสมการท่ี (3.11) จะสรุปไดว้า่ ค่า TPAC ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีเป็นไปตาม
แบบจ าลอง AR(2) ณ 1 และ 2 ช่วงเวลาท่ีแลว้จะมีค่าไม่เป็นศูนย ์ ส่วน TPAC จะมีค่าเป็นศูนย์
ตั้งแต่ 3 ช่วงเวลาท่ีแลว้ขึ้นไป หรือกล่าวว่า TPAC ส้ินสุดหลงัจาก 2 ช่วงเวลาท่ีแลว้ (Cuts off 

after lag 2)  

 

 
9

 ส าหรับผูส้นใจดูรายละเอียดไดใ้น Wei, W. W. S., Time Series Analysis: Univariate and Multivariate 

Methods (California: Addison-Wesley, 1990), pp. 39‒40. 

 
10 การพิสูจน์ลักษณะค่า TAC ของแบบจ าลอง AR(2) จะต้องใช้ความรู้เร่ือง Difference Equation ซ่ึงจะไม่กล่าว
รายละเอียดในหนังสือเล่มน้ี ส าหรับผูส้นใจดูรายละเอียดได้ใน Wei, W. W. S., Time Series Analysis: Univariate 

and Multivariate Methods (California: Addison-Wesley, 1990), pp. 27‒30, 40‒41. 

(3.13) 



 

 

 

46 วิธีการของ Box-Jenkins : การระบแุบบจ าลอง 

(3) แบบจ าลอง Autoregressive ล าดับที่  p  
แบบจ าลอง Autoregressive ล าดบัท่ี p หรือเขียนเป็นสัญลกัษณ์วา่ AR(p) เขียนไดด้งัน้ี 

 Xt = α0 + α1Xt‒1 + α2Xt‒2 + ... + αpXt‒p + εt         (3.14) 

สมการท่ี (3.14) สามารถเขียนไดอี้กอยา่งคือ 

 α(L) Xt = α0 + εt           (3.15) 

โดยท่ี α(L) = 1 ‒ α1L ‒ α2L
2 ‒ … ‒ αpL

p  ค่าเฉล่ียของอนุกรมเวลา Xt ท่ีอยูใ่นรูปแบบ AR(p) 

แสดงไดด้งัน้ี 

𝜇 =
𝛼0

1 − (𝛼1 + 𝛼2 +⋯+ 𝛼𝑝)
                                                                        (3.16) 

 ส่วนความแปรปรวน ค่า TAC และค่า TPAC ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีอยูใ่นรูปแบบ AR(p) 

สามารถหาไดโ้ดยใช้แนวคิดเดียวกบักรณีท่ีผ่านมา รวมทั้งเง่ือนไขท่ีท าให้อนุกรม Xt ในรูปแบบ 

AR(p) มีความน่ิง ก็ยงัคงเหมือนเดิม คือ “ค่าสัมบูรณ์ค าตอบของสมการ 1 ‒ α1L ‒ α2L
2 ‒ … ‒ 

αpL
p = 0  ต้องมากกว่า 1”   เพียงแต่จะมีความซับซ้อนมากกว่าเท่านั้นเอง  อย่างไรก็ดีลกัษณะค่า 

TAC และ TPAC สรุปไดด้งัน้ี   
ค่า TAC ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีเป็นไปตามแบบจ าลอง AR(p) อาจเป็นแบบลดลงเร่ือย ๆ 

แบบเอกซ์โพเนนเชียล จะลดลงในลกัษณะลูกคลื่นแบบเอกซ์โพเนนเชียลก็ได ้ส่วนค่า TPAC ของ
ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีเป็นไปตามแบบจ าลอง AR(p) ณ ช่วงเวลา 1 จนถึง p ท่ีผ่านมา จะมีค่าไม่
เป็นศูนย ์และจะมีค่าเป็นศูนยต์ั้งแต่ p+1 ช่วงเวลาท่ีแลว้เป็นตน้ไป หรือกล่าวว่า TPAC ส้ินสุด
หลงัจาก p ช่วงเวลาท่ีแลว้ (Cuts off after lag p) 

3.2.2 แบบจ าลอง Moving Average (MA)  

แบบจ าลอง Moving Average (MA) เป็นแบบจ าลองท่ีแสดงถึง อนุกรมเวลา Xt  ขึ้นอยู่
กับตัวรบกวนขาว (ε) ตั้ งแต่อดีตจนถึงปัจจุบัน เราจะเร่ิมศึกษารูปแบบท่ีง่ายท่ีสุด ซ่ึงก็คือ
แบบจ าลอง Moving Average ล าดบัท่ี 1 หรือเขียนเป็นสัญลกัษณ์ว่า MA(1) จากนั้นจึงศึกษาถึง
แบบจ าลอง MA(2)  และแบบจ าลองในรูปทัว่ไปคือ  MA(q)  
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(1) แบบจ าลอง Moving Average ล าดับที่ 1   

แบบจ าลอง Moving Average ล าดบัท่ี 1 เขียนไดด้งัน้ี 

   Xt = β0 + εt ‒ β1εt‒1         (3.17) 

โดย  Xt  คืออนุกรมเวลา  
        β0 และ β1 คือค่าพารามิเตอร์    
       εt คือตวัรบกวนขาว ท่ีมีค่าเฉล่ียเป็นศูนย ์และความแปรปรวนคือ σ2 หรือเขียนเป็นสมการได้
วา่ E(εt) = 0 และ var(εt) = σ2  ส าหรับ t = 1, 2, …, T  เราจะพิจารณาวา่ εt ก็คือเหตุการณ์ไม่คาด
ฝัน ซ่ึงเป็นอิสระกบัช่วงเวลาอ่ืน ๆ โดยเราจะไม่สามารถเก็บขอ้มูลน้ีได ้

จากแบบจ าลอง MA(1) ของอนุกรม Xt   ถา้น าอนุกรมน้ีมาหาค่าเฉล่ีย ค่าความแปรปรวน แสดงได้
ดงัสมการท่ี (3.18) และ (3.19) ตามล าดบัดงัน้ี11

 

  μ  =  β0            (3.18)
12

 

𝛾0 = (1 + 𝛽1
2)𝜎2              (3.19) 

จากสมการขา้งตน้จะเห็นวา่ ค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของอนุกรม Xt ท่ีเป็นรูปแบบ MA(1) จะ
มีค่าคงท่ีเสมอทุก ๆ ช่วงเวลา t นอกจากน้ีเรายงัสามารถแสดงใหไ้ดว้า่ ความแปรปรวนร่วมระหว่าง
ขอ้มูลอนุกรมเวลา (Xt) ท่ีต่างช่วงเวลากนั จะขึ้นอยูก่บัระยะห่างของช่วงเวลา (ดูสมการท่ี 3ค‒4 ใน
ภาคผนวก 3ค)  ดงันั้น เรากล่าวไดว้า่อนุกรมเวลา Xt ท่ีอยูใ่นรูปแบบ MA(1) จะมีความน่ิงเสมอ  
 ส่วนค่า TAC ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีอยู่ในรูปแบบ MA(1) แสดงไดด้งัสมการท่ี (3.20) 
ดงัน้ี13  

𝜌𝑘 = 

{
 

 
−𝛽1

1 + 𝛽1
2

0

     

, 𝑘 = 1

, 𝑘 > 1

                                                                     (3.20) 

 

 
11 ดูวิธีพิสูจน์ในภาคผนวก 3ค 

 
12 จะเห็นว่า ค่าเฉลี่ยของอนุกรม Xt  ในมีรูปแบบ Moving Average จะเป็นค่าเดียวกับค่าคงท่ี (β0) เสมอ นั่นคือถ้า
แบบจ าลองไม่มีค่าคงท่ี (β0 = 0) จะไดว้่าอนุกรมเวลา Xt มีค่าเฉลี่ยเป็นศูนย ์
 
13 ดูวิธีพิสูจน์ในภาคผนวก 3ค   
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จากสมการท่ี (3.20) จะเห็นว่า ค่า TAC ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีเป็นไปตามแบบจ าลอง 
MA(1) จะมีค่าไม่เป็นศูนย ์ณ 1 ช่วงเวลาท่ีแลว้ และจะมีค่าเป็นศูนยต์ั้งแต่ 2 ช่วงเวลาท่ีแลว้ขึ้นไป  
หรือกล่าววา่ TAC ส้ินสุดหลงัจาก 1 ช่วงเวลาท่ีแลว้ (Cuts off after lag 1) 
 เ ราทราบจากบทท่ี  2 แล้วว่ า  TPAC (Theoretical Partial Autocorrelation) ณ  k 
ช่วงเวลาท่ีแลว้ (ϕkk) ก็คือความสัมพนัธ์เชิงเส้นตรงระหวา่ง  Xt กบั Xt‒k โดยไม่มีอิทธิพลของ Xt‒1, 

Xt‒2, …,  และ Xt‒(k‒1) เขา้มาเก่ียวขอ้ง นั่นคือการหาค่า ϕkk สามารถหาได้การวิเคราะห์สมการ
ถดถอยเชิงพหุ14  

Xt+k = ϕk0+ϕk1Xt+k‒1 + ϕk2 Xt+k‒2 +… +ϕkkXt + ut+k        (3.21) 

สมการท่ี (3.21) อาจเขียนในรูปดงัต่อไปน้ีก็ได ้

  Xt = ϕk0+ ϕk1Xt ‒1 + ϕk2 Xt ‒2 +… +ϕkkXt‒k + ut        (3.22) 

ดงันั้น เพื่อให้สามารถหาค่า TPAC ได ้เราจะตอ้งแปลงอนุกรมเวลา Xt ท่ีมีรูปแบบเป็น MA(1) 
ใหอ้ยูใ่นรูป Autoregressive เสียก่อน ซ่ึงมีวิธีท าดงัน้ี  
 จากแบบจ าลอง MA(1) ดงัสมการท่ี (3.17) สามารถเขียนใหอ้ยูใ่นรูปต่อไปน้ีได ้

       Xt     = β0 + εt ‒ β1Lεt  โดยท่ี L คือตวัด าเนินการความล่าชา้ 

       Xt     = β0 + (1 ‒ β1L)εt    

𝑋𝑡
1 − 𝛽1𝐿

=
𝛽0

1 − 𝛽1𝐿
+ 𝜀𝑡                                                                                    (3.23) 

เน่ืองจากตวัด าเนินการความล่าช้าจะมีผลต่อตวัแปรสุ่ม เช่น Xt หรือ εt เท่านั้น ท าให้ตวั

ด าเนินการความล่าชา้ท่ีอยู่ในพจน์แรกทางขวามือ ( 𝛽0

1−𝛽1𝐿
 ) ไม่มีผลใด ๆ ดงันั้น เราจึงเขียนไดว้่า  

𝛽0

1−𝛽1𝐿
=

𝛽0

1−𝛽1
   แต่เม่ือพิจารณาพจน์ทางซา้ยมือ 𝑋𝑡

1−𝛽1𝐿
  มีทั้งตวัแปรสุ่ม Xt  และตวัด าเนินการ

ความล่าชา้  นัน่คือตวัด าเนินการความล่าชา้จะตอ้งส่งผลกระทบต่อตวัแปรสุ่ม Xt ในรูปแบบหน่ึง    

 

 
14

 ส าหรับผูส้นใจ อ่านรายละเอียดเพ่ิมเติมได้ใน ภูมิฐาน รังคกูลนุวฒัน์, เศรษฐมิติเบื้องต้น, พิมพ์คร้ังท่ี 2. (กรุงเทพฯ : 
ส านกัพิมพแ์ห่งจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลยั, 2554), หนา้ 61‒65. 
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ถา้ก าหนดให้  |β1| < 1 แลว้ตวัด าเนินการความล่าชา้จะตอ้งส่งผลกระทบต่อตวัแปรสุ่ม Xt 

ในรูปแบบของอนุกรมอนันต์เรขาคณิต ซ่ึงเขียนไดเ้ป็น   
𝑋𝑡

1−𝛽1𝐿
= 𝑋𝑡 + 𝛽1𝑋𝑡−1 + 𝛽1

2𝑋𝑡−2 +

⋯  ดงันั้น สมการท่ี (3.23) จะเขียนใหม่ไดด้งัน้ี  

𝑋𝑡 + 𝛽1𝑋𝑡−1 + 𝛽1
2𝑋𝑡−2 +⋯ =

𝛽0
1 − 𝛽1

+ 𝜀𝑡 

หรือเขียนไดว้า่                               

  Xt       = c0 + c1Xt‒1 + c2Xt‒2 + … + εt          (3.24) 

โดยท่ี   c0 = 
𝛽0

1−𝛽1
,    c1 = ‒β1 ,  c2 = −𝛽1

2, … 

สมการท่ี (3.24) ก็คืออนุกรมเวลา Xt ท่ีอยู่ในรูปแบบ AR(∞) นัน่เอง  กล่าวโดยสรุปก็คือ อนุกรม
เวลา  Xt ท่ี อยู่ ใน รูปแบบ  MA(1) จะสามารถแปลงสลับให้อยู่ ใน รูปแบบ  AR(∞) ได้  
(Invertibility) ก็ต่อเม่ือ |β1| < 1  

 นอกจากน้ีสมการท่ี (3.24) เป็นการยนืยนัวา่ เราสามารถใชว้ิธีการหาค่า TPAC เดียวกบัท่ี
ไดอ้ธิบายไวใ้นภาคผนวก 2ก แลว้นั่นเอง15 และค่า TPAC ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีอยู่ในรูปแบบ 
MA(1) แสดงไดด้งัสมการท่ี (3.25) ดงัน้ี16

 

∅𝑘𝑘 = 
−𝛽1

𝑘

1 + 𝛽1
2 + 𝛽1

4 +⋯+ 𝛽1
2𝑘    ส าหรับ 𝑘 ≥ 1                             (3.25) 

จากสมการ (3.25) เน่ืองจาก |β1| < 1 ดงันั้น เราจึงกล่าวไดว้า่ ค่า TPAC ของอนุกรมเวลา 
Xt ท่ีเป็นไปตามแบบจ าลอง MA(1) จะลดลงเร่ือย ๆ แบบเอกซ์โพเนนเชียลหรือลดลงในลกัษณะ
ลูกคลื่นแบบเอกซ์โพเนนเชียลก็ได ้

 

 

 

 
15 ดงันั้น หากเราพบว่า |β1| > 1 ท าใหไ้ม่สามารถแปลงอนุกรมเวลาท่ีอยูใ่นรูป MA(1) ให้เป็น AR(∞) ได ้ กรณีน้ีจะไม ่
สามารถค านวณค่า TPAC ได ้ 
 
16 ดูวิธีพิสูจน์ในภาคผนวก 3ค   
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(2) แบบจ าลอง Moving Average ล าดับที่ 2  

แบบจ าลอง Moving Average ล าดบัท่ี 2 หรือ MA(2) เขียนไดด้งัน้ี 

   Xt = β0 + εt ‒ β1εt‒1‒ β2εt‒2          (3.26) 

จากแบบจ าลอง MA(2) ของอนุกรม Xt   ถา้น าอนุกรมน้ีหาค่าเฉล่ีย ค่าความแปรปรวน จะแสดงได้
ดงัสมการท่ี (3.27) และ (3.28) ตามล าดบัดงัน้ี17

 

  μ  =  β0              (3.27) 

𝛾0 = (1 + 𝛽1
2 + 𝛽2

2)𝜎2               (3.28) 

จากสมการขา้งตน้จะเห็นวา่ ค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของอนุกรม Xt ท่ีเป็นรูปแบบ MA(2) จะ
มีค่าคงท่ีเสมอทุก ๆ ช่วงเวลา t นอกจากน้ีเรายงัสามารถแสดงใหไ้ดว้า่ ความแปรปรวนร่วมระหว่าง
ขอ้มูลอนุกรมเวลา (Xt) ท่ีต่างช่วงเวลากนั จะขึ้นอยู่กบัระยะห่างของช่วงเวลา (ดูสมการ     3ง‒4 

ในภาคผนวก 3ง)  ดงันั้น เราจึงกล่าวไดว้่าอนุกรมเวลา Xt ท่ีอยู่ในรูปแบบ MA(2) จะมีความน่ิง
เสมอเช่นกนั  
 ส่วนค่า TAC ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีอยู่ในรูปแบบ MA(2) แสดงไดด้งัสมการท่ี (3.29) 
ดงัน้ี18  

𝜌𝑘 =  

{
 
 
 

 
 
 
−𝛽1(1 − 𝛽2)

1 + 𝛽1
2 + 𝛽2

2

−𝛽2

1 + 𝛽1
2 + 𝛽2

2

0

     

, 𝑘 = 1

, 𝑘 = 2

, 𝑘 > 2

                                                         (3.29) 

จากสมการท่ี (3.29) จะเห็นว่า ค่า TAC ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีเป็นไปตามแบบจ าลอง 
MA(2) จะมีค่าไม่เป็นศูนย ์ณ 1 และ 2 ช่วงเวลาท่ีแลว้ และจะมีค่าเป็นศูนยต์ั้งแต่ 3 ช่วงเวลาท่ีแลว้
ขึ้นไป  หรือกล่าววา่ TAC ส้ินสุดหลงัจาก 2 ช่วงเวลาท่ีแลว้ (Cuts off after lag 2) 

 
 

 
17 ดูวิธีพิสูจน์ในภาคผนวก 3ง 

 
18 ดูวิธีพิสูจน์ในภาคผนวก 3ง   
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ส าหรับการหาค่า TPAC ของอนุกรมเวลาท่ีอยูใ่นรูป MA(2) เราจะตอ้งแปลงใหอ้ยูใ่นรูป 
Autoregressive เสียก่อน ซ่ึงมีวิธีท าคลา้ยกบักรณีท่ีแลว้ดงัน้ี  

จากแบบจ าลอง MA(2) ดงัสมการท่ี (3.26) สามารถเขียนใหอ้ยูใ่นรูปต่อไปน้ีได ้

   Xt = β0 + εt ‒ β1Lεt‒ β2L
2εt โดยท่ี L  คือตวัด าเนินการความล่าชา้ 

   Xt = β0 + (1 ‒ β1L‒ β2L
2)εt    

𝑋𝑡
1 − 𝛽1𝐿 − 𝛽2𝐿2

=
𝛽0

1 − 𝛽1𝐿 − 𝛽2𝐿2
+ 𝜀𝑡   

หรือเขียนไดอี้กแบบคือ 

𝑋𝑡
𝛽(𝐿)

=
𝛽0
𝛽(𝐿)

+ 𝜀𝑡                                                                              (3.30) 

โดยท่ี 𝛽(𝐿) = 1 − 𝛽1𝐿 − 𝛽2𝐿
2  และเม่ือพิจารณาพจน์แรกทางขวามือของสมการท่ี (3.30)  จะ

เขียนได้เป็น 
𝛽0

𝛽(𝐿)
=

𝛽0

1−𝛽1𝐿−𝛽2𝐿
2 =

𝛽0

1−𝛽1−𝛽2
   เน่ืองจากไม่มีตวัแปรสุ่มอยู่ในพจน์น้ี   

ส าหรับพจน์ทางซ้ายมือของสมการ (
𝑋𝑡

𝛽(𝐿)
) จะเห็นว่ามีตวัแปรสุ่ม Xt และตวัด าเนินการความ

ล่าชา้อยูใ่นพจน์น้ี นัน่คือตวัด าเนินการความล่าชา้จะตอ้งส่งผลกระทบต่อตวัแปรสุ่ม Xt ในรูปแบบ
หน่ึง    
เราสามารถแปลงอนุกรมเวลา  Xt ท่ีอยู่ในรูปแบบ MA(2)  ให้กลายเป็นรูปแบบ AR(∞) ได้ 
(Invertibility) ก็ต่อเม่ือ “ค่าสัมบูรณ์ค าตอบของสมการ β(L) = 0 มีค่ามากกว่า 1”19 ซ่ึงท าใหเ้รา
ไดเ้ง่ือนไขดงัน้ี 

   β2 + β 1 < 1 

   β 2 – β 1 < 1 

   ‒1 < β2 < 1 

 

 
19

 Wei, W. W. S., Time Series Analysis: Univariate and Multivariate Methods (California: Addison-

Wesley, 1990), pp. 49, 55. 

(3.31) 
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เม่ืออนุกรมเวลา Xt  ท่ีอยู่ในรูปตามแบบจ าลอง MA(2) สามารถแปลงให้อยู่                    ใน
รูป Autoregressive ได้แล้ว ท าให้เราแน่ใจว่า สามารถหาค่า  TPAC ด้วยวิธีการท่ีอธิบายใน
ภาคผนวก 2ก  ซ่ึงสรุปไดด้งัน้ี 

∅11 =  𝜌1  

∅22 =
|
1 𝜌1
𝜌1 𝜌2

|

|
1 𝜌1
𝜌1 1

|
=
𝜌2 − 𝜌1

2

1 − 𝜌1
2  

∅33 =

|
1 𝜌1 𝜌1
𝜌1 1 𝜌2
𝜌2 𝜌1 𝜌3

|

|

1 𝜌1 𝜌2
𝜌1 1 𝜌1
𝜌2 𝜌1 1

|

=

|
1 𝜌1 𝜌1
𝜌1 1 𝜌2
𝜌2 𝜌1 0

|

|

1 𝜌1 𝜌2
𝜌1 1 𝜌1
𝜌2 𝜌1 1

|

=
𝜌1
3 − 𝜌1𝜌2(2 − 𝜌2)

1 − 𝜌2
2 − 2𝜌1

2(1 − 𝜌2)
 

ส่วน ϕ44, ϕ55, …  สามารถหาได้ด้วยแนวคิดเดียวกันน้ี  โดยค่า TPAC ของอนุกรมเวลา Xt ท่ี
เป็นไปตามแบบจ าลอง MA(2) อาจจะลดลงแบบเอกซ์โพเนนเชียลหรืออาจลดลงในลกัษณะลูก
คล่ืนแบบเอกซ์โพเนนเชียลก็ไดข้ึ้นอยูก่บัรากของสมการ β(L) = 0

20
 

(3) แบบจ าลอง Moving Average ล าดับที่ q  
แบบจ าลอง Moving Average ล าดบัท่ี q หรือเขียนเป็นสัญลกัษณ์วา่ MA(q) เขียนได้

ดงัน้ี 

  Xt = β0 + εt ‒ β1εt‒1 ‒ β2εt‒2 ‒ … ‒ βqεt‒q        (3.32) 

สมการท่ี (3.32) สามารถเขียนไดอี้กอยา่งคือ 

    β(L)Xt  = β0 + εt            (3.33) 

 

 
20

 Wei, W. W. S., Time Series Analysis: Univariate and Multivariate Methods (California: Addison-

Wesley, 1990), p. 51. 
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โดยท่ี  β(L) = 1 ‒ β1L ‒ β2L
2 ‒ … ‒ βqL

q  ค่าเฉล่ียของอนุกรมเวลา Xt ท่ีอยูใ่นรูปแบบ MA(q) 

แสดงไดด้งัน้ี 

𝜇 =
𝛽0

1 − (𝛽1 + 𝛽2 +⋯+ 𝛽𝑞)
                                                                         (3.34) 

 ส่วนความแปรปรวน  ค่า TAC และค่า TPAC ของอนุกรมเวลา  Xt ท่ีอยู่ในรูปแบบ 
MA(q) สามารถหาไดโ้ดยใช้แนวคิดเดียวกบักรณีท่ีผ่านมา รวมทั้งเง่ือนไขท่ีท าให้อนุกรม Xt ใน
รูปแบบ MA(q) สามารถแปลงให้อยู่ในรูป AR(∞)ได ้ก็ยงัคงเหมือนเดิม คือ “ค่าสัมบูรณ์ค าตอบ
ของสมการ 1 ‒ β1L ‒ β2L

2 ‒ … ‒ βqL
q = 0  ตอ้งมากกวา่ 1”   เพียงแต่จะมีความซบัซอ้นมากกวา่

เท่านั้นเอง21  อยา่งไรก็ดีลกัษณะค่า TAC และ TPAC สรุปไดด้งัน้ี   
ค่า TAC ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีเป็นไปตามแบบจ าลอง MA(q) ณ ช่วงเวลา 1 จนถึง q ท่ี

ผ่านมา จะมีค่าไม่เป็นศูนย ์และจะมีค่าเป็นศูนยต์ั้งแต่ q+1 ช่วงเวลาท่ีผ่านมาเป็นตน้ไป หรือกล่าว
วา่ TAC ส้ินสุดหลงัจาก q ช่วงเวลาท่ีแลว้ (Cuts off after lag q) ส่วนค่า TPAC ของของอนุกรม
เวลา Xt ท่ีเป็นไปตามแบบจ าลอง MA(q) อาจเป็นแบบลดลงเร่ือย ๆ แบบเอกซ์โพเนนเชียลหรือจะ
ลดลงในลกัษณะลูกคลื่นแบบเอกซ์โพเนนเชียลก็ได ้ 
 

3.2.3 แบบจ าลอง Autoregressive Moving Average (ARMA)  

ในการประยกุตใ์ชแ้บบจ าลอง AR หรือ MA กบัอนุกรมเวลา อาจอยูใ่นรูปของล าดบัท่ีสูง 
ท าให้ตอ้งมีการประมาณค่าพารามิเตอร์จ านวนมาก เพื่อแกไ้ขปัญหาดงักล่าว Box, Jenkins, และ 

Reinsel
22

 ได้เสนอแบบจ าลองท่ี เ รียกว่า  แบบจ าลอง  Autoregressive Moving Average 

(ARMA) ซ่ึงเป็นแบบจ าลองท่ีแสดงถึง อนุกรมเวลา Xt ขึ้นอยู่กบัค่าของมนัเองในอดีตท่ีผ่านมา
และขึ้นอยู่กับตัวรบกวนขาวตั้ งแต่อดีตถึงปัจจุบัน ซ่ึงก็คือแบบจ าลองท่ีผสมผสานระหว่าง
แบบจ าลอง Autoregressive และแบบจ าลอง Moving Average นัน่เอง  

 

 
21

 ดูรายละเอียดเพ่ิมเติมไดใ้นภาคผนวก 3จ 
 
22

 Box, G. E. P., Jenkins, G. M., and Reinsel, G. C., Time Series Analysis: Forecasting and Control, 3rd 

edition. (Englewood Cliffs, New Jersey: Prentice Hall, 1994) 
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เราจะเ ร่ิมศึกษารูปแบบท่ีง่ายท่ีสุด ซ่ึงก็คือแบบจ าลอง  Autoregressive Moving 

Average ล าดบัท่ี (1,1) หรือเขียนเป็นสัญลกัษณ์ว่า ARMA(1,1) จากนั้นจึงศึกษาถึงแบบในรูป
ทัว่ไปคือ  ARMA(p,q)  

(1) แบบจ าลอง Autoregressive Movieng Average ล าดับที่ (1,1) 

แบบจ าลอง ARMA(1,1) เขียนไดด้งัน้ี 

   Xt = α0 + α1Xt‒1 + εt ‒ β1εt‒1          (3.35) 

โดยท่ี Xt  คืออนุกรมเวลา  
        α0, α1 และ β1 คือค่าพารามิเตอร์    
εt คือตวัรบกวนขาว ท่ีมีค่าเฉล่ียเป็นศูนย ์และความแปรปรวนคือ σ2 และเราจะพิจารณาว่า  εt ก็คือ
เหตุการณ์ไม่คาดฝัน ซ่ึงเป็นอิสระกบัช่วงเวลาอ่ืน ๆ โดยเราจะไม่สามารถเก็บขอ้มูลน้ีได ้

เช่นเดียวกับการวิเคราะห์แบบจ าลองของ  Box-Jenkins ท่ีผ่านมา เราสามารถใช้ตัว
ด าเนินการความล่าชา้ (L) ช่วยในการเขียนแบบจ าลอง ARMA(1,1) ไดด้งัน้ี 

Xt = α0 + α1 LXt‒1 + εt ‒ β1 Lεt 

             (1‒ α1L)Xt   =  α0 + (1‒β1L)εt      

               α(L)Xt  =  α0 + β(L)εt      

โดย α(L) = 1‒ α1L  และ β(L) = 1‒ β1L   เน่ืองจากแบบจ าลอง ARMA(1,1) เกิดจากการผสม
กนัระหว่างแบบจ าลอง AR(1) และ MA(1)  ดงันั้น การพิจารณาเง่ือนไขท่ีท าให้อนุกรม Xt ใน
รูปแบบ ARMA(1,1) มีความน่ิง ก็ใชแ้นวคิดเดียวกนักบักรณี AR(1) คือ “ค่าสัมบูรณ์ค าตอบของ
สมการ 1‒α1L = 0 ต้องมากกว่า 1”23

   ส่วนเง่ือนไขท่ีท าให้อนุกรม Xt ในรูปแบบ ARMA(1,1) 

สามารถแปลงให้อยู่ในรูป AR(∞)ได้ ก็ใช้แนวคิดเดียวกับกรณี MA(1) ซ่ึงก็คือ  “ค่าสัมบูรณ์
ค าตอบของสมการ 1‒β1L = 0 ต้องมากกว่า 1” 24 

 

 
23ซ่ึงจะท าใหไ้ดเ้ง่ือนไขคือ |α1| < 1 

 
24ซ่ึงจะท าใหไ้ดเ้ง่ือนไขคือ |β1| < 1 
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จากแบบจ าลอง ARMA(1,1) ของอนุกรม Xt   ถ้าน าอนุกรมน้ีมาหาค่าเฉล่ีย ค่าความ
แปรปรวน และค่า TAC แสดงไดด้งัสมการท่ี (3.36) ถึง (3.38) ตามล าดบัดงัน้ี25

 

𝜇 =
𝛼0

1 − 𝛼1
                                                                                             (3.36) 

𝛾0 =
(1 + 𝛽1

2 − 2𝛼1𝛽1)

(1 − 𝛼1
2)

𝜎2                                                                  (3.37) 

𝜌1 =

{
 
 

 
 
(𝛼1 − 𝛽1)(1 − 𝛼1𝛽1)

1 + 𝛽1
2 − 2𝛼1𝛽1

𝛼1𝜌𝑘−1

    

, 𝑘 = 1

, 𝑘 ≥ 2

                                              (3.38) 

 จากสมการท่ี (3.38) จะเห็นวา่ ค่า TAC ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีอยูใ่นรูปแบบ ARMA(1,1) 

ตั้งแต่  2  ช่วงเวลาท่ีแลว้ขึ้นไป จะมีลกัษณะเดียวกบัค่า TAC ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีอยู่ในรูปแบบ 

AR (1) คือลดลงแบบเอกซ์โพเนนเชียลหรือ ลดลงในลกัษณะลูกคลื่นแบบเอกซ์‒โพเนนเชียลก็ได ้ 
ส าหรับค่า TPAC ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีอยู่ในรูปแบบ ARMA(1,1) ตั้งแต่  2  ช่วงเวลาท่ีแลว้ขึ้น
ไป จะมีลกัษณะเดียวกับค่า TPAC ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีอยู่ในรูปแบบ MA(1) คือลดลงแบบ
เอกซ์โพเนนเชียล หรือลดลงในลกัษณะลูกคลื่นแบบเอกซ์โพเนนเชียลก็ได ้ 

(2) แบบจ าลอง Autoregressive Movieng Average ล าดับที่ (p, q) 

แบบจ าลอง ARMA(p,q) เขียนไดด้งัน้ี 

Xt = α0 + α1Xt‒1 + α 2Xt‒2 + ... + α pXt‒p + εt ‒ β1εt‒1 ‒ β2εt‒2 ‒ … ‒ βqεt‒q      (3.39) 

เราสามารถเขียนแบบจ าลอง ARMA(p, q) อีกรูปแบบหน่ึงไดด้งัน้ี 

 α(L) Xt = α0 +β(L) εt           (3.40) 

โดยท่ี  α(L) = 1 ‒ α1L ‒ α2L
2 ‒ … ‒ αpL

p และ 

           β(L) = 1 ‒ β1L ‒ β2L
2 ‒ … ‒ βqL

q  

 

 
25ดูวิธีพิสูจน์ในภาคผนวก 3ฉ 
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จะเห็นวา่แบบจ าลอง ARMA(p, q) เกิดจากการผสมกนัระหว่างแบบจ าลอง AR(p) และ 

MA(q)  ดงันั้น การพิจารณาเง่ือนไขท่ีท าให้อนุกรม Xt ในรูปแบบ ARMA(p, q) มีความน่ิง ก็ใช้
แนวคิดเดียวกันกับกรณี AR(p) คือ “ค่าสัมบูรณ์ค าตอบของสมการ α(L) = 0 ต้องมากกว่า 1” 
ส่วนเง่ือนไขท่ีท าให้อนุกรม Xt ในรูปแบบ ARMA(p, q) สามารถแปลงใหอ้ยูใ่นรูป AR(∞)ได ้ก็
ใชแ้นวคิดเดียวกบักรณี MA(q) ซ่ึงก็คือ “ค่าสัมบูรณ์ค าตอบของสมการ β(L) = 0 ต้องมากกว่า 1”   
ส่วนลกัษณะค่า TAC และ TPAC สรุปไดด้งัน้ี   

ค่า TAC ของอนุกรมเวลา  Xt ท่ีอยู่ในรูปแบบ ARMA(p, q) จะมีลักษณะเดียวกับค่า 
TAC ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีอยู่ในรูปแบบ AR (p) คือลดลงแบบเอกซ์โพเนนเชียลหรือลดลงใน
ลกัษณะลูกคล่ืนแบบเอกซ์โพเนนเชียลก็ได ้ โดยเร่ิมหลงัจาก  q  ช่วงเวลาท่ีแลว้ขึ้นไป ส าหรับค่า 
TPAC ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีอยู่ในรูปแบบ ARMA(p, q) จะมีลกัษณะเดียวกับค่า TPAC ของ
อนุกรมเวลา Xt ท่ีอยู่ในรูปแบบ MA(q) คือลดลงแบบเอกซ์โพเนนเชียลหรือลดลงในลกัษณะลูก
คล่ืนแบบเอกซ์โพเนนเชียลก็ได ้ โดยเร่ิมหลงัจาก  p  ช่วงเวลาท่ีแลว้ขึ้นไป 

จะเห็นว่า ค่า TAC และค่า TPAC ของแบบจ าลอง ARMA(p, q) มีลกัษณะเหมือนกนั
คือจะลดลงอย่างรวดเร็ว ท าให้การระบุช่วงเวลาล่าช้า p และ q เป็นไปได้ยาก ท าให้ Tsay and 

Tiao (1984) เสนอวิธีการค านวณ ESACF (Extended Sample Autocorrelation Function)
 

เพื่อใช้เป็นหลักเกณฑ์ในการพิจารณาช่วงเวลาล่าช้า  p และ q ในแบบจ าลอง ARMA โดยค่า 
EACF มีลกัษณะแสดงไดด้ว้ยตาราง 2 ทางดงัน้ี 

ตารางท่ี 3.1 แสดงลกัษณะของค่า ESACF 

   MA    

AR 0 1 2 3 4 … 

0 𝜌̂1
(0)

 𝜌̂2
(0)

 𝜌̂3
(0)

 𝜌̂4
(0)

 𝜌̂5
(0)

 … 

1 𝜌̂1
(1)

 𝜌̂2
(1)

 𝜌̂3
(1)

 𝜌̂4
(1)

 𝜌̂5
(1)

 … 

2 𝜌̂1
(2)

 𝜌̂2
(2)

 𝜌̂3
(2)

 𝜌̂4
(2)

 𝜌̂5
(2)

 … 

3 𝜌̂1
(3)

 𝜌̂2
(3)

 𝜌̂3
(3)

 𝜌̂4
(3)

 𝜌̂5
(3)

 … 

: : : : : : … 
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โดยท่ี   𝜌̂𝑗
(𝑚)

   คือค่า  ESACF
26 ของอนุกรมเวลา Xt, m = 1, 2, …   และหากอนุกรมเวลา Xt อยู่

ในรูปแบบ ARMA(p,q) แลว้ Tsay and Tiao (1984) ไดพ้ิสูจนว์า่ 

plim
𝑇→∞

𝜌̂𝑗
(𝑚) = {

0                           (เขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์ )

ค่าคงท่ีไม่เป็นศูนย ์(เขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์ )
      

เม่ือ  0 ≤ 𝑚 − 𝑝 ≤ 𝑗 − 𝑞

เม่ือเป็นกรณีอ่ืน ๆ
 

โดย  plim
𝑇→∞

𝜌̂
𝑗

(𝑚)
  หมายถึง ความน่าจะเป็นของค่า 𝜌̂

𝑗

(𝑚)เม่ือตวัอยา่งมีขนาดใหญ่  และความแปร 

ปรวนของ  𝜌̂𝑗
(𝑚)

  จะถูกประมาณด้วย  1

𝑇−𝑚−𝑗
  ดังนั้ น หากอนุกรมเวลา Xt อยู่ในรูปแบบ 

ARMA(1,2) ค่า ESACF แสดงไดใ้นตารางท่ี 3.2 ดงัน้ี 

ตารางท่ี 3.2 แสดงลกัษณะของค่า ESACF ของอนุกรมเวลาท่ีมีรูปแบบ ARMA(1,2) 

   MA    

AR 0 1 2 3 4 … 

0       

1 *     … 

2 * *     

3 * * * *   

:   :    

หมายเหตุ   เคร่ืองหมาย  แสดงถึงค่า ESACF ท่ีเป็นศูนย ์หรือไม่มีนยัส าคญัทางสถิติ 

เคร่ืองหมาย  แสดงถึงค่า ESACF ท่ีไม่เป็นศูนย ์หรือมีนยัส าคญัทางสถิติ 

เคร่ืองหมาย * แสดงถึงค่า ESACF ท่ีอาจจะเป็นศูนยห์รือไม่ใช่ศูนยก์็ได ้  

จากตารางขา้งตน้ เราจะสังเกตว่ามีค่า ESACF ท่ีเป็นศูนยใ์นลกัษณะสามเหล่ียมท่ีมีจุด
ยอดอยู่ท่ีต าแหน่ง (1,2)  ซ่ึงตรงกบัรูปแบบของอนุกรมเวลา Xt  ดงันั้น หากเราพบว่าอนุกรมเวลา
ใด ๆ ท่ีมีลกัษณะค่า ESACF ท่ีเป็นศูนยใ์นลกัษณะสามเหล่ียมท่ีมีจุดยอดอยู่ท่ีต าแหน่ง (p,q)  นัน่
หมายถึงเราควรใชรู้ปแบบ ARMA(p,q) กบัอนุกรมเวลานั้น 

 

 
26ส าหรับผูส้นใจ ดรูายละเอียดไดใ้นภาคผนวก 3ช 
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3.3 การระบุแบบจ าลองของ Box-Jenkins  

จากหัวข้อท่ีแล้ว เราได้กล่าวถึงแบบจ าลองของ Box-Jenkins ซ่ึงได้แก่ แบบจ าลอง 
Autoregressive แบบจ าลอง  Moving Average และแบบจ าลอง  Autoregressive Moving 

Average จะเห็นว่าในแต่ละแบบจ าลองจะมีลกัษณะของค่า TAC และค่า TPAC ไม่เหมือนกัน 
จากจุดน้ีเอง ท าให้เราสามารถน าค่าดังกล่าวมาใช้ในการระบุแบบจ าลองและค่าความล่าช้าของ
แบบจ าลองนั้น ดว้ยค่า TAC และ TPAC ซ่ึงสรุปไดด้งัตารางท่ี 3.3  แต่หากค่า TAC และ TPAC 

ไม่เป็นไปเง่ือนไขท่ีสรุปในตารางดงักล่าว เราอาจพิจารณาการใชค้่า ESACF ในการเลือกรูปแบบ 

ARMA(p,q)   

ตารางท่ี 3.3 แสดงลกัษณะของค่า TAC และ TPAC ของแบบจ าลอง Box-Jenkins 

แบบจ าลองของ Box-

Jenkins 

ลกัษณะของค่า TAC ลกัษณะของค่า TPAC 

แบบจ าลอง AR(1): 

 Xt = α0+α1Xt‒1 + εt 

 

ลดลงอยา่งรวดเร็ว ส้ินสุดหลงั 1 ช่วงเวลาท่ีแลว้ 

แบบจ าลอง AR(2): 

Xt = α0+α1Xt‒1 + α2Xt‒2+ εt 

 

ลดลงอยา่งรวดเร็ว ส้ินสุดหลงั 2 ช่วงเวลาท่ีแลว้ 

แบบจ าลอง AR(p):  

Xt = α0+α1Xt‒1 +… + α2Xt‒

2+ εt 

 

ลดลงอยา่งรวดเร็ว ส้ินสุดหลงั p ช่วงเวลาท่ีแลว้ 

แบบจ าลอง MA(1): 

 Xt = β0 + β1εt‒1+εt 

 

ส้ินสุดหลงัจาก 1 ช่วงเวลาท่ี
แลว้ 

ลดลงอยา่งรวดเร็ว 

แบบจ าลอง MA(2): 

Xt = β0 + β1εt‒1+ β2εt‒2+εt 

 

ส้ินสุดหลงัจาก 2 ช่วงเวลาท่ี
แลว้ 

ลดลงอยา่งรวดเร็ว 
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แบบจ าลองของ Box-

Jenkins 

ลกัษณะของค่า TAC ลกัษณะของค่า TPAC 

แบบจ าลอง MA(q):  

Xt = β0 + β1εt‒1+…+ βqεt‒q 

+εt 

 

ส้ินสุดหลงัจาก q ช่วงเวลาท่ี
แลว้ 

ลดลงอยา่งรวดเร็ว 

แบบจ าลอง ARMA(p,q):  

Xt = α0+α1Xt‒1 +… + α2Xt‒

2  

     + β1εt‒1+…+ βqεt‒q + εt 

• ทั้ง TAC ลดลงเร่ือย ๆ อยา่งรวดเร็วหลงั q ช่วงเวลาท่ีแลว้ 
และ TPAC ลดลงเร่ือย ๆ อย่างรวดเร็วหลงั p  ช่วงเวลาท่ี
แลว้   

• เ น่ืองจากลักษณะ TAC และ  TPAC ของแบบจ าลอง
ARMA(p, q) มักจะไม่ช่วยในการระบุช่วงเวลาล่าช้า 
(p,q) ดังนั้น เราจึงอาจใช้ตารางสองทางท่ีแสดงความมี
นัยส าคญัและไม่มีนัยส าคญัของค่า ESACF โดยเราต้อง
สังเกต    ความไม่มีนยัส าคญัของค่า ESACF ว่ามีลกัษณะ
เป็นรูปสามเหล่ียมเร่ิมตน้ท่ีจุดยอด ณ ต าแหน่งใด และใช้
ต าแหน่งจุดยอดนั้นเป็นช่วงเวลาล่าชา้ (p,q) นัน่เอง 

 

  



 

 

บทที่ 4 

วธีิการของ Box-Jenkins : การประมาณค่าพารามิเตอร์ 
และการตรวจสอบแบบจ าลอง 
 

 

 

ในบทท่ีแลว้ เราทราบแลว้ว่าควรจะเลือกแบบจ าลอง Box-Jenkins ชนิดใด และทราบถึง
วิธีการคาดเดาวา่ควรใชค้่าช่วงเวลาล่าชา้ (lag) เท่าใดกบัแบบจ าลองชนิดนั้น ในบทน้ีจะมากล่าวถึง
ขั้นตอนท่ี 2 และขั้นตอนท่ี 3 ซ่ึงก็คือวิธีการประมาณค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง Box-Jenkins 
ท่ีเลือกมา และการตรวจสอบแบบจ าลอง ตามล าดับ จากนั้นเราจะมาดูตวัอย่างการประยุกต์ใช้
แบบจ าลอง Box-Jenkins รายละเอียดแต่ละหวัขอ้อธิบายไดด้งัต่อไปน้ี 

4.1 การประมาณค่าพารามิเตอร์ (Parameter Estimation) 

4.1.1 การประมาณค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง Autoregressive 

พิจารณาแบบจ าลอง AR(p) 

 Xt = α0 + α1Xt‒1 + α2Xt‒2 + ... + α pXt‒p + εt     

ค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง AR(p) ได้แก่ α0, α1, …, αp  ส่วนตวัแปรตามคือ Xt และตวัแปร
อิสระคือ  Xt‒1, Xt‒2, …, Xt‒3  ถา้ตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือน εt  มีคุณสมบติัเป็นตวัรบกวนขาว แลว้จะ
ท าให้แบบจ าลอง AR(p) มีคุณสมบติัดงัน้ี สมการถดถอยเป็นรูปแบบเชิงเส้นในค่าพารามิเตอร์ตวั
แปรสุ่มคลาดเคล่ือนจะตอ้งไม่มีความสัมพนัธ์กนัเอง ค่าเฉล่ียของตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนเป็นศูนย ์ 
ความแปรปรวนของตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนมีค่าคงท่ีในแต่ละตวัอย่าง  ตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือน
จะตอ้งไม่สัมพนัธ์กนัเอง และตอ้งไม่สัมพนัธ์กบัตวัแปรอิสระทุกตวัในแบบจ าลอง  ซ่ึงสอดคลอ้ง
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กบัขอ้สมมุติของ Classical Linear Regression Model (CLRM)
1
  ภายใตข้อ้สมมุติท่ีกล่าวถึง

น้ี ท าใหต้วัประมาณค่าพารามิเตอร์ดว้ยวิธีก าลงัสองนอ้ยท่ีสุด มีคุณสมบติัไม่เอนเอียง (Unbiased) 
และหากเราใชต้วัอยา่งท่ีมีขนาดใหญ่ในการประมาณค่าดว้ยแลว้ ค่าความน่าจะเป็นของตวัประมาณ
ค่าดว้ยวิธีก าลงัสองน้อยท่ีสุดก็คือค่าพารามิเตอร์จริง ๆ ของมนั (Consistency)  กล่าวโดยสรุปก็
คือ เราจะใชว้ิธีก าลงัสองนอ้ยท่ีสุดในการประมาณค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง AR(p) นัน่เอง 

4.1.2 การประมาณค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง Moving Average 

เพื่อให้เขา้ใจง่าย เราจะเร่ิมจากการพิจารณาแบบจ าลอง MA(1) โดยก าหนดให้ β0 = 0 
ดงัน้ี 

  Xt = εt ‒ β1εt‒1              (4.1) 

ค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง MA(1) คือ β1  ส่วนตวัแปรตามคือ Xt และตวัแปรอิสระมี 1 ตวั
ไดแ้ก่  εt‒1  (ซ่ึงไม่สามารถเก็บขอ้มูลได)้ ส่วน εt  เรายงัถือวา่เป็นตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนซ่ึงจะเป็น
ต้องมีในการวิเคราะห์แบบจ าลองสมการถดถอย โดย  εt  มีคุณสมบัติเป็นตัวรบกวนขาวซ่ึงมี
ค่าเฉล่ียเท่ากบัศูนยแ์ละความแปรปรวนคงท่ี ( 2)  

โดยทั่วไปแล้ว การประมาณค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง  Moving Average นั้ น 
สามารถท าได ้2 วิธีหลกั ๆ คือ วิธีการหาความน่าจะเป็นสูงสุด (Maximum Likelihood) และวิธี
ก าลงัสองนอ้ยท่ีสุด (Ordinary Least Square) การประมาณค่าพารามิเตอร์ทั้ง 2 วิธีน้ี จะท าไดก้็
ต่อเม่ือค่า  εt‒1 ไดมี้การค านวณขึ้นมาก่อน ซ่ึงท าไดด้ว้ยการก าหนดขอ้สมมุติ 2 แบบ ไดแ้ก่ 

(1) การก าหนดให้ค่าเร่ิมแรกของเหตุการณ์ไม่คาดฝันเป็นศูนย์ (ซ่ึงในกรณี MA(1) 
จะหมายถึงการก าหนดให ้ε0 = 0)  การประมาณค่าพารามิเตอร์ภายใตข้อ้สมมุติน้ีจะเรียกวา่ การใช้
วิธีความน่าจะเป็นสูงสุดแบบมีเง่ือนไข (Conditional Maximum Likelihood) และวิธีก าลงัสอง
นอ้ยท่ีสุดแบบวนซ ้าท่ีมีเง่ือนไข (Conditional Iterative Least Square)

2
 

 

 
1

 อ่านรายละเอียดเพ่ิมเติมไดใ้น ภูมิฐาน รังคกูลนุวฒัน์, เศรษฐมิติเบือ้งต้น, พิมพค์ร้ังท่ี 2. (กรุงเทพฯ : ส านกัพิมพแ์ห่ง
จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลยั, 2554), หนา้ 17‒18. 
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(2) การน าค่าพยากรณ์ยอ้นหลงั (Backcasts) ในค่าเร่ิมแรกของเหตุการณ์ไม่คาดฝัน 

(ในกรณี MA(1) จะหมายถึง 𝜀0̂) มาใชเ้พื่อประมาณค่าพารามิเตอร์ วิธีการดงักล่าวจะเรียกวา่ การ
ใชว้ิธีความน่าจะเป็นสูงสุดแบบไม่มีเง่ือนไข (Unconditional Maximum Likelihood) และวิธี
ก าลงัสองนอ้ยท่ีสุดแบบไม่มีเง่ือนไข (Unconditional Least Square)

3
 

ส าหรับการประมาณค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง MA(q) เม่ือ q > 1 ก็สามารถแนวคิด
เดียวกนัขา้งตน้ เพียงแต่จะซบัซ้อนมากขึ้น โดยการประมาณค่าพารามิเตอร์จะท าไดก้็ต่อเม่ือค่า  εt‒

1, εt‒2, …, εt‒q  (ในกรณีของ MA(q) จะหมายถึง ε0, ε1 , …, ε1‒q) ไดมี้การค านวณขึ้นมาก่อน ซ่ึง
ท าได ้2 วิธี คือ (1) การก าหนดให้ค่าเร่ิมแรกของเหตุการณ์ไม่คาดฝันเป็นศูนย์ (ในกรณี MA(q) 
จะหมายถึงการก าหนดให้ ε0 = ε‒1 = ε‒2 = …= ε1‒q  = 0)  หรือ (2) การใช้ค่าพยากรณ์ยอ้นหลงั 

(Backcasts) ในค่ า เ ร่ิ ม แ รกของ เหตุ ก า ร ณ์ ไม่ ค า ด ฝัน  (ในกร ณี  MA(q) จะหมาย ถึ ง 
𝜀0̂, 𝜀−̂1, 𝜀−̂2, … , 𝜀1̂−𝑞) 

4.1.3 การประมาณค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง Autoregressive Moving Average 

พิจารณาแบบจ าลอง ARMA(p, q) ดงัน้ี 

  Xt = α0 + α1Xt‒1 +…+ αpXt‒p+  εt ‒ β1εt‒1 ‒… ‒ βqεt‒q,           (4. 2) 

ค่าพารามิเตอร์คือ α0, α1, …, αp, β1, β2, …, βq  ตวัแปรตามคือ Xt และตวัแปรอิสระ ไดแ้ก่  Xt‒1, 

Xt‒2,…, Xt‒p, εt‒1, εt‒2, …, εt‒q  (อย่าลืมว่า เราไม่สามารถเก็บขอ้มูล εt‒1, εt‒2, …, εt‒q ได)้ ส่วน 

εt  เรายงัถือว่าเป็นตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนท่ีมีคุณสมบติัเป็นตวัรบกวนขาวซ่ึงมีค่าเฉล่ียเท่ากับศูนย์
และความแปรปรวนคงท่ี 

ท านองเดียวกบัแบบจ าลอง MA(q) เราจะสามารถประมาณค่าพารามิเตอร์ด้วยวิธีก าลงั
สองนอ้ยท่ีสุดหรือวิธีความน่าจะเป็นสูงสุดก็ได ้ เพียงแต่เราตอ้งมีการหาค่า  εt‒1, εt‒2, …, εt‒q     (t 

= q, q+1, …, T) ขึ้นมาก่อน ซ่ึงอาจจะใช้วิธีการก าหนดให้ค่าแรกเร่ิมของเหตุการณ์ไม่คาดฝัน
เป็นศูนย ์ ซ่ึงในกรณีของ ARMA(p,q) จะหมายถึงการก าหนดให ้ε0 = ε‒1 =… = ε1‒q = 0 นัน่เอง 
(ซ่ึงจะเรียกวา่วิธีก าลงัสองนอ้ยท่ีสุดแบบมีเง่ือนไขกบัวิธีความน่าจะเป็นสูงสุดแบบมีเง่ือนไข) หรือ

 

 
3 ส าหรับผูส้นใจ ดูภาคผนวก 4ข 
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อาจใชว้ิธีการพยากรณ์ยอ้นหลงัของค่า 𝜀0̂, 𝜀−̂1, … , 𝜀−̂𝑞  ก็ได ้(ซ่ึงจะเรียกว่าวิธีก าลงัสองนอ้ยท่ีสุด
แบบไม่มีเง่ือนไขกบัวิธีความน่าจะเป็นสูงสุดแบบไม่มีเง่ือนไข) 

4.2 การตรวจสอบแบบจ าลอง (Diagnostic Checking) 

หัวขอ้น้ีจะกล่าวถึงขั้นท่ี 3 ซ่ึงเป็นขั้นการตรวจสอบว่าแบบจ าลองท่ีระบุมาในขั้นท่ี 1 มี
ความเหมาะสมเพียงพอแลว้หรือไม่  ซ่ึงเกณฑใ์นการพิจารณาก็คือ εt ในแบบจ าลองท่ีเลือกตอ้งมี
คุณสมบติัเป็นตวัรบกวนขาวซ่ึงมีค่าเฉล่ียเป็นศูนย ์ความแปรปรวนคงท่ี และเป็นอิสระกบัช่วงเวลา
อ่ืน ๆ แต่เน่ืองจาก εt ไม่สามารถเก็บขอ้มูลได ้เราจึงตอ้งใชค้่าความผิดพลาดท่ีไดจ้ากการประมาณ
แบบจ าลองในขั้นท่ี 2 (หรือภาษาอังกฤษใช้ค  าว่า Residual: et ) เป็นตัวทดสอบแทน εt  โดย         

et = Xt ‒ 𝑋̂𝑡 

ดงันั้น การทดสอบว่าแบบจ าลองท่ีประมาณขึ้นในขั้นท่ี 2 มีความเหมาะสมเพียงพอแลว้
หรือไม่ มีวิธีการทดสอบสรุปไดด้งัตารางท่ี 4.1 ต่อไปน้ี 

ตารางท่ี 4.1 แสดงคุณสมบติัของ εt และวิธีการทดสอบคุณสมบติัของ εt 

คุณสมบัติของ εt  วิธีทดสอบคุณสมบัติของ εt 

1. ค่าเฉล่ียเป็นศูนยแ์ละความแปรปรวน
ของคงท่ี 

พิจารณาได้จากลักษณะกราฟของ et ท่ีมีแกน
นอนเป็นช่วงเวลา ว่าตอ้งมีลกัษณะกระจายอยู่
รอบ ๆ ศูนย ์และมีความแปรปรวนท่ีคงท่ี 

2. เป็นอิสระกบัช่วงเวลาอ่ืน ๆ ทดสอบสมมุติฐาน H0: ρ1 = ρ2 = … = ρm = 0 

ดว้ยการใชค้่าสถิติ Ljung-Box Q ซ่ึงมีสูตร
ดงัน้ี 

𝑄(𝑚) = 𝑇(𝑇 + 2)∑
𝑟𝑗
2

𝑇 − 𝑗

𝑚

𝑗=1

 

โดยค่า rj  คือค่า SAC ณ j ช่วงเวลาท่ีแล้วท่ี
ค านวณจากค่า et ท่ีไดใ้นขั้นท่ีสอง และเน่ืองจาก 
et ค านวณจากการประมาณค่าพารามิเตอร์ใน
แบบจ าลอง ARMA(p, q)  
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ตารางท่ี 4.1 (ต่อ) 
คุณสมบัติของ εt  วิธีทดสอบคุณสมบัติของ εt 

1. เป็นอิสระกบัช่วงเวลาอ่ืน ๆ ดงันั้น  องศาของความเป็นอิสระในกรณีน้ีคือ 

m‒p‒q 

  ถ้าผลการทดสอบสมมุติฐานข้างต้น
สรุปว่า เราไม่สามารถปฏิเสธสมมุติฐานหลกั
ขา้งตน้ได ้นั่นคือ εt จะเป็นอิสระกบัช่วงเวลา 
อ่ืน ๆ 

หลงัจากท่ีเราตรวจสอบคุณสมบติัของ εt ตามตารางท่ี 4.1 หากพบว่า εt ไม่มีคุณสมบติั
เป็นตัวรบกวนขาว เราจะต้องกลับไปเร่ิมท าขั้นท่ี 1 และ 2 ใหม่ แล้วท าการตรวจสอบความ
เหมาะสมใหม่อีกคร้ัง หากพบว่า  εt ไม่มีคุณสมบติัเป็นตวัรบกวนขาวอีก ก็ตอ้งกลบัไปท าขั้นท่ี 1 

และ 2 ใหม่ ท าเช่นน้ีไปเร่ือย ๆ จนกวา่ εt ในแบบจ าลองสุดทา้ยท่ีประมาณขึ้นมีคุณสมบติัเป็น    ตวั
รบกวนขาว 

ในทางปฏิบติั อาจเป็นไปได้ว่าเราอาจสามารถหาแบบจ าลองมากกว่ า 1 แบบท่ีค่า εt มี
คุณสมบัติเป็นตัวรบกวนขาว หากกรณีน้ีเกิดขึ้น เราอาจต้องใช้แนวคิดดังต่อไปน้ีในการร่วม
พิจารณาเลือกแบบจ าลองท่ีดีท่ีสุด ไดแ้ก่ 

(1) ค่าสัมประสิทธ์ิของแบบจ าลองท่ีเลือกมีนยัส าคญัทางสถิติทุกตวั 

(2) หากเราพบว่าแบบจ าลองสองแบบ  เช่น แบบจ าลอง AR(3) และแบบจ าลอง 
ARMA(1,1) มีความเหมาะสม กล่าวคือ εt เป็นตวัรบกวนขาว อีกทั้งค่าสัมประสิทธ์ทั้งหมดลว้น
แลว้มีนัยส าคญัทางสถิติทั้ง 2 แบบจ าลอง เม่ือกรณีน้ีเกิดขึ้น เราอาจเลือกแบบจ าลองท่ีมีค่าความ
ผิดพลาดจากการพยากรณ์ (forecast error) ท่ีต ่ากวา่ ดว้ยการพิจารณาค่า Akaike’s Information 

Criterion (AIC) ซ่ึงมีสูตรดงัน้ี 

AIC(𝑘) = −2(
𝑙

𝑁
) +

2

𝑁
𝑘                                                                                      (4.3) 

โดยท่ี  l คือค่าความน่าจะเป็นของการแจกแจงแบบปกติ ซ่ึงจะค านวณจากตัวประมาณ
ค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลองของ Box‒Jenkins  ส่วน   k   คือจ านวนพารามิเตอร์ท่ีประมาณใน
แบบจ าลอง Box-Jenkins  และ N  คือจ านวนตวัอยา่งท่ีใชใ้นการประมาณค่าแบบจ าลอง 



 

 

 

66 วิธีการของ Box-Jenkins : การประมาณคา่พารามิเตอร ์และการตรวจสอบแบบจ าลอง 

 พิจารณา  −2( 𝑙
𝑁
)  ซ่ึงเป็นพจน์แรกของค่า AIC  เน่ืองจากค่า  l สามารถใช้เป็นตวัวดัว่า

แบบจ าลองของ Box‒Jenkins ท่ีประมาณขึ้นมาสอดคลอ้งกบัตวัอย่างของขอ้มูลดีแค่ไหน ส่วน
พจน์ท่ี 2 คือ 2

𝑇
𝑘 ถูกเรียกวา่ ฟังกช์นัลงโทษ (penalty function) ซ่ึงเป็นตวัท่ีท าใหค้่า AIC สูงขึ้น

เม่ือจ านวนพารามิเตอร์มากขึ้นใน ดงันั้น การใชค้่า AIC เป็นเกณฑใ์นการเลือกแบบจ าลองท่ีดีกวา่ 
ก็คือแบบจ าลองนั้นตอ้งมีค่า AIC  ต ่ากวา่ 

นอกจากน้ี เราอาจใช้ค่า Schwartz’s SBC Criterion (SBC) เป็นเกณฑ์ในการเลือก
แบบจ าลองท่ีดีกวา่ก็ได ้โดยค่า SBC มีสูตรดงัน้ี 

SBC(𝑘) = −2(
𝑙

𝑁
) +

ln𝑁

𝑁
𝑘                                                                             (4.4) 

โดยฟังก์ชนัลงโทษของค่า SBC คือ  ln𝑁
𝑁
𝑘  ท านองเดียวกัน การใช้ค่า SBC เป็นเกณฑ์ในการ

เลือกแบบจ าลองท่ีดีกวา่ ก็คือแบบจ าลองนั้นตอ้งมีค่า SBC ท่ีต ่ากวา่นัน่เอง 
เม่ือเปรียบเทียบฟังก์ชนัลงโทษของ AIC และ SBC จะพบว่า ในทางปฏิบติั  ln N  มกัจะ

มีค่ามากกว่า 2  เสมอ นั่นคือฟังก์ชนัลงโทษของ SBC จะมีค่ามากกว่าฟังก์ชนัลงโทษของ AIC  

นัน่คือการใชเ้กณฑใ์นการเลือกแบบจ าลองไม่เหมือนกนั (ก็คือการใช้ AIC และ SBC) อาจให้ผล
การเลือกแบบจ าลองไม่เหมือนกนัได้ โดยหากเราใชค้่า SBC เป็นเกณฑใ์นการเลือกแบบจ าลองท่ี
ดีกวา่ แบบจ าลองนั้นมกัจะมีค่าพารามิเตอร์นอ้ยกวา่ 

ส่วนเราจะทราบไดอ้ย่างไรว่า ควรใชค้่า AIC หรือ SBC ในการเลือกแบบจ าลอง Box‒

Jenkins ท่ีดีกว่านั้น ใช้แนวคิดดงัน้ี หากตวัอย่างมีขนาดใหญ่ ควรใช้ค่า SBC เป็นเกณฑ์ในการ
เลือก (เน่ืองจาก ค่า AIC จะมีให้ผลการเลือกแบบจ าลองท่ีเอนเอียงไปเลือกแบบจ าลองท่ีมี
ค่าพารามิเตอร์มากกว่า) ส่วนหากตัวอย่างมีขนาดเล็กแลว้การใช้ AIC เป็นเกณฑ์ในการเลือก
แบบจ าลอง จะใหผ้ลการเลือกแบบจ าลอง Box‒Jenkins ท่ีถูกตอ้งกวา่การใช ้SBC

4  

  

 

 
4

 Ender,W., Applied Econometrics Time Series, 3rd edition. (John‒Wiley & Son Inc., 2010), p. 120. 

 



 

 

 

67 วิธีการของ Box-Jenkins : การประมาณคา่พารามิเตอร ์และการตรวจสอบแบบจ าลอง 

4.3 ตัวอย่างการประยุกต์ใช้แบบจ าลองของ Box-Jenkins กบัอนุกรมเวลา 

หลงัจากท่ีเราทราบขั้นตอนทั้งหมดในการประยุกตใ์ช้แบบจ าลอง Box-Jenkins แลว้ ในหัวขอ้น้ี
เราจะน าขั้นตอนดงักล่าวมาประยกุตใ์ชก้บัน าอนุกรมเวลา ซ่ึงมีรายละเอียดดงัน้ี 

ตัวอย่างที ่1 สมมุติให้อตัราเงินเฟ้อเฉล่ียรายเดือนของประเทศหน่ึงจ านวน 102 เดือนแสดงไดด้ว้ย
รูปท่ี 4.1 ดงัน้ี 

 

รูปท่ี 4.1 แสดงอตัราเงินเฟ้อเฉล่ียรายเดือนของประเทศหน่ึง 

 จากรูปจะเห็นว่า อตัราเงินเฟ้อของประเทศน้ีในช่วงเดือนแรก ๆ ท่ีเก็บขอ้มูลมามีความ   
ผนัผวนเล็กนอ้ย และจากนั้นไม่นานอตัราเงินเฟ้อแสดงลกัษณะว่ามีความน่ิง เม่ือพิจารณาค่า SAC  
และ SPAC  (ซ่ึงใชเ้ป็นตวัประมาณค่า TAC และ TPAC ตามล าดบั) ดงัรูปท่ี 4.2 จะท าใหเ้ราสรุป
ไดว้า่ ค่า TAC มีลกัษณะท่ีลดลงอยา่งรวดเร็วอยา่งมีนยัส าคญัทางสถิติท่ีร้อยละ 5 ในช่วงเวลาท่ี 1‒

3 เราจึงกล่าวได้ว่า TAC ของอนุกรมเวลาน้ีลดลงแบบเอกซ์โพเนนเชียล ในขณะท่ีค่า TPAC 

ส้ินสุดหลังช่วงเวลาท่ี  1 อย่างมีนัยส าคัญท่ี ร้อยละ  5 ดังนั้ น  เราน่าจะลองเลือกใช้แบบ 
จ าลอง AR(1) กบัอตัราเงินเฟ้อของประเทศน้ี ซ่ึงเขียนไดด้งัน้ี 
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   Yt  = α0 + α1Yt‒1 + εt             (4.5) 

โดย Yt คืออตัราเงินเฟ้อของประเทศน้ี   

 
รูปท่ี 4.2 แสดงค่า SAC และ SPAC ของอตัราเงินเฟ้อของประเทศหน่ึง 

 หลงัจากระบุรูปแบบจ าลองของ Box-Jenkins ไดแ้ลว้ ขั้นตอนต่อไปก็คือ การประมาณ
ค่าพารามิเตอร์ การใชอ้ตัราเงินเฟ้อ (Yt) กบัแบบจ าลอง AR(1) แสดงผลการประมาณ
ค่าพารามิเตอร์ไดด้งัน้ี 

            𝑌̂𝑡  = 0.038 + 0.668 Yt‒1               (4.6) 

       t- statistics   (0.473)   (9.102)*** 

        AIC = 2.408  SCB =2.459 

โดยท่ี  ***  หมายถึงมีนยัส าคญัท่ีระดบัร้อยละ 1 

 จะเห็นวา่ ค่าคงท่ีไม่มีนยัส าคญัทางสถิติ นัน่คือค่าคงท่ีควรเป็นศูนยซ่ึ์งสอดคลอ้งกบัรูปท่ี 

4.1 ท่ีแสดงถึงอนุกรมเวลาของอตัราเงินเฟ้อไม่มีจุดตดันัน่เอง ซ่ึงเขียนเป็นสมการไดด้งัน้ี 
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   Yt  = α1Yt‒1 + εt             (4.7) 

และผลการประมาณค่าพารามิเตอร์ แสดงไดด้งัน้ี 

            𝑌̂𝑡   = 0.669 Yt‒1                     (4.8) 

         t- statistics     (9.154)*** 

  AIC = 2.390  SCB =2.416 

โดยท่ี  ***  หมายถึงมีนยัส าคญัท่ีระดบัร้อยละ 1 

 จากนั้นมาถึงขั้นตอนท่ี 3 คือการตรวจสอบว่าค่า εt ของแบบจ าลอง AR(1) ท่ีไม่มีค่าคงท่ี 
(ซ่ึงก็คือสมการ (4.7) นัน่เอง) ว่ามีคุณสมบติัเป็นตวัรบกวนขาวหรือไม่ เม่ือเราพิจารณารูปท่ี 4.3 

ท่ีแสดงค่าความผิดพลาด (Residual: et= Yt ‒ 𝑌̂𝑡) ท่ีไดจ้ากการประมาณสมการท่ี (4.8)  จะพบวา่
ค่า et มีลกัษณะกระจายอยูร่อบ ๆ ศูนย ์และมีความแปรปรวนท่ีคงท่ี 

 

รูปท่ี 4.3 แสดงค่าความผิดพลาด (ค่า Residual) ท่ีไดจ้ากการประมาณสมการท่ี (4.8) 
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 และเม่ือพิจารณารูปท่ี 4.4 ท่ีแสดงค่า SAC  SPAC และค่าสถิติ Ljung-Box Q ท่ีค  านวณ
จาก et ของสมการท่ี (4.8) จะท าใหเ้ราสรุปไดว้า่ εt มีคุณสมบติัเป็นตวัรบกวนขาว  เน่ืองจากเราไม่
สามารถปฏิเสธสมมุติฐานหลกั H0: ρ1 = ρ2 =… = ρm  = 0 ได ้  ไม่วา่จะพิจารณาท่ี  m = 1, 2, …  
ก็ตาม  ดังนั้น เราจึงกล่าวได้ว่าแบบจ าลองท่ีเหมาะสมท่ีสุดของอัตราเงินเฟ้อของประเทศน้ีคือ 

AR(1) ท่ีไม่มีค่าคงท่ีนัน่เอง 
 

 

รูปท่ี 4.4 แสดงค่า SAC  SPAC และค่าสถิติ Ljung-Box Q ของ et จากสมการท่ี (4.8) 

 

  



 

 

 

71 วิธีการของ Box-Jenkins : การประมาณคา่พารามิเตอร ์และการตรวจสอบแบบจ าลอง 

ตัวอย่างท่ี 2 สมมุติอตัราการเปล่ียนแปลงของผลผลิตอุตสาหกรรมของประเทศหน่ึงจ านวน 324 
เดือนแสดงไดด้ว้ยรูปท่ี 4.5 ดงัน้ี 

 

รูปท่ี 4.5 แสดงอตัราการเปล่ียนแปลงผลผลิตอุตสาหกรรมของประเทศหน่ึง 

 จากรูปท่ี 4.5 จะเห็นว่า อตัราการเปล่ียนแปลงของผลผลิตอุตสาหกรรมของประเทศน้ีมี
ลกัษณะมีความน่ิง เม่ือพิจารณาค่า SAC และ SPAC (ซ่ึงใชเ้ป็นตวัประมาณค่า TAC และ TPAC 
ตามล าดับ) ดังรูปท่ี 4.6 จะเห็นว่าไม่มีรูปแบบท่ีชัดเจนท าให้เราสรุปได้ว่าควรใช้แบบจ าลอง  

Autoregressive หรือ Moving Average อยา่งไรก็ดี เราอาจพิจารณาได ้2 มุมมอง 
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72 วิธีการของ Box-Jenkins : การประมาณคา่พารามิเตอร ์และการตรวจสอบแบบจ าลอง 

 

รูปท่ี 4.6 แสดงค่า SAC และ SPAC ของอตัราการเปล่ียนแปลงผลผลิตอุตสาหกรรมของประเทศ 

  หน่ึง 

มุมมองท่ี 1 : ค่า TAC เร่ิมลดลงในช่วงเวลาท่ี 1‒ 4 (แมว้า่จะเพิ่มขึ้นอีกในช่วงเวลาถดัไป
ก็ตาม)  และค่า TPAC ส้ินสุดหลงัช่วงเวลาท่ี 3  หากมองในแง่มุมน้ี แบบจ าลองท่ีควรน ามาใชก้็คือ 
AR(3)  ดงัแสดงไดด้งัน้ี 

Yt  =  α0 + α1Yt‒1 + α2Yt‒2 + α3Yt‒3 + εt          (4.9) 

โดยท่ี Yt คือผลผลิตอุตสาหกรรมรายเดือนของประเทศหน่ึง   ส่วนผลการประมาณค่าพารามิเตอร์
เขียนไดด้งัน้ี 



 

 

 

73 วิธีการของ Box-Jenkins : การประมาณคา่พารามิเตอร ์และการตรวจสอบแบบจ าลอง 

𝑌̂𝑡   =  0.722  +  0.231Yt‒1 + 0.145Yt‒2 + 0.128Yt‒3       (4.10) 

      t- statistics        (4.14)***   (4.15)***     (2.56)**      (2.29)** 

 AIC = 4.692  SCB =4.739 

โดยท่ี   ***  หมายถึงมีนยัส าคญัท่ีระดบัร้อยละ 1 

  **  หมายถึงมีนยัส าคญัท่ีระดบัร้อยละ 5 

และเม่ือตรวจสอบค่า et ของสมการท่ี (4.10) พบว่า ลกัษณะของค่า et กระจายอยู่รอบ ๆ ศูนยแ์ละ
ความแปรปรวนคงท่ี (ดูรูปท่ี 4.7)  และเม่ือพิจารณาค่าสถิติ Ljung-Box Q (ดูรูปท่ี 4.8) จะพบวา่ 
เราจะปฏิเสธสมมุติฐานหลกั H0: ρ1 = ρ2 =… = ρm  = 0 เม่ือ m  7   ท่ีระดบันยัส าคญัร้อยละ 10 
ดังนั้น εt ของสมการ AR(3) จึงไม่มีคุณสมบัติเป็นตัวรบกวนขาว  แบบจ าลอง AR(3) ไม่ใช่
แบบจ าลองท่ีเหมาะสมท่ีจะน ามาใช้กบัผลผลิตอุตสาหกรรมรายเดือนของประเทศน้ี  ดงันั้น เรา
ตอ้งกลบัไปท าขั้นตอนท่ีหน่ึงใหม่ โดยเปล่ียนมุมมองการพิจารณาดงัน้ี 

 

รูปท่ี 4.7 แสดงค่าความผิดพลาด (ค่า Residual) ท่ีไดจ้ากการประมาณสมการท่ี (4.10) 

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

10

1

1
3

2
5

3
7

4
9

6
1

7
3

8
5

9
7

1
0
9

1
2
1

1
3
3

1
4
5

1
5
7

1
6
9

1
8
1

1
9
3

2
0
5

2
1
7

2
2
9

2
4
1

2
5
3

2
6
5

2
7
7

2
8
9

3
0
1

3
1
3 
  
 
 
 



 

 

 

74 วิธีการของ Box-Jenkins : การประมาณคา่พารามิเตอร ์และการตรวจสอบแบบจ าลอง 

 

รูปท่ี 4.8 แสดงค่า SAC  SPAC และค่าสถิติ Ljung-Box Q ของ et จากสมการท่ี (4.10) 

มุมมองท่ี 2 : ค่า TAC เร่ิมลดลงหลงัช่วงเวลาท่ี 1 (แมว้า่จะเพิ่มขึ้นอีกในช่วงเวลาถดัไปก็
ตาม)  และค่า TPAC ก็เร่ิมลดลงหลังช่วงเวลาท่ี 1  ดังนั้น เราอาจพิจารณาการใช้แบบจ าลอง 

ARMA(1,1) เพื่อใหแ้น่ใจอาจใชต้าราง ESACF
5 ในการพิจารณา   

ตารางท่ี 4.2 แสดงผลการค านวณค่า ESACF ส่วนตารางท่ี 4.3 แสดงค่า P-Value ของค่า 
ESACF ท่ีค  านวณได ้และตารางท่ี 4.4 จะสรุปความมีนัยส าคญัของค่า ESACF ซ่ึงจะเห็นว่าค่า 

 

 
5

 โปรแกรมส าเร็จรูปท่ีมีการค านวณค่า ESACF มีหลายโปรแกรม เช่น SAS และ R เป็นตน้ แต่โปรแกรม Eviews จะไม่มี
ค าสั่งให้ค านวณค่า ESACF ให้ 



 

 

 

75 วิธีการของ Box-Jenkins : การประมาณคา่พารามิเตอร ์และการตรวจสอบแบบจ าลอง 

ESACF ท่ีไม่มีนัยส าคญัมีลกัษณะเป็นรูปสามเหล่ียม โดยจุดยอดคือ (1,1) ดงันั้น เราจึงควรลอง
รูปแบบ ARMA(1,1) ซ่ึงเขียนไดด้งัน้ี  

 Yt = α0 + α1Yt‒1 ‒ β1εt‒1 + εt                 (4.11) 

ตารางท่ี 4.2 แสดงค่า ESACF ของผลผลิตอุตสาหกรรมรายเดือนของประเทศหน่ึง 

 

ตารางท่ี 4.3 แสดงค่า P-value ของค่า ESACF ของผลผลิตอุตสาหกรรมรายเดือนของประเทศ 

       หน่ึง 

 

  



 

 

 

76 วิธีการของ Box-Jenkins : การประมาณคา่พารามิเตอร ์และการตรวจสอบแบบจ าลอง 

ตารางท่ี 4.4 แสดงความมีนยัส าคญัของค่า ESACF ของผลผลิตอุตสาหกรรมรายเดือนของ 

       ประเทศหน่ึง 

 

หมายเหตุ  เคร่ืองหมาย  แสดงถึงค่า ESACF ท่ีเป็นศูนย ์หรือไม่มีนยัส าคญัทางสถิติท่ีร้อยละ 5 

    เคร่ืองหมาย  แสดงถึงค่า ESACF ท่ีไม่เป็นศูนย ์หรือมีนยัส าคญัทางสถิติท่ีร้อยละ 5 

 

ผลการประมาณค่าพารามิเตอร์ของแบบจ าลอง ARMA(1,1) ขา้งตน้แสดงไดด้งัน้ี6
 

  𝑌̂𝑡= 0.077 + 0.948 Yt‒1  ‒  0.803 εt‒1  

      t- statistics       (1.52)   (32.03)***    (‒14.54)***    

 AIC = 4.643  SCB =4.678 

โดยท่ี   ***  หมายถึงมีนยัส าคญัท่ีระดบัร้อยละ 1 

  **  หมายถึงมีนยัส าคญัท่ีระดบัร้อยละ 5 

เน่ืองจากค่าคงท่ีไม่มีนยัส าคญัทางสถิติ จึงควรใชแ้บบจ าลอง ARMA(1,1) ท่ีก าหนดให้ 
α0 = 0 ซ่ึงเขียนไดด้งัน้ี 

  Yt = α1Yt‒1 ‒ β1εt‒1 + εt             (4.12) 

 

 
6 ค านวณดว้ยวธีิก าลงัสองนอ้ยท่ีสุดแบบมีเง่ือนไข 

MA

AR 0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 X X X X X X X X X

1 X O O O O O O O O

2 X X O O O O O O O

3 X X O O O O O O O

4 X X X O O O O O O

5 X X X O O O O O O

6 X O O O O X O O O

7 X O O X O X X O O

8 X O O O O X O O O



 

 

 

77 วิธีการของ Box-Jenkins : การประมาณคา่พารามิเตอร ์และการตรวจสอบแบบจ าลอง 

ผลการประมาณค่าพารามิเตอร์ของสมการท่ี (4.12) คือ 

  𝑌̂𝑡 =   0.982 Yt‒1  ‒ 0.843  εt‒1            (4.13) 

      t- statistics          (74.39)***    (‒22.53)***    

 AIC = 4.648  SCB =4.672 

โดยท่ี   ***  หมายถึงมีนยัส าคญัท่ีระดบัร้อยละ 1 

  **  หมายถึงมีนยัส าคญัท่ีระดบัร้อยละ 5 

ส่วนค่า et จากสมการท่ี (4.13) แสดงได้ดังรูปท่ี 4.9 ซ่ึงจะเห็นว่ามีการกระจายรอบ ๆ 
ศูนยแ์ละความแปรปรวนคงท่ี  และเม่ือพิจารณารูปท่ี 4.5 ซ่ึงแสดงค่าสถิติ Ljung-Box Q  จะเห็น
วา่เราไม่สามารถปฏิเสธสมมุติฐานหลกั H0: ρ1 = ρ2 =… = ρm  = 0 ดงันั้น εt ของสมการท่ี (4.12) 
เป็นตวัรบกวนขาว แบบจ าลอง ARMA(1,1) ท่ีไม่มีค่าคงท่ี จึงมีเหมาะสมเพียงพอท่ีจะน ามาใชก้บั
ผลผลิตอุตสาหกรรมรายเดือนของประเทศน้ี 

 

รูปท่ี 4.9 แสดงค่าความผิดพลาด (ค่า Residual) ท่ีไดจ้ากการประมาณสมการท่ี (4.13) 
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78 วิธีการของ Box-Jenkins : การประมาณคา่พารามิเตอร ์และการตรวจสอบแบบจ าลอง 

 

รูปท่ี 4.10 แสดงค่า SAC SPAC และค่าสถิติ Ljung-Box Q ของ et จากสมการท่ี (4.13) 

  



 

 

 

79 วิธีการของ Box-Jenkins : การประมาณคา่พารามิเตอร ์และการตรวจสอบแบบจ าลอง 

ตัวอย่างที ่3 สมมุติอตัราเงินผลตอบแทนของพนัธบตัรรัฐบาลรายเดือนของประเทศหน่ึงจ านวน 

251 เดือนแสดงไดด้ว้ยรูปท่ี 4.11 ดงัน้ี 

 

รูปท่ี 4.11 แสดงอตัราผลตอบแทนของพนัธบตัรรัฐบาลของประเทศหน่ึง 

จากรูปจะเห็นว่า อตัราผลตอบแทนของพนัธบตัรรัฐบาลของประเทศน้ีโดยเฉล่ียสูงกว่า
ศูนยเ์ล็กน้อย และในช่วงหลงัของอนุกรมเวลาท่ีเก็บรวบรวมมา มีเหตุการณ์ไม่ปกติเกิดขึ้นท าให้ 
อตัราผลตอบแทนของพนัธบตัรรัฐบาลมีการเปล่ียนแปลงต่างไปจากเดิม เช่น เดือนท่ี  111   อตัรา
ผลตอบแทนมีค่าเป็น ‒0.008 หรือในเดือนท่ี 222  อัตราผลตอบแทนมีค่า 0.014  อย่างไรก็ดี 
หลงัจากเดือนท่ีมีความผิดปกติ อตัราผลตอบแทนพนัธบตัรรัฐบาลมีแนวโนม้ปรับตวัเขา้สู่ค่าเฉล่ีย 
นัน่คือ ความผิดปกติท่ีเกิดขึ้นเป็นแคช่ัว่คราวเท่านั้น มิไดส่้งผลต่ออตัราผลตอบแทนในเดือนถดั  ๆ 
ไป ดงันั้น อตัราผลตอบแทนพนัธบตัรรัฐบาลถือวา่มีความน่ิง7    
 จากรูปท่ี 4.12 แสดงค่า SAC และ SPAC (ซ่ึงใช้เป็นตวัประมาณค่า TAC และ TPAC 
ตามล าดบั) จะเห็นว่าไม่มีรูปแบบท่ีชดัเจนท าให้เราสรุปไดว้่าควรใชแ้บบจ าลอง  Autoregressive 

 

 
7

 ในบทท่ี 5  เราจะศึกษาถึงตวัสถิติท่ีน ามาใชท้ดสอบความน่ิงของตวัแปร ท่ีเรียกว่า การทดสอบ unit root  ซ่ึงจะให้ผลสรุป
ท่ีเป็นรูปธรรมมากกว่าการพิจารณาจากกราฟ 

-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

0.015

1

1
2

2
3

3
4

4
5

5
6

6
7

7
8

8
9

1
0
0

1
1
1

1
2
2

1
3
3

1
4
4

1
5
5

1
6
6

1
7
7

1
8
8

1
9
9

2
1
0

2
2
1

2
3
2

2
4
3

 
  
 
 
 



 

 

 

80 วิธีการของ Box-Jenkins : การประมาณคา่พารามิเตอร ์และการตรวจสอบแบบจ าลอง 

หรือ Moving Average ดงันั้น เราจะใชต้ารางท่ีแสดงความมีนยัส าคญัของค่า ESACF (ตารางท่ี 

4.5) ในการพิจารณาแทน  

 

รูปท่ี 4.12 แสดงค่า SAC  SPAC และค่าสถิติ Ljung-Box Q ของอตัราผลตอบแทนพนัธบตัร
รัฐบาลของประเทศหน่ึง 

จากตารางท่ี 4.5 จะเห็นว่า ค่า ESACF ท่ีไม่มีนัยส าคญัมีลกัษณะเป็นรูปสามเหล่ียมได้
หลายรูป โดยจุดยอดมีดังน้ี (0,5), (1,5), (2,5), (4,6) และ (9,8) ดังนั้น เราจึงควรลองรูปแบบ 



 

 

 

81 วิธีการของ Box-Jenkins : การประมาณคา่พารามิเตอร ์และการตรวจสอบแบบจ าลอง 

ARMA(0,5)
8
   ARMA(1,5)  ARMA(2,5)   ARMA(4,6)  และ  ARMA(9,8)  ผลการ

ประมาณค่าพารมิเตอร์ของแบบจ าลอง 5 แบบสรุปไดด้งัตารางท่ี 4.6 

ตารางท่ี 4.5 แสดงความมีนยัส าคญัของค่า ESACF ของอตัราผลตอบแทนพนัธบตัรรัฐบาลของ 
      ประเทศหน่ึง 

 

จากตารางท่ี 4.6 จะเห็นวา่ เม่ือพิจารณาค่าสถิติ Ljung-Box Q จะพบวา่ไม่มีนยัส าคญัทาง
สถิติ9 นัน่คือแบบจ าลองทั้ง 5 แบบน้ีมีความเหมาะสมเพียงพอ อย่างไรก็ดี ในแต่ละแบบจ าลองยงั
พบว่ามีค่าสัมประสิทธ์ิบางค่าท่ีไม่มีนัยส าคญั ดงันั้น เราจะท าการประมาณแบบจ าลองใหม่ โดย
การตดัค่าสัมประสิทธ์ิท่ีไม่มีนัยส าคญัมากท่ีสุดออกไปก่อน แลว้น ามาประมาณค่าใหม่ จากนั้นก็
พิจารณาตดัค่าสัมประสิทธ์ิอีกท่ีไม่มีนยัส าคญัมากท่ีสุดออกไปอีก แลว้ประมาณค่าพารามิเตอร์อีก
คร้ัง ท าเช่นน้ีไปเร่ือย ๆ จนกระทัง่ไดแ้บบจ าลองท่ีค่าสัมประสิทธ์ิทุกค่ามีนัยส าคญั ดงัแสดงดัง
ตารางท่ี 4.7 

 

 
8 ซ่ึงก็คือแบบจ าลอง  MA(5) นัน่เอง 

 
9 จะไม่แสดงรูปดงักล่าวเพ่ือประหยดัพ้ืนท่ี  และนอกจากน้ี ค่าผิดพลาด (Residual: et) ท่ีค านวณไดจ้ากแบบจ าลอง 
ARMA ทั้ง 5 แบบจ าลองพบว่า กระจายรอบ ๆ ศูนยแ์ละมีความแปรปรวนคงท่ี  ซ่ึงมิไดแ้สดงรูปเพ่ือประหยดัพ้ืนท่ี
เช่นเดียวกนั 

MA

AR 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 X X X X X O O O O O O

1 X O X O X O O O O O O

2 X X O O X O O O O O O

3 X X X O X X O O O O O

4 X X X O X X O O O O O

5 X X X O O X O O O O O

6 O X X O O O O O O O O

7 X O X O O O X O O O O

8 X X X O O O X X O X O

9 X X O O X O O X O O O

10 X X O X X O O X O O O
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ตารางท่ี 4.6  แสดงผลการประมาณค่าสัมประสิทธ์ิของแบบจ าลอง ARMA จ านวน 5 แบบจ าลอง
ท่ีเลือกมา 

ค่าสัมประสิทธ์ิ   แบบจ าลอง   

 ARMA(0,5) 

หรือ MA(5) 

ARMA(1,5) ARMA(2,5) ARMA(4,6) ARMA(9,8) 

ค่าคงท่ี 
0.002 

(6.43)*** 

0.001 

(2.94)*** 

0.001 

(2.77)*** 

0.0000096 

(0.57) 

0.001 

(1.44) 

Yt‒1  0.211 

(0.91) 

0.202 

(0.63) 

0.920 

(3.06)*** 

0.048 

(0.30) 

Yt‒2   0.033 

(0.12) 

‒0.195 

(‒0.47) 

0.023 

(0.16) 

Yt‒3    0.353 

(0.91) 

0.318 

(3.09)*** 

Yt‒4    ‒0.073 

(‒0.33) 

‒0.192 

(‒2.22)** 

Yt‒5     0.199 

(2.55)** 

Yt‒6     ‒0.694 

(‒9.01)*** 

Yt‒7     0.095 

(0.72) 

Yt‒8     0.436 

(3.42)*** 

Yt‒9     0.183 

(2.13)** 

εt‒1 0.219 

(3.52)*** 

0.020 

(0.09) 

0.029 

(0.09) 

‒0.736 

(‒2.51)** 

0.165 

(1.05) 

εt‒2 0.012 

(0.19) 

‒0.030 

(‒0.40) 

‒0.059 

(‒0.26) 

‒0.008 

(‒0.02) 

0.011 

(0.07) 

εt‒3 

 

0.307 

(5.11)*** 

0.322 

(5.24)*** 

0.318 

(3.84)*** 

‒0.001 

(‒0.002) 

0.019 

(0.19) 

εt‒4 0.158 

(2.50)** 

0.097 

(1.01) 

0.102 

(0.78) 

‒0.154 

(‒0.64) 

0.240 

(2.68)*** 

εt‒5 0.252 

(4.04)*** 

0.235 

(3.24)*** 

0.225 

(2.47)** 

0.206 

(1.52) 

0.105 

(1.24) 

εt‒6    ‒0.301 

(‒3.09)*** 

0.660 

(7.35)*** 

εt‒7     0.069 

(0.46) 

εt‒8     ‒0.539 

(‒3.79)*** 
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ตารางท่ี 4.6 (ต่อ) 

ค่าสัมประสิทธ์ิ   แบบจ าลอง   

 ARMA(0,5) 

หรือ MA(5) 

ARMA(1,5) ARMA(2,5) ARMA(4,6) ARMA(9,8) 

ค่าสถิติ 
Ljung-Box 

Q 

23.808 21.941 21.626 17.163 20.246 

AIC ‒9.470 ‒9.463 ‒9.451 ‒9.468 ‒9.443 

SBC ‒9.385 ‒9.364 ‒9.338 ‒9.312 ‒9.184 

หมายเหตุ  ตวัเลขใน (            )  คือค่าสถิติ t     

ค่าสถิติ Ljung-Box Q เป็นค่าท่ีใชท้ดสอบ H0: ρ1= ρ2 = … = ρ30 = 0 

***, ** และ * หมายถึงมีนยัส าคญัท่ีร้อยละ 1, ร้อยละ 5 และร้อยละ 10 ตามล าดบั 

 จากตารางท่ี 4.7 จะเห็นว่าค่าสัมประสิทธ์ิทุกค่ามีนยัส าคญัทางสถิติ และค่าสถิติ Ljung-

Box Q ก็ไม่มีนัยส าคญั ดงันั้น แบบจ าลองท่ีแสดงในตารางท่ี 4.7 ลว้นแลว้แต่มีความเหมาะสม
เพียงพอ แต่หากเราตอ้งการเลือกแบบจ าลองท่ีเหมาะสมท่ีสุด เราอาจใชค้่า AIC หรือค่า SBC เป็น
เกณฑ ์และเน่ืองจากขนาดของตวัอยา่งค่อนขา้งใหญ่ (T = 251)  เราจึงใชค้่า SBC ในการพิจารณา 
ซ่ึงจะพบว่าแบบจ าลอง ARMA(4,6) หลงัจากตดัตวัแปรท่ีไม่มีนยัส าคญัออกทีละตวัแลว้ จะมีค่า 

SBC ต ่าท่ีสุดคือ  ‒9.452 ดังนั้ น แบบจ าลองท่ีเหมาะสมท่ีสุดท่ีควรใช้กับอัตราผลตอบแทน
พนัธบตัรรัฐบาลของประเทศน้ีเขียนไดด้งัเป็น 

𝑌̂𝑡  =  0.876 Yt‒1  ‒ 0.193 Yt‒2  + 0.327 Yt‒3  ‒ 0.725 εt‒1 ‒ 0.229 εt‒2 + 0.168εt‒5  

      (12.14)***     (‒2.41)**     (0.88)***      (‒10.54)***   (‒3.34)***   (2.20)***     

‒ 0.313εt‒6  

(‒4.70)*** 
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ตารางท่ี 4.7 แสดงผลการประมาณค่าสัมประสิทธ์ิของแบบจ าลอง ARMA ทั้ง 5 แบบจ าลอง  
       หลงัจากตดัค่าสัมประสิทธ์ิท่ีไม่มีนยัส าคญัออก 

ค่าสัมประสิทธ์ิ   แบบจ าลอง   

 ARMA(0,5) 

หรือ MA(5) 

ARMA(1,5) ARMA(2,5) ARMA(4,6) ARMA(9,8) 

ค่าคงท่ี 
0.002 

(6.49)*** 

0.001 

(5.55)*** 

0.001 

(5.55)*** 

 0.001 

(2.75)*** 

Yt‒1  0.225 

(3.59)*** 

0.225 

(3.59)*** 

0.876 

(12.14)*** 

0.134 

(2.03)** 

Yt‒2    ‒0.193 

(‒2.41)** 

 

Yt‒3    0.327 

(6.88)*** 

0.263 

(5.81)*** 

Yt‒4     ‒0.085 

(‒1.70)* 

Yt‒5     0.289 

(7.53)*** 

Yt‒6     ‒0.590 

(‒10.85)*** 

Yt‒7     0.131 

(2.55)** 

Yt‒8     0.449 

(9.21)*** 

Yt‒9 

 

    ‒ 

εt‒1 0.216 

(3.55)*** 

  ‒0.725 

(‒10.54)*** 

0.120 

(3.57)*** 

εt‒2 

 

‒    ‒ 

εt‒3 

 

0.306 

(5.15)*** 

0.320 

(5.45)*** 

0.320 

(5.45)*** 

 ‒ 

εt‒4 0.160 

(2.53)** 

  ‒0.229 

(‒3.34)*** 

0.166 

(6.36)*** 

εt‒5 0.249 

(4.21)*** 

0.230 

(3.89)*** 

0.230 

(3.89)*** 

0.168 

(2.20)** 

‒ 

εt‒6    ‒0.313 

(‒4.70)*** 

0.516 

(13.04)*** 

εt‒7 

 

    ‒ 

εt‒8     ‒0.616 

(‒18.70)*** 
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ตารางท่ี 4.7 (ต่อ) 

ค่าสัมประสิทธ์ิ   แบบจ าลอง   

 ARMA(0,5) 

หรือ MA(5) 

ARMA(1,5) ARMA(2,5) ARMA(4,6) ARMA(9,8) 

ค่าสถิติ 
Ljung-Box 

Q 

24.060 26.880 26.880 18.435 22.844 

AIC ‒9.478 ‒9.476 ‒9.476 ‒9.552 ‒9.474 

SBC ‒9.407 ‒9.419 ‒9.419 ‒9.452 ‒9.301 

หมายเหตุ  ตวัเลขใน (            )  คือค่าสถิติ t     

     ค่าสถิติ Ljung-Box Q เป็นค่าท่ีใชท้ดสอบ H0: ρ1= ρ2 = … = ρ30 = 0 

***, **  และ *  หมายถึงมีนยัส าคญัท่ีร้อยละ 1, ร้อยละ 5 และร้อยละ 10 ตามล าดบั 



 

 

บทที่ 5 

แบบจ าลองอนุกรมเวลาที่ไม่มีความน่ิง 
(Nonstationary Time Series Models) 
 

 

 

 

ในบทท่ีผา่นมา เราไดศึ้กษาถึงวิธีการของ Box-Jenkins ซ่ึงเป็นวิธีการท่ีตอ้งน ามาใชก้บั
อนุกรมเวลาท่ีมีความน่ิง (Stationary) แต่ในทางปฏิบติั อนุกรมเวลาในทางเศรษฐศาสตร์ ในทาง
การเงิน หรือในทางธุรกิจ มกัจะไม่มีความน่ิง (Nonstationary) ซ่ึงท าใหว้ิธีการของ Box-Jenkins 
ในบทก่อนหนา้น้ีไม่สามารถน ามาใชไ้ด ้ ในบทน้ี เราจะมาศึกษาวา่ หากอนุกรมเวลาไม่มีความน่ิง 
แบบจ าลองอนุกรมเวลาท่ีควรน ามาใชจ้ะมีลกัษณะอยา่งไร มีความคลา้ยคลึงกบัแบบจ าลองของ 
Box-Jenkins หรือไม่ อยา่งไรก็ดี เราควรมาท าความเขา้ใจเก่ียวกบัลกัษณะของอนุกรมเวลาท่ีไม่มี
ความน่ิงเสียก่อนซ่ึงจะกล่าวในหวัขอ้แรก  จากนั้นหวัขอ้ท่ี 2 จะกล่าวถึง ลกัษณะของค่า TAC และ 

TPAC ของอนุกรมเวลาท่ีไม่มีความน่ิง หวัขอ้ท่ี 3 จะแนะน าแบบจ าลอง Autoregressive 

Integrated Moving Average (ARIMA) ซ่ึงเป็นแบบจ าลองท่ีสามารถใชก้บัอนุกรมเวลาท่ีไม่มี
ความน่ิงได ้หวัขอ้ท่ี 4 จะกล่าวถึงการทดสอบความน่ิงของอนุกรมเวลา ซ่ึงเป็นวิธีการทดสอบทาง
สถิติ มิใช่พิจารณาจากกราฟหรือค่า SAC และ SPAC  หวัขอ้ท่ี 5 จะกล่าวถึงการทดสอบความน่ิง
ดว้ยวิธี Augmented Dickey‒Fuller  (ADF) ซ่ึงเป็นวิธีท่ีพฒันามาจากวิธีท่ีไดก้ล่าวในหวัขอ้ท่ี 4 
และหวัขอ้สุดทา้ย จะแสดงถึงตวัอยา่งการวิเคราะห์อนุกรมเวลาท่ีไม่มีความน่ิง รายละเอียดของแต่
ละหวัขอ้มีดงัน้ี 
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5.1 อนุกรมเวลาท่ีไม่มีความนิ่ง (Nonstationary Time Series Models) 

 จากบทท่ี 2 เราทราบแล้วว่าอนุกรมเวลา Xt จะมีความน่ิง (Stationary) ก็ต่อเม่ือ (1) 

ค่าเฉล่ียของตวัแปร X ในแต่ละช่วงเวลา t มีค่าคงท่ี หรือเขียนไดว้่า E(Xt) = μ,  t = 1, 2, …, T  

และ (2) ความแปรปรวนของตวัแปร X  ในแต่ละช่วงเวลา t มีค่าคงท่ี  หรือเขียนได้ว่า var(Xt) 

=E(Xt‒μ)2
 =𝜎𝑋

2 , t = 1, 2, …, T  และ (3) ความแปรปรวนร่วมของตวัแปร X ณ เวลา t1 และ
เวลา t2 (t1 ≠ t2) จะมีค่าคงท่ี หรือเขียนไดว้า่ 𝛾𝜏=𝑐𝑜𝑣(𝑋𝑡1 , 𝑋𝑡2) 

ดงันั้น หากอนุกรมเวลา Xt ไม่มีความน่ิง (Nonstationry) อาจเป็นเพราะมีสาเหตุมาจาก  
ค่าเฉล่ียของอนุกรมเวลา Xt ไม่คงท่ี  หรือเขียนได้ว่า  E(Xt) = μt , t = 1, 2, …, T  หรือ ความ
แปรปรวนของอนุกรมเวลา Xt ไม่คงท่ี เช่น เม่ือเวลาผ่านไป ความแปรปรวนของอนุกรมเวลา Xt  
จะเพิ่มขึ้นตามไปดว้ย โดยหากอนุกรมเวลา Xt ไม่มีความน่ิงนั้นอาจมาจากรูปแบบของแบบจ าลอง 
4 ประเภทใหญ่ ๆ ดงัน้ี 

5.1.1 อนุกรมเวลา Xt ประกอบด้วยแนวโน้มแบบก าหนดได้ (Deterministic Trend)  

หมายถึง อนุกรมเวลา Xt ขึ้นอยูก่บัแนวโนม้ของเวลา (เขียนแทนดว้ย t) เช่น อนุกรมเวลา 
Xt อยูใ่นรูป 

 Xt  =  φ0 + φ1t +  εt            (5.1) 

โดย φ0 และ φ1 คือค่าพารามิเตอร์ท่ีแสดงถึงค่าคงท่ีและค่าสัมประสิทธ์ิของ t  ตามล าดบั ส่วน εt คือ
ตวัรบกวนขาวท่ีมีค่าเฉล่ียเป็นศูนยแ์ละความแปรปรวนคงท่ี จากสมการท่ี (5.1) เราจะสามารถ
พิสูจน์ไดว้า่   μt =  E(Xt)  =  φ0 + φ1t  ดงันั้น เราจะเขียนไดว้า่ 

  Xt   =  μt + εt 

เม่ืออนุกรมเวลา Xt ประกอบดว้ยแนวโนม้แบบก าหนดได ้จะหมายถึงค่าเฉล่ียของอนุกรม
เวลา Xt (หรือเขียนแทนดว้ย μt) อยูใ่นรูปแบบจ าลองแนวโนม้ท่ีก าหนดไดน้ัน่เอง และเม่ือเราวาด
กราฟอนุกรมเวลา Xt จะมีลกัษณะกระจายรอบ ๆ เส้นแนวโนม้ก าหนดไดน้ัน่เอง ตวัอย่างเช่น ถา้ μt  

= 5 + 0.1t  รูปกราฟของ Xt จะมีลกัษณะดงัรูปท่ี 5.1 
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รูปท่ี 5.1 แสดงอนุกรมเวลา Xt ท่ีมีค่าเฉล่ียคือ μt = 5 + 0.1t 

นอกจากน้ี แนวโนม้ก าหนดไดอ้าจอยูใ่นรูปพาราโบลาคือ  μt  =  φ0 + φ1t + φ2t
 2 ดงันั้น Xt จะ

เขียนไดด้งัน้ี 

 Xt  =  φ0 + φ1t + φ2t
 2 +  εt            (5.2) 

เ ม่ือเราวาดกราฟอนุกรมเวลา  Xt จะมีลักษณะกระจายรอบ ๆ เส้นพาราโบลา เ ช่น ถ้า                           
μt = 10 ‒ 0.06t + 0.002t 2 รูปกราฟของ Xt จะมีลกัษณะดงัรูปท่ี 5.2 

 

รูปท่ี 5.2 แสดงอนุกรมเวลา Xt ท่ีมีค่าเฉล่ียคือ μt = 10 ‒ 0.06t + 0.002t2 
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แนวโน้มท่ีก าหนดได้อาจอยู่ในรูปทัว่ไปคือ μt = φ0 + φ1t +…+ φkt
 k +  εt  อนุกรมเวลา Xt จะ

เขียนไดด้งัน้ี    

Xt  =  φ0 + φ1t +…+ φkt
k +  εt             (5.3) 

นอกจากรูปแบบโพลิโนเมียลแลว้ แนวโนม้ท่ีก าหนดไดอ้าจอยู่ในรูปแบบอ่ืน ๆ เช่น รูปแบบของ
ตรีโกณมิติก็ได ้กล่าวโดยสรุป หากค่าเฉล่ียของอนุกรมเวลา Xt เป็นแบบจ าลองแนวโนม้ก าหนดได้
แลว้ กราฟของอนุกรมเวลา Xt จะมีลกัษณะกระจายรอบ ๆ เส้นแนวโนม้ท่ีก าหนดไดน้ั้นเสมอ  
 อนุกรมเวลาอยู่ในรูปสมการท่ี (5.1)‒(5.3) ลว้นเป็นอนุกรมเวลาท่ีไม่มีความน่ิงทั้งส้ิน แต่
มีขอ้สังเกตว่า หากเราก าจดัส่วนของแนวโน้มท่ีก าหนดไดอ้อกไปจากอนุกรมเวลา  Xt  แลว้ จะได้
อนุกรมเวลาท่ีมีความน่ิง ดงันั้น เราอาจเรียกอนุกรมเวลาท่ีมีลกัษณะน้ีว่ามีความน่ิงรอบเส้นแนว
โนม้ (ภาษาองักฤษใชค้  าวา่ Trend Stationary) 

พิจารณาอนุกรมเวลา Xt ท่ีค่าเฉล่ียอยูใ่นรูปแนวโนม้ก าหนดได ้ดงัสมการท่ี (5.1) จะไดว้า่   
E(Xt) = φ0 + φ1t  และ E(Xt‒1) = φ1+ φ1(t‒1) นัน่คือ E(Xt) ‒ E(Xt‒1) =  φ1 ซ่ึงแปลความหมาย
ไดว้่า ค่าเฉล่ียของอนุกรมเวลา Xt จะเปล่ียนแปลงในอตัราท่ีคงท่ีเท่ากบั φ1 นั่นเอง ซ่ึงจะตรงกบั
ลกัษณะของอนุกรมเวลาทางเศรษฐศาสตร์ การเงิน และธุรกิจ 

และหากพิจารณาอนุกรมเวลา Xt ท่ีค่าเฉล่ียอยูใ่นรูปแนวโนม้ก าหนดได ้ดงัสมการท่ี (5.2) 
จะไดว้า่ E(Xt) = φ0 + φ1t + φ2t

2 และ E(Xt‒1) = φ1 + φ1(t‒1) + φ2(t‒1)2 นัน่คือ             E(Xt) 

‒ E(Xt‒1) = (φ1 ‒ φ2) + 2φ2t ซ่ึงแปลความหมายไดว้า่ ค่าเฉล่ียของอนุกรมเวลา Xt จะเปล่ียนแปลง
ในอตัราท่ีมากขึ้นเร่ือย ๆ เน่ืองจากขึ้นอยู่กับค่า 2φ2t  (t = 1, 2, …, T)  ซ่ึงอนุกรมเวลาในทาง
เศรษฐศาสตร์ การเงิน และธุรกิจ ท่ีมีลกัษณะเช่นน้ีจะนอ้ยมาก ดงันั้น ในหนงัสือเล่มน้ี จะเนน้กรณี
ท่ีค่าเฉล่ียอยูใ่นรูปแบบจ าลองเชิงเส้นตรง 
 เม่ือเราพิจารณาสมการท่ี  (5.1) ค่า εt อาจแปลความหมายไดว้า่ เป็นค่าท่ีท าให้อนุกรมเวลา 
Xt  เบ่ียงเบนออกไปจากรูปแบบแนวโนม้ (หรือค่าเฉล่ีย) ณ เวลา t และจากสมการท่ี (5.1)  เม่ือยอ้น
เวลากลบัไป 1 ช่วงเวลา จะเขียนไดว้า่ 

Xt‒1  =  φ0 + φ1(t‒1) +  εt‒1          (5.4) 
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ท านองเดียวกนั ค่า εt‒1 อาจแปลความหมายไดว้า่ เป็นค่าท่ีท าใหอ้นุกรมเวลา Xt‒1  เบ่ียงเบนออกไป
จากรูปแบบแนวโนม้ (หรือค่าเฉล่ีย) ณ เวลา t‒1  เม่ือเราน าสมการท่ี (5.4) ไปหกัออกจากสมการท่ี 

(5.1) จะได ้

∆Xt  = φ1 + (εt ‒ εt‒1)               (5.5) 

โดยท่ี  ∆Xt  = Xt ‒ Xt‒1   จากสมการท่ี (5.5) อธิบายไดว้า่ อนุกรมเวลา Xt ท่ีเปล่ียนแปลงไปในแต่
ละช่วงเวลา จะมีการหักค่าท่ีเบ่ียงเบนออกไปจากรูปแบบแนวโน้มก าหนดได้ (หรือค่าเฉล่ีย) ณ 

เวลาท่ีแล้ว (‒εt‒1) และมีการเพิ่มค่าท่ีเบ่ียงเบนออกไปจากรูปแบบแนวโน้มก าหนดได้ (หรือ
ค่าเฉล่ีย) ณ ปัจจุบนั (εt) เขา้มาแทน หรือกล่าวอีกอย่างคือ อนุกรมเวลา Xt จะมีการปรับตวัใหก้ลบั
เขา้สู่เส้นแนวโนม้ก าหนดได ้(หรือค่าเฉล่ีย) ก่อนเสมอ (‒εt‒1) และจากนั้นก็จะมีเหตุการณ์ไม่คาด
ฝันใหม่เขา้มากระทบเพิ่มขึ้นเสมอ (+εt) นอกจากน้ียงัมีขอ้สังเกตจากสมการท่ี (5.5) อีกอย่างคือ 
การท าผลต่างล าดบัท่ี 1 ของอนุกรมเวลาท่ีค่าเฉล่ียอยูใ่นรูปแนวโนม้ก าหนดไดน้ั้น จะท าใหต้วัแปร
สุ่มคลาดเคล่ือนมีความสัมพนัธ์กนัเอง1

 

5.1.2 อนุกรมเวลา Xt ประกอบด้วยแนวโน้มแบบสุ่ม (Stochastic Trend)  

หมายถึง อนุกรมเวลา Xt ขึ้นอยูก่บัแนวโนม้แบบสุ่ม ซ่ึงเขียนไดด้งัน้ี 

       Xt =  μt + εt             (5.6) 

โดยท่ี μt คือแนวโนม้แบบสุ่ม ส่วน εt คือตวัรบกวนขาวท่ีมีค่าเฉล่ียเป็นศูนยแ์ละความแปรปรวน
คงท่ี โดยท่ี E(Xt) = E(μt)  ซ่ึงหมายถึง ค่าเฉล่ียของอนุกรมเวลา Xt  ก็คือค่าเฉล่ียของแนวโนม้แบบ
สุ่ม นัน่เอง ส่วนความหมายของแนวโนม้แบบสุ่มอธิบายไดด้งัน้ี 

การท่ี μt ในแต่ละช่วงเวลาจะเป็นแบบสุ่ม หมายถึงไม่สามารถก าหนดไดแ้น่นอน นัน่คือ
การเปล่ียนแปลงของ μt ก็จะเป็นแบบสุ่ม ซ่ึงเขียนไดด้งัน้ี 

        μt ‒  μt‒1    =  φ0 + vt              (5.7) 

สมการท่ี (5.7) เขียนไดอี้กอยา่งคือ 

 

 
1

 ดูวธีิพิสูจน์ในภาคผนวก 5ก 
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                     μt   =  μt‒1 +  φ0 + vt            (5.8) 

โดยท่ี vt คือตวัแปรสุ่มท่ีมีคุณสมบติัเป็นตวัรบกวนขาวท่ีมีค่าเฉล่ียเป็นศูนย ์ และความแปรปรวน
คงท่ี 𝜎𝑣2   และ vt เป็นอิสระกบั εt ต่อไป เราจะแบ่งการพิจารณาเป็น 2 กรณี คือกรณีแนวโนม้ท่ีเป็น
แบบสุ่มไม่มีค่าคงท่ี (φ0 = 0) และมีค่าคงท่ี (φ0 ≠ 0) รายละเอียดแต่ละกรณีอธิบายไดด้งัต่อไปน้ี 

(1) แนวโน้มท่ีเป็นแบบสุ่มไม่มีค่าคงท่ี 

จากสมการท่ี (5.7) เม่ือ φ0 = 0 เราจะไดแ้นวโนม้ท่ีเป็นแบบสุ่มท่ีไม่มีค่าคงท่ี ซ่ึงเขียนได้
ดงัน้ี  

         μt ‒  μt‒1 =  vt              (5.9) 

สมการท่ี (5.9) เขียนไดอี้กอยา่งคือ  

           μt  =  μt‒1 + vt            (5.10) 

เราจะเรียก แบบจ าลองแนวโนม้แบบสุ่มตามสมการท่ี (5.9) หรือ (5.10) วา่การเดินแบบสุ่ม 
(Random Walks) เม่ือสังเกตสมการท่ี (5.9) จะบอกไดว้า่ แนวโนม้แบบสุ่มท่ีเปล่ียนไปจากเวลา
ท่ีแลว้ (μt ‒ μt‒1) ไม่ไดมี้การหกัค่าตวัแปรสุ่มท่ีเกิดขึ้นในช่วงเวลาก่อนหนา้น้ีออกไป (vt‒1) นัน่
หมายถึงจะมีการสะสมค่าเหตุการณ์ไม่คาดฝันท่ีผา่นมาแลว้ในอดีตไปเร่ือย ๆ (vt‒1, vt‒2, …) ซ่ึง
สามารถพิสูจน์ไดด้งัน้ี  

 จากสมการท่ี (5.10) ถา้ก าหนดให ้μ0 = 0  

ณ t = 1 จะได ้        μ1  = μ0 + v1   = v1      

ณ t = 2  จะได ้        μ2  = μ1 + v2   = v1+ v2     

ณ t = 3 จะได ้        μ3  = μ2 + v3   = v1+ v2 +v3    

      : 

ณ t = T จะได ้        μT  = μT‒1 + vT   = v1+ v2 +v3 + … +vT    

หรือเราเขียนให้อยูใ่นรูปทัว่ไปไดด้งัน้ี 
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𝜇𝑡 =∑𝑣𝑖

𝑡

𝑖=1

                                                                                  (5.11) 

ส่วนค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของ แนวโนม้แบบสุ่ม (μt)  แสดงไดด้งัสมการต่อไปน้ี 

  E(μt )   =  0            (5.12) 

Var(μt) = 𝑡𝜎𝑣
2            (5.13)

2
 

จะเห็นวา่ ความแปรปรวนของ แนวโนม้แบบสุ่ม เพิ่มขึ้นเร่ือย ๆ เม่ือเวลาผา่นไป ดงันั้น เรากล่าวได้
วา่ μt คือตวัแปรสุ่มท่ีไม่มีความน่ิง   

เ ม่ือเราท าการจ าลองค่า  μt จ านวน  1,000 ค่าขึ้ นมาจากสมการ μt = μt‒1 + vt โดย
ก าหนดให้ค่า μ0 = 0  และ vt เป็นตวัรบกวนขาว การจ าลองคร้ังแรกแสดงไดด้งัรูปท่ี 5.3  ซ่ึงจะ
เห็นวา่ลกัษณะกราฟของ μt  สามารถแบ่งออกไดเ้ป็น 5 ช่วง  

  

รูปท่ี 5.3 แสดงการจ าลองการเดินแบบสุ่ม (Random Walk) คร้ังท่ี 1 

ช่วงท่ี 1 ค่าของ μt โดยรวมลดลง ซ่ึงแสดงถึงเหตุการณ์ไม่คาดฝัน (vt) ส่วนมีค่านอ้ยกว่า
ศูนย ์ท าให้ค่า μt ซ่ึงเกิดจากการสะสมของค่า vt ในอดีต (∑ 𝑣𝑖

𝑡
𝑖=1 ) มีค่าติดลบนัน่เอง  และในช่วง

ท่ี 2 ค่าของ μt โดยรวมเร่ิมเพิ่มขึ้น ซ่ึงแสดงถึงเหตุการณ์ไม่คาดฝัน (vt) เร่ิมมีค่ามากกวา่ศูนยใ์นช่วง

 

 
2 อยา่ลืมว่า ตวัแปรสุ่ม vt เป็นตวัรบกวนขาว ซ่ึงตอ้งเป็นอิสระกบัช่วงเวลาอื่น ๆ ดงันั้น Cov(vi, vj) = 0, i ≠ j 
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น้ี ท าให้ค่า μt ซ่ึงเกิดจากการสะสมของค่า vt ในอดีต (∑ 𝑣𝑖
𝑡
𝑖=1 ) ติดลบนอ้ยลงเร่ือย ๆ จนมีค่าเป็น

บวก ณ  t ≈ 600 ส าหรับช่วงอ่ืน ๆ ก็สามารถพิจารณาไดใ้นลกัษณะเดียวกนัน้ี 

และเม่ือท าการจ าลองค่าคร้ังท่ี 2 (เน่ืองจาก vt คือตวัแปรสุ่ม ดงันั้น ในการจ าลองแต่ละ
คร้ังจะไดค้่าไม่เท่ากนั) แสดงไดด้งัรูปท่ี 5.4 จะไดล้กัษณะกราฟของ μt  สามารถแบ่งกวา้ง ๆ ออก
ไดเ้ป็น 2 ช่วง ก็คือ ช่วงท่ี 1 ค่า μt โดยรวมเพิ่มขึ้น ซ่ึงแสดงถึงเหตุการณ์ไม่คาดฝัน (vt) โดยรวม
มากกว่าศูนย ์ท าให้ค่า μt ซ่ึงเกิดจากการสะสมของค่า vt ในอดีต (∑ 𝑣𝑖

𝑡
𝑖=1 ) มีค่าเป็นบวกมากขึ้น

เร่ือย ๆ  แต่พอถึงช่วงท่ี 2 ค่า μt โดยรวมเร่ิมลดลง ซ่ึงแสดงถึงเหตุการณ์ไม่คาดฝัน (vt) เร่ิมมีค่า
น้อยกว่าศูนยใ์นช่วงน้ี อนัท าให้ค่า μt ซ่ึงเกิดจากการสะสมของค่า vt ในอดีต (∑ 𝑣𝑖

𝑡
𝑖=1 ) เร่ิมเป็น

บวกน้อยลง   และหากเราท าการจ าลองต่อไปอีก 6 คร้ัง จะได้ลกัษณะของค่า μt ท่ีแตกต่างกัน
ออกไปดงัสรุปในรูปท่ี 5.5 

 

  

           รูปท่ี 5.4 แสดงการจ าลองการเดินแบบสุ่ม (Random Walk) คร้ังท่ี 2 
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รูปท่ี 5.5 แสดงการจ าลองการเดินแบบสุ่ม (Random Walk) อีก 6 คร้ังถดัไป 

จากรูปท่ี 5.5 จะเห็นว่า หากตวัแปรสุ่ม vt ส่วนใหญ่มีค่าเป็นบวก จะท าให้ลกัษณะของค่า 
μt มีแนวโนม้ท่ีเพิ่มขึ้นเร่ือย ๆ ไดเ้ช่นกนั แมว้า่จะไม่มีตวัแนวโนม้ท่ีก าหนดไดอ้ยู่ใน μt ก็ตาม และ
เม่ือเราแทนค่าสมการท่ี (5.11) ลงใน (5.6) เราจะสามารถเขียนอนุกรมเวลา Xt เขียนไดด้งัน้ี 

𝑋𝑡 =∑𝑣𝑖

𝑡

𝑖=1

+ 𝜀𝑡                                                                               (5.14) 

εt คือตวัรบกวนขาวท่ีมีค่าเฉล่ียเป็นศูนยแ์ละความแปรปรวนคงท่ี สมการท่ี (5.14) แสดงถึงอนุกรม
เวลา Xt มีแนวโน้มสุ่มเป็นตัวประกอบส่วนหน่ึง  ดังนั้น เม่ือเราวาดกราฟอนุกรมเวลา Xt จะมี
ลกัษณะเดียวกบัการเดินแบบสุ่ม ซ่ึงจะเป็นอนุกรมเวลาท่ีไม่มีความน่ิง  

(2) แนวโน้มท่ีเป็นแบบสุ่มท่ีมีค่าคงท่ี 

แบบจ าลองแนวโนม้แบบสุ่มท่ีมีค่าคงท่ี จะเขียนไดด้งัน้ี  

         μt ‒  μt‒1 =  φ0 + vt                      (5.15) 

สมการท่ี (5.15) เขียนไดอี้กอยา่งคือ  
            μt  =  μt‒1 + φ0  + vt          (5.16) 
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เราอาจเรียกแนวโน้มแบบสุ่มตามสมการท่ี (5.15) หรือ (5.16) ว่า การเดินแบบสุ่มท่ีมีแนวโน้ม 
(Random Walks with Drift) ก็ได ้ซ่ึงแสดงถึงค่า μt จะมีแนวโน้มเขา้มาเก่ียวขอ้งดว้ย ดงัแสดง
ไดด้งัน้ี 
 จากสมการท่ี (5.16) ถา้ก าหนดให ้μ0 = 0  

ณ t = 1 จะได ้        μ1  =    μ0 + φ0 + v1  = φ0 +  v1    

ณ t = 2  จะได ้        μ2  =    μ1 + φ0 +  v2    = 2φ0 +  v1 + v2   

ณ t = 3 จะได ้        μ3  =     μ2 + φ0 + v3    = 3φ0 +  v1 + v2 +v3   

      : 

ณ t = T จะได ้        μT  =    μT‒1 + φ0 + vT        = Tφ0+v1+ v2 +v3 + … +vT 

หรือเขียนให้อยูใ่นรูปทัว่ไปไดด้งัน้ี 

𝜇𝑡 = 𝜑0𝑡 +∑𝑣𝑖

𝑡

𝑖=1

                                                                   (5.17) 

จากสมการท่ี (5.17) เรากล่าวไดว้า่ แนวโนม้แบบสุ่ม (μt) เกิดจากการสะสมของค่า vt ตั้งแต่อดีต
จนถึงปัจจุบนั (∑ 𝑣𝑖

𝑡
𝑖=1 )  และการสะสมของค่า φ0 ตั้งแต่อดีตถึงปัจจุบนัเช่นกนั (φ0 + φ0 + …+ 

φ0 = φ0t) ส่วนค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของ แนวโนม้แบบสุ่ม (μt) แสดงไดด้งัสมการต่อไปน้ี 

  E(μt )   =  𝜑0𝑡          (5.18) 

Var(μt) = 𝑡𝜎𝑣
2           (5.19)

3
 

จะเห็นว่า ทั้งค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของแนวโน้มแบบสุ่มเพิ่มขึ้นเร่ือย ๆ เม่ือเวลาผ่านไป 
ดงันั้นเรากล่าวไดว้า่ μt คือตวัแปรสุ่มท่ีไม่มีความน่ิง   

เม่ือพิจารณาสมการท่ี (5.18) จะพบวา่ค่าเฉล่ียแนวโนม้แบบสุ่มจะเพิม่ขึน้เร่ือย ๆ ในอตัรา
ท่ีคงท่ีเท่ากบั φ0  เม่ือเราท าการจ าลองค่า μt จ านวน 1,000 ค่า ขึ้นมาจากสมการ μt = μt‒1 + vt  และ
จากสมการ μt =  μt‒1 + φ0  + vt โดยก าหนดให้ค่า μ0 = 0, φ0 = 0.7 และ vt เป็นตวัรบกวนขาว 

 

 
3 อยา่ลืมว่า ตวัแปรสุ่ม vt เป็นตวัรบกวนขาว ซ่ึงตอ้งเป็นอิสระกบัช่วงเวลาอื่น ๆ ดงันั้น Cov(vi, vj) = 0, i ≠ j 
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โดยท าทั้งหมด 10 คร้ัง แลว้น ามาเปรียบเทียบกนัแสดงไดด้งัรูปท่ี 5.6 โดยรูปฝ่ังซา้ยจะเป็นรูปของ
การเดินแบบสุ่ม ฝ่ังขวาจะรูปของการเดินแบบสุ่มท่ีมีแนวโนม้ 

μt = μt‒1 + vt     μt =  μt‒1 + 0.7 + vt 

 

  

 

ท่ีมา : จากการค านวณดว้ยโปรแกรมส าเร็จรูป 

รูปท่ี 5.6 แสดงการจ าลองค่าจ านวน 1,000 ขอ้มูลของแบบจ าลอง (ก) μt = μt‒1 + vt  และ 

(ข) μt =  μt‒1 + 0.7 + vt   เม่ือก าหนดให ้μ0 = 0 จ านวน 10 คร้ัง 
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μt = μt‒1 + vt     μt =  μt‒1 + 0.7 + vt 

  

 

 

 

ท่ีมา : จากการค านวณดว้ยโปรแกรมส าเร็จรูป 

รูปท่ี 5.6 (ต่อ) 
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μt = μt‒1 + vt     μt =  μt‒1 + 0.7 + vt 

 

 

 

ท่ีมา : จากการค านวณดว้ยโปรแกรมส าเร็จรูป 

รูปท่ี 5.6 (ต่อ) 

 จากการจ าลองค่า μt ดงัแสดงในรูปท่ี 5.6 จะสังเกตเห็นวา่ ค่า μt ท่ีเกิดจาก μt =  μt‒1 + 0.7 

+ vt ท่ีมีแนวโนม้เพิ่มขึ้นเร่ือย ๆ  เสมอ ทั้งน้ีเน่ืองจากค่าเฉล่ียของ μt ในกรณีน้ีคือ  E(μt) = 0.7t  ส่วน
ค่า μt ท่ีเกิดจาก μt = μt‒1 + vt  อาจมีลกัษณะขึ้น ๆ ลง ๆ หรือมีลกัษณะท่ีเพิ่มขึ้นเร่ือย ๆ หรือลดลง
เร่ือย ๆ ก็ได ้กล่าวโดยสรุป อนุกรมเวลาท่ีมีการเดินแบบสุ่ม (Random Walk) อาจมีลกัษณะขึ้น ๆ 
ลง ๆ หรือมีแนวโนม้ท่ีเพิ่มขึ้นหรือมีแนวโนม้ท่ีลดลงก็ได ้ ส่วนอนุกรมเวลาท่ีมีการเดินแบบสุ่มท่ีมี
แนวโนม้ (Random Walk with Drift) มกัจะมีลกัษณะท่ีมีแนวโนม้ท่ีเพิ่มขึ้นเร่ือย ๆ  
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 จากสมการท่ี (5.6) เม่ือยอ้นกลบัไป 1 ช่วงเวลา เราจะได ้

       Xt‒1   = μt‒1 + εt‒1       

น าสมการขา้งตน้ไปหกัออกจากสมการท่ี (5.6) เราจะไดว้า่ 

      ∆Xt  = (μt ‒ μt‒1) + (εt ‒ εt‒1) 

     = φ0 + vt   + (εt ‒ εt‒1)       

    = φ0 + at             (5.20) 

โดยท่ี  at  คือผลบวกเชิงเส้น (linear combination) ของตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือน vt, εt และ εt‒1 
หรือเขียนไดว้่า at = vt + εt ‒ εt‒1  หรือกล่าวไดว้่า at ถือเป็นตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนของสมการท่ี 

(5.20) นัน่เอง ซ่ึงมีค่าเฉล่ียเป็นศูนย ์และความแปรปรวนคือ  𝜎𝑎2   
จากสมการท่ี (5.20) จะเห็นว่า หลังจากการท าผลต่างล าดับท่ีหน่ึงกับอนุกรมเวลา  Xt  

(หรือเขียนแทนดว้ย ∆Xt ) จะพบว่า แนวโน้มแบบสุ่มถูกก าจดัให้หายไป เหลือเพียงแต่ส่วนของ
ค่าคงท่ี (φ0) และตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือน at เท่านั้น   ส่วนค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของ ∆Xt  
เป็นค่าคงท่ีทั้งคู่ ซ่ึงก็คือ φ0 และ 𝜎𝑎2  ส่วนค่าความแปรปรวนร่วมของ ∆𝑋𝑡1 และ ∆𝑋𝑡2   ขึ้นอยู่กบั
ช่วงห่างของเวลา4 ดังนั้น เรากล่าวได้ว่า  ∆Xt เป็นอนุกรมเวลาท่ีมีความน่ิง  

5.1.3 อนุกรมเวลา Xt อยู่ในรูปการเดินแบบสุ่ม (Random Walk)  

ในหวัขอ้ท่ีแลว้ เราไดรู้้จกัแนวโนม้แบบสุ่ม ซ่ึงถูกเขียนใหอ้ยูใ่นรูปแบบการเดินแบบสุ่ม 
ดงันั้น ถา้อนุกรมเวลา Xt อยูใ่นรูปการเดินแบบสุ่ม จะหมายถึง อนุกรมเวลา Xt ขึ้นอยู่กบัค่าของมนั
ในช่วงเวลาท่ีผา่นมา ซ่ึงเขียนไดด้งัน้ี 

   Xt   =  Xt‒1 + εt                  (5.21) 

โดยท่ี εt คือตวัรบกวนขาวท่ีมีค่าเฉล่ียเป็นศูนยแ์ละความแปรปรวนคงท่ี จะเห็นว่าสมการท่ี (5.21) 
ก็คือแบบจ าลอง AR(1) โดยท่ี ค่าสัมประสิทธ์ิของ Xt‒1 มีค่าเป็น 1 นั่นเอง และเราสามารถเขียน
สมการท่ี (5.21) เขียนไดเ้ป็น 

 

 
4 ใชว้ิธีพิสูจน์ เหมือนกบัเป็นกรณี Moving Average 
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    Xt ‒ Xt ‒1   =  εt             (5.22) 

หรือ    α(L) Xt ‒1  =  εt             (5.23) 

โดยท่ี  α(L) = 1 ‒  L     และค่าสัมบูรณ์ของรากของสมการ  α(L) = 0   หาไดจ้าก  1‒ L = 0  จะ
ได ้| L | = 1  ซ่ึงมีค่าเท่ากบั 1

5
  ดงันั้น เรากล่าวไดว้า่อนุกรมเวลา Xt ไม่มีความน่ิง   

ท านองเดียวกนั กรณีแนวโนม้แบบสุ่มท่ีมีรูปแบบเป็นการเดินแบบสุ่ม (Random Walk) 
เม่ือก าหนดให ้X0 = 0 อนุกรมเวลา Xt ท่ีแสดงดงัสมการท่ี (5.21) สามารถเขียนไดด้งัน้ี 

𝑋𝑡 =∑𝜀𝑖

𝑡

𝑖=1

                                                                                  (5.24) 

จากสมการท่ี (5.24)  ท าให้เราทราบว่า อนุกรมเวลา Xt มีค่าเฉล่ียคงท่ีคือ E(Xt) = 0 แต่ความ
แปรปรวนจะไม่คงท่ี เน่ืองจาก Var(Xt) = t 2 ดงันั้น เราจึงกล่าวไดว้่า อนุกรมเวลา Xt ท่ีอยู่ใน
รูปแบบการเดินแบบสุ่มจะไม่มีความน่ิง 

และถา้อนุกรมเวลา Xt อยู่ในรูปการเดินแบบสุ่มแบบมีแนวโน้ม (Random Walk with 

Drift) เขียนไดด้งัน้ี 

   Xt   = Xt‒1 +α0 + εt          (5.25) 

ท านองเดียวกัน เม่ือก าหนดให้ X0 =  0  อนุกรมเวลา Xt  ท่ีแสดงดงัสมการ (5.25) สามารถเขียน
ไดด้งัน้ี 

𝑋𝑡 = 𝛼0𝑡 + ∑𝜀𝑖

𝑡

𝑖=1

                                                                   (5.26) 

จากสมการท่ี (5.26)  จะได้ว่า อนุกรมเวลา Xt มีค่าเฉล่ียไม่คงท่ี คือ E(Xt) = α0t  และความ
แปรปรวนก็ไม่คงท่ีด้วยคือ  Var(Xt) = t 2  ดังนั้น เราจึงกล่าวได้ว่า อนุกรมเวลา Xt ท่ีอยู่ใน

 

 
5

 ค่าสัมบูรณ์ของราก (หรือค าตอบ) ของสมการ  α(L) = 0 ต้องมากกว่า 1 เราจึงสรุปได้ว่าอนุกรมเวลา Xt ในรูป 
Autoregressive มีความน่ิง 
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รูปแบบการเดินแบบสุ่มแบบมีแนวโน้มจะไม่มีความน่ิง   จะเห็นว่าค่าคงท่ี α0 แทจ้ริงแสดงถึงค่า
แนวโนม้ท่ีมีในค่าเฉล่ีย E(Xt) นัน่เอง เราจึงเรียกวา่ “การเดินแบบสุ่มแบบมีแนวโน้ม” นัน่เอง 

เน่ืองจาก ∑ 𝜀𝑖
𝑡
𝑖=1  สามารถแปลความหมายได้ว่าเป็นแนวโน้มแบบสุ่ม  (Stochastic 

Trend) ไดเ้ช่นกนั นัน่คือ อนุกรมเวลาท่ีอยูใ่นรูปแบบการเดินแบบสุ่ม และท่ีอยูใ่นรูปแบบการเดิน
แบบสุ่มท่ีมีแนวโน้ม จะประกอบดว้ยแนวโน้มแบบสุ่มเสมอ นอกจากน้ี เม่ือเราพิจารณาผลต่าง
ล าดับท่ี 1 ของอนุกรมเวลา Xt ทั้ ง 2 รูปแบบดังกล่าว จะสามารถแสดงได้ดังสมการท่ี (5.27) 
และ (5.28) ตามล าดบัไดด้งัน้ี   

       ∆Xt    =  εt             (5.27)
6
 

       ∆Xt    = α0 +  εt            (5.28)
7
 

จากการสังเกต สมการท่ี (5.27) และ (5.28) แสดงถึงค่าของอนุกรมเวลา Xt ท่ีเปล่ียนไปในแต่ละ
ช่วงเวลาเป็นแบบสุ่ม โดยอาจเปล่ียนไปแบบมากขึ้นหรือลดลงสลบักนัไปก็ไดข้ึ้นอยู่กบัค่าของ εt  
หรือกล่าวอีกอย่างคือหลงัจากการท าผลต่างล าดบัท่ีหน่ึงของอนุกรมเวลาท่ีมีรูปแบบการเดินแบบ
สุ่ม ไม่วา่จะมีแนวโนม้หรือไม่มีก็ตาม จะไดอ้นุกรมเวลาท่ีมีความน่ิง  

5.1.4 อนุกรมเวลา Xt อยู่ในรูปผลรวมล าดับท่ี d  (Integrated of order d) 

 พิจารณาอนุกรมเวลา Xt อยู่ในรูปแบบการเดินแบบสุ่มแบบมีแนวโนม้ : Xt = Xt‒1 +α0 + 

εt  ถา้ท าผลต่างล าดบัท่ี 1 กบั Xt ( ∆Xt ) จะท าใหไ้ดอ้นุกรมเวลาท่ีมีความน่ิง ซ่ึงแสดงไดด้งัน้ี 

   ∆Xt    = α0 + εt       หรือ        (1‒L)Xt = α0 + εt  

ในกรณีน้ี เราจะกล่าวว่า Xt อยู่ในรูปผลรวมล าดบัท่ี 1 หรือเขียนไดว้่า   Xt ~ I(1)  ทั้งน้ีเป็นเพราะ 
เราสามารถเขียน Xt  ให้อยู่ในรูปผลรวมของอนุกรมเวลาท่ีมีความน่ิงดังแสดงต่อไปน้ี  (สมมุติ
ให ้X0 = 0) 

 

 
6

 ค่าเฉลี่ยคงท่ีคือ  E(Xt) = 0  และความแปรปรวนก็คงท่ีดว้ยคือ Var(Xt) = 2  และความแปรปรวนร่วมคือ 

 𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡1 , 𝑋𝑡2) = |𝑡1 − 𝑡2|𝜎2 

 
7 ค่าเฉลี่ยคงท่ีคือ  E(Xt) = α0  และความแปรปรวนก็คงท่ีดว้ยคือ Var(Xt) = 2 และความแปรปรวนร่วมคือ 
𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡1 , 𝑋𝑡2) = |𝑡1 − 𝑡2|𝜎

2 
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𝑋𝑡 = 𝛼0𝑡 +∑𝜀𝑖

𝑡

𝑖=1

 

โดยค่าคงท่ี α0 จะกลายเป็นค่าสัมประสิทธ์ิของแนวโน้มก าหนดได้ t (อย่าลืมว่า εt คือตวัรบกวน
ขาว และจากคุณสมบัติของตัวรบกวนขาว เราจึงกล่าวได้ว่า  εt ถือเป็นตัวแปรสุ่มท่ีมีความน่ิง
นัน่เอง) 

ท านองเดียวกนั หากเราพบว่าอนุกรมเวลา Xt ไม่มีความน่ิง แต่หากเราท าผลต่างล าดบัท่ี 2 
กบัอนุกรมเวลา  Xt  ( ∆2Xt )แลว้8 พบวา่อนุกรมเวลาท่ีไดมี้ความน่ิง ซ่ึงแสดงไดด้งัน้ี 

   ∆2Xt   = α0 + εt  หรือ      (1‒L)2 Xt  = α0 +εt  

เราจะเรียกว่า Xt  อยู่ในรูปผลรวมล าดบัท่ี 2 หรือเขียนไดว้่า  Xt ~ I(2) ทั้งน้ีเป็นเพราะเราสามารถ
เขียน Xt  ใหอ้ยูใ่นรูปผลรวมจ านวนสองคร้ังซอ้นกนัของอนุกรมเวลาท่ีมีความน่ิงดงัแสดงต่อไปน้ี 

𝑋𝑡 = 𝜑0 + 𝜑1𝑡 + 𝜑1𝑡
2 +∑∑𝜀𝑖

𝑗

𝑖=1

𝑡

𝑗=1

 

โดยค่าคงท่ี α0 จะเก่ียวขอ้งกบัค่าสัมประสิทธ์ิของแนวโนม้ก าหนดได ้(φ1, φ2)
9 

  ดงันั้น เรากล่าวในรูปทัว่ไปไดว้่า  หากอนุกรมเวลา Xt ไม่มีความน่ิง และการท าผลต่าง
ล าดบัท่ี d กบัอนุกรมเวลา Xt จะท าใหไ้ดอ้นุกรมเวลาท่ีมีความน่ิง ซ่ึงแสดงไดจ้าก 

   ∆dXt   =  εt หรือ         (1‒L)d Xt = εt    

 แล้วเราจะเรียกว่า Xt อยู่ในรูปผลรวมล าดับท่ี d หรือเขียนได้ว่า Xt ~ I(d)  ทั้งน้ีเป็นเพราะเรา
สามารถเขียน Xt  ใหอ้ยูใ่นรูปผลรวมจ านวน  d  คร้ังซอ้นกนัของอนุกรมเวลาท่ีมีความน่ิงนัน่เอง 

 

 
8

 ผลต่างล าดบัท่ี 2 ของ Xt  เขียนแทนดว้ย  ∆2Xt   =  ∆(∆Xt) = ∆(Xt ‒ Xt‒1) = ∆Xt ‒ ∆Xt‒1  

               =  (Xt ‒Xt‒1)‒(Xt‒1‒Xt‒2) = Xt‒2Xt‒1+Xt‒2    

 หรืออาจหาจากการใชต้วัด าเนินการล่าชา้ (Lag Operator) ดงัน้ี    
 ให้  ∆ = 1‒L   ดงันั้น  ∆2Xt = (1‒L)2 Xt = (1 ‒2L+L2) Xt  = Xt‒2Xt‒1+Xt‒2 

 
9ดูภาคผนวก 5ข 
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5.2 ค่า TAC และ TPAC ของอนุกรมเวลาท่ีมีการเดินแบบสุ่ม 

 จากบทท่ี 3 เราทราบแลว้ว่า อนุกรมเวลา Xt ท่ีอยู่ในรูป AR(1): Xt  =  α0 + α1Xt‒1 + εt  
มีค่า TAC และ TPAC ดงัน้ี 

𝜌𝑘   =  𝛼1
𝑘         

 ∅𝑘𝑘 = {
𝜌1

0
     

เม่ือ  𝑘 = 1

เม่ือ  𝑘 ≥ 2
               

 และเม่ือเราพิจารณาจากสมการท่ี (5.21) และ (5.25) แสดงอนุกรมเวลา Xt  มีการเดิน
แบบสุ่มแบบไม่มีแนวโนม้และแบบมีแนวโนม้ตามล าดบั โดยแทจ้ริงแลว้ แบบจ าลองทั้ง 2 แบบ  ก็
คือรูปแบบของ AR(1) โดยท่ีค่าสัมประสิทธ์ิของ Xt‒1 มีค่าเป็น 1 นั่นเอง  (α1 = 1)  ดังนั้น ค่า 
TAC และ TPAC ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีมีรูปแบบการเดินแบบสุ่ม (ไม่ว่าจะมีแนวโนม้หรือไม่มี
แนวโนม้ก็ตาม)  จะเป็นดงัน้ี  

𝜌𝑘    = 1      

∅𝑘𝑘 = {
1

0
     

เม่ือ  𝑘 = 1

เม่ือ  𝑘 ≥ 2

                

 นัน่คือค่า TAC ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีมีการเดินแบบสุ่ม จะมีค่าเท่ากบั 1 ไม่ว่า k จะมีค่า
เท่าใดก็ตาม ส่วนค่า TPAC ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีมีการเดินแบบสุ่ม จะมีค่าเท่ากบั 1 ส าหรับ 1 

ช่วงเวลาท่ีผ่านมาเท่านั้น (k = 1) จากนั้นจะมีค่าเป็นศูนย ์  สมมุติอนุกรมเวลาหน่ึงมีรูปแบบเป็น
การเดินแบบสุ่มแลว้ ค่า SAC และ SPAC ของอนุกรมเวลาดงักล่าวจะมีลกัษณะดงัรูปท่ี 5.7 
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รูปท่ี 5.7 แสดงค่า SAC และ SPAC ของอนุกรมเวลาท่ีมีการเดินแบบสุ่ม 
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5.3 แบบจ าลอง Autoregressive Integrated Moving Average (ARIMA) 

เราทราบจากบทก่อนหน้าน้ีแลว้ว่า แบบจ าลองของ ARMA(p, q) จะตอ้งน าไปใช้กับ
อนุกรมเวลาท่ีมีความน่ิง (Stationary) เท่านั้น ดังนั้น หากเราพบว่าอนุกรมเวลาไม่มีความน่ิง 
(Nonstationary) เราจะต้องแปลงอนุกรมเวลานั้ นให้มีความน่ิงเสียก่อน จึงจะน ามาใช้กับ
แบบจ าลองของ Box-Jenkins ได ้และวิธีการหน่ึงท่ีมกัถูกน ามาใชแ้ปลงอนุกรมเวลาท่ีไม่มีความ
น่ิงให้เป็นอนุกรมเวลาท่ีมีความน่ิงก็คือ วิธีการหาผลต่าง (differencing) ดังเช่นท่ีได้อธิบายไว้
ก่อนหนา้น้ี 

ถา้ก าหนดให้อนุกรมเวลา Xt ~ I(d)  ดงันั้น อนุกรมเวลา  ∆dXt  ซ่ึงเป็นอนุกรมท่ีมีความ
น่ิงแล้ว จะสามารถน าไปใช้กับแบบจ าลอง  ARMA(p,q) ได้ และจะเรียกว่าแบบจ าลอง 
Autoregressive Integrated Moving Average ล าดบัท่ี (p, d, q) หรือเขียนยอ่ ๆ วา่ ARIMA(p,  

d,  q) ซ่ึงมีรูปทัว่ไปเขียนไดด้งัน้ี 

  α(L)∆dXt  =  θ0 + β(L)εt           (5.29) 

โดยท่ี  α(L) = 1 ‒ α1L ‒ α2L
2

  ‒ … ‒ αpL
p  

   β(L) = 1 ‒ β1L ‒ β2L
2

  ‒ … ‒ βqL
q    

εt  คือตวัรบกวนขาวท่ีมีค่าเฉล่ียเท่ากบัศูนยแ์ละความแปรปรวนคงท่ี 2 

θ0 คือค่าพารามิเตอร์ ซ่ึงจะแสดงถึงค่าสัมประสิทธ์ิของแนวโนม้ก าหนดได ้เม่ือ d > 0
10

 

ดงันั้น เราจึงควรให ้θ0 ≠ 0 หากอนุกรมเวลาท่ีรวบรวมมาแสดงถึงการมีแนวโนม้ก าหนดได้อย่าง
ชดัเจน 

เพื่อใหเ้ขา้ใจง่าย พิจารณาแบบจ าลอง ARIMA(0,1,1) หรือ IMA(1,1) โดยท่ี θ0 = 0 จะ
เขียนไดด้งัน้ี 
   ∆Xt = εt ‒ β1εt‒1            (5.30) 

หรือเขียนไดว้า่    Xt   =  Xt‒1 + εt ‒ β1εt‒1               (5.31) 

 

 
10 ถา้ d = 0  แลว้  ค่า θ0 = μ (1 ‒ α1‒ α2 ‒…–  αp) นัน่เอง 
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จะเห็นว่า เม่ือ β1 = 0 แลว้อนุกรมเวลา Xt ท่ีแสดงดว้ยสมการท่ี (5.31) ก็คือรูปแบบการ
เดินแบบสุ่มนัน่เอง ดงันั้น หากค่า SAC ของอนุกรมเวลา Xt ไม่ลดลงเม่ือเวลาผา่นไป ในขณะท่ีค่า 
SAC และ SPAC ของ ∆Xt เป็นไปตามลักษณะของ  MA(1) เราจึงควรเลือกใช้แบบจ าลอง 
IMA(1,1)  แต่อย่าลืมว่าเราตอ้งตรวจสอบความเหมาะสมของแบบจ าลองตามวิธีเดียวกับท่ีได้
ศึกษามาในบทก่อนหนา้น้ีดว้ย 

5.4   การทดสอบความนิง่ของอนุกรมเวลา (Stationary Test of Time Series) 

 ในหวัขอ้ก่อนหนา้น้ี เราทราบแลว้วา่ ถา้ Xt ~ I(d) แลว้ ∆dXt จะเป็นอนุกรมเวลาท่ีมีความ
น่ิง (โดยท่ี  d  1) ในทางปฏิบติั มีนักสถิติ 2 ท่าน คือ Dickey และ Fuller ไดเ้สนอวิธีการทาง
สถิติท่ีใชท้ดสอบอนุกรมเวลาว่ามีความน่ิงหรือไม่ ซ่ึงเราสามารถน าใชก้ารทดสอบว่า ล าดบัท่ีควร
ท าผลต่าง (d) ควรเป็นท่ีเท่าใดจึงจะไดอ้นุกรมเวลาท่ีมีความน่ิง รายละเอียดของการทดสอบความ
น่ิง อธิบายไดด้งัต่อไปน้ี 
 พิจารณาอนุกรมเวลา AR(1) ดงัน้ี 

   Xt = ρXt‒1 + εt  ก าหนดให ้X0 = 0       (5.32) 

ณ t = 1 จะได ้  X1 = ρX0 + ε1 = ε1     

ณ t = 2 จะได ้  X2 = ρX1 + ε2 = ε2 + ρε1      

ณ t = 3 จะได ้  X3 = ρX2 + ε3 = ε3 + ρε2 + ρ2ε1 

ท าเช่นน้ีไปเร่ือย ๆ เราจะเขียนในรูปทัว่ไปไดว้า่ 

Xt  = εt + ρ1εt‒1
 + ρ2εt‒2

 +… + ρt‒1ε1
   

หรือ           Xt  =  ∑ 𝜌
𝑖
𝜀𝑡−𝑖

𝑡−1

𝑖=0

                                                                                          (5.33) 

เม่ือ ρ = 1 แล้วสมการท่ี (5.33) จะแสดงถึงอนุกรมเวลา Xt อยู่ในรูปแบบการเดินแบบสุ่ม 
(Random Walk) นัน่เอง ในทางปฏิบติั มกัพบไดว้า่อนุกรมเวลาทางเศรษฐศาสตร์ ทางธุรกิจ และ
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ทางการเงิน มีโอกาสท่ีจะเป็นในลกัษณะน้ี  และ ถา้ 0 < ρ < 1 แลว้สมการท่ี (5.33) จะแสดงถึง 
เหตุการณ์ไม่คาดฝันในอดีต ยิ่งผ่านมานานเท่าไหร่ จะยิ่งส่งผลกระทบต่อ Xt ในปัจจุบนัน้อยลง
เท่านั้น ซ่ึงอนุกรมเวลาทางเศรษฐศาสตร์ ทางธุรกิจ และทางการเงินก็มีโอกาสท่ีจะเป็นลกัษณะน้ี
ดว้ย         

แต่ถา้ ρ > 1 สมการท่ี (5.33) จะแสดงถึงเหตุการณ์ไม่คาดฝันในอดีตยิง่ผา่นมานานเท่าใด 
จะยิ่งส่งผลกระทบต่อ Xt ในปัจจุบนัมากขึ้นเท่านั้น ซ่ึงในโลกแห่งความเป็นจริงแลว้ ไม่มีตวัแปร
ทางเศรษฐศาสตร์ ทางธุรกิจ หรือทางการเงินใด ๆ ท่ีมีลกัษณะน้ี เช่นเดียวกบักรณีท่ี ‒1 <  ρ < 0 

สมการท่ี (5.33) จะแสดงถึงค่าของตวัแปร Xt  จะเกิดจากการสะสมค่าของเหตุการณ์ไม่คาดฝันใน
อดีตแบบเป็นขึ้น ๆ ลง ๆ (เป็นบวกบา้ง เป็นลบบาง) ขึ้นอยู่กบัช่วงเวลาท่ีผ่านมาว่าเป็นเลขคู่หรือ
เลขคี่และจะส่งผลกระทบต่อ Xt  น้อยลงเร่ือย ๆ เม่ือเวลาผ่านไป ในขณะท่ีหาก ρ < ‒1 จะมี
ลกัษณะขึ้น ๆ ลง ๆ เช่นกนั (เป็นบวกบา้ง เป็นลบบาง) แต่จะส่งผลกระทบต่อ Xt  รุนแรงขึ้น    เร่ือย 
ๆ เม่ือเวลาผ่านไป  ซ่ึงในโลกแห่งความเป็นจริงแลว้ ตวัแปรทางเศรษฐศาสตร์ ทางธุรกิจ หรือ
ทางการเงิน จะไม่มีลกัษณะเช่นน้ี   

กล่าวโดยสรุปก็คือ อนุกรมเวลาท่ีใช้รูปแบบ AR(1) จะไม่มีความน่ิงเม่ือ | ρ |  1 และมี
ความน่ิงเม่ือ | ρ | < 1 และในทางปฏิบติัเรามกัจะพบใน 2 กรณีเท่านั้น คือ ρ = 1 หรือ 0 < ρ < 1  

ดังนั้ น นักสถิติ 2 ท่าน คือ Dickey and Fuller (1979)
11

 จึงเสนอวิธีการทดสอบว่า 
อนุกรมเวลามีแนวโนม้แบบสุ่มหรือไม่ดว้ยการทดสอบสมมุติฐานดงัน้ี 

  H0:   ρ   = 1    (หมายถึง อนุกรมเวลาท่ีพิจารณาอยูมี่แนวโนม้แบบสุ่ม) 

  H1:  | ρ | < 1 (หมายถึง อนุกรมเวลาท่ีพิจารณาอยูไ่ม่มีแนวโนม้แบบสุ่ม)  

ถา้เราปฏิเสธสมมุติฐานหลกั แลว้ค่า ρ ในสมมุติฐานรองจะมีค่าอยูร่ะหวา่ง 0 กบั 1 (0 < ρ < 1)  
ดงันั้น สมมุติฐานรอง อาจเขียนสั้น ๆ  วา่ H1: ρ < 1 กไ็ด ้ส่วนการทดสอบสมมุติฐานขา้งตน้สามารถ
ท าไดด้ว้ยการใชค้่าสถิติ t*  ดงัสูตรต่อไปน้ี 

𝑡∗ =
𝜌̂ − 1

𝑠𝑒(𝜌̂)
 

 

 
11

 Dickey, D. A., and W. A. Fuller, “Distribution of the Estimators for Autoregressive Time Series 

with a Unit Root,” Journal of American Statistical Association 74 (1979): 427‒431. 
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พิจารณา เม่ือแทนค่า ρ ภายใตส้มมุติฐานหลกั (ซ่ึงก็คือ ρ = 1)  จะท าใหส้มการ AR(1) เป็นดงัน้ี 

   Xt =  Xt ‒1 + εt    หรือ   α(L)Xt  = εt    

โดยท่ี α(L) = 1 ‒ L ซ่ึงจะไดว้า่รากของสมการ α(L) = 0  ก็คือ 1 จึงท าใหเ้ราอาจเรียกการทดสอบ
ดงักล่าววา่ การทดสอบ Unit Root  นัน่เอง 
 อย่างไรก็ดี นักสถิติ Dickey และ Fuller พบว่า ถา้ค่าพารามิเตอร์ภายใตส้มมุติฐานหลกั
คือ ρ = 1 เป็นจริง 12แลว้ตวัประมาณค่าดว้ยวิธีก าลงัสองนอ้ยท่ีสุด ( 𝜌̂ ) จะไม่ใช่การแจกแจงแบบ
ปกติ13 แมว้่าจะมีตวัอย่างขนาดใหญ่ก็ตาม นัน่คือการทดสอบสมมุติฐานจะใช้ค่าวิกฤติจากตาราง
การแจกแจงปกติ ตารางการแจกแจงแบบ t หรือตารางการแจกแจงแบบ F ไม่ได ้ดงันั้น นกัสถิติทั้ง 
2 ท่านน้ีจึงได้ค  านวณค่าวิกฤติขึ้นมาใหม่ โดยแบ่งการค านวณค่าวิกฤตตามสมการท่ีใช้ทดสอบ 

Unit Root ดงัน้ี 

   Xt  =   ρXt‒1 + εt          (5.34) 

   Xt  =  β0 +  ρXt‒1 + εt           (5.35) 

   Xt  =  β0 + β1t +  ρXt‒1 + εt         (5.36) 

 จะเห็นวา่ สมการท่ี (5.36) มีตวัแปรแนวโนม้ก าหนดไดแ้ละค่าคงท่ีมาร่วมในการ
ทดสอบ Unit Root ดว้ย ส่วนสมการท่ี (5.35) มีเฉพาะค่าคงท่ีเท่านั้น และสมการท่ี (5.34) ไม่มีทั้ง
ค่าคงท่ีและแนวโนม้ท่ีก าหนดได ้ การท่ีเราจะเลือกใชส้มการท่ี (5.34)‒(5.36) อนัใดอนัหน่ึงใน
การทดสอบ Unit Root นั้นมีหลกัเกณฑด์งัน้ี 

 เม่ือเราวาดกราฟของอนุกรมเวลาท่ีตอ้งการทดสอบความน่ิง แลว้พบว่าอนุกรมเวลานั้น
เคล่ือนขึ้น ๆ ลง ๆ อยู่รอบ ๆ ศูนย ์เราควรเลือกใช้สมการท่ี (5.34) และหากพบว่าอนุกรมไม่มี
แนวโนม้ท่ีเพิ่มขึ้นหรือลดลงเม่ือเวลาผา่นไป แต่จะเคล่ือนขึ้น ๆ ลง ๆ อยูร่อบ ๆ ค่าคงท่ีค่าหน่ึง เรา
ควรเลือกใชส้มการท่ี (5.35) และหากอนุกรมเวลานั้นมีแนวโนม้ท่ีเพิ่มขึ้นหรือลดลงเม่ือเวลาผ่าน
ไป เราควรเลือกใชส้มการท่ี (5.36)

14  

 

 
12 หรือกล่าวว่า อนุกรมเวลา Xt  มีแนวโนม้แบบสุ่ม 

 
13 แต่จะมีการแจกแจงท่ีเรียกว่า  Wiener process  หรือ Brownian motion 

 
14

 Hill, R. C., W. E. Griffiths, and G. C. Lim, Principle of Econometrics, 3rd edition. (John Wiley&Sons, 

Inc., 2008), p. 336. 
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 เม่ือเราน า Xt ‒1 ไปหกัออกทั้ง 2 ขา้งของสมการท่ี (5.34), (5.36) และ (5.36) เราจะได้
สมการต่อไปน้ี 
  ∆Xt  =   γXt‒1 + εt                 (5.37) 

  ∆Xt  =  β0 +  γXt‒1 + εt                  (5.38) 

  ∆Xt  =  β0 + β1t +  γXt‒1 + εt                 (5.39) 

โดยท่ี γ = ρ‒1 เราสามารถใช้สมการในการทดสอบว่าอนุกรมเวลา Xt มีความน่ิงหรือไม่ดว้ยการ
ตั้งสมมุติฐานหลกัและสมมุติฐานรองต่อไปน้ี 

  H0: γ  = 0    (ซ่ึงเทียบเท่ากบั  H0: ρ = 1) 

  H1:  γ < 0   (ซ่ึงเทียบเท่ากบั  H0: ρ < 1) 

การใชรู้ปแบบสมการท่ี (5.37)‒(5.39) ในการทดสอบ Unit Root จะท าใหเ้ราค านวณค่าสถิติ t 
ไดง้่ายขึ้นดงัน้ี 

𝑡∗ =
𝛾

𝑠𝑒(𝛾̂)
 

จะเห็นว่า การค านวณค่าสถิติ t* จะมีสูตรเหมือนกนักรณีท่ีเราก าลงัทดสอบว่าค่าพารามิเตอร์ใน
สมการถดถอยแตกต่างจากศูนยอ์ย่างมีนยัส าคญัหรือไม่ ซ่ึงเรามกัคุน้เคยกบัค่า  t* ในลกัษณะน้ี จึง
ท าใหใ้นทางปฏิบติัเรามกัใชส้มการท่ี (5.37)‒(5.39) ในการทดสอบ Unit Root  
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5.5  การทดสอบความนิ่งของอนุกรมเวลาด้วยวิธี Augmented Dickey‒Fuller  
(ADF) 

ในหัวข้อท่ีผ่านมา เราศึกษาถึงการทดสอบความน่ิงของอนุกรมเวลา ด้วยวิธีการของ 

Dickey‒Fuller ซ่ึงวิธีน้ีจะตอ้งใชท้ดสอบกบัอนุกรมเวลาท่ีอยูใ่นรูป AR(1) เท่านั้นว่ามีแนวโนม้
แบบสุ่มหรือไม่ แต่หากอนุกรมเวลา Xt อยู่ในรูปแบบ AR(p) วิธีการของ Dickey‒Fuller จะตอ้ง
มีการปรับปรุงเพิ่มเติม (Augmented) เพื่อให้ตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนของแบบจ าลองท่ีใชท้ดสอบ 

Unit Root มีคุณสมบติัเป็นตวัรบกวนขาว 
เพื่อใหเ้ขา้ใจไดง้่ายขึ้น สมมุติใหอ้นุกรมเวลา Xt  อยูใ่นรูปแบบ AR(2) ดงัน้ี 

Xt = α1Xt‒1 + α2Xt‒2 + εt            (5.40) 

จากสมการขา้งตน้ เราจะพิสูจน์ไดว้า่ 

Xt ‒ α1Xt‒1 ‒ α2Xt‒2  = εt            (5.41) 

(1 ‒ α1L ‒ α2L
2)Xt  = εt       

หรือ              α(L)Xt = εt 

โดยท่ี α(L) = (1 ‒ α1L ‒ α2L
2)   และจากบทท่ี 3 เราทราบแลว้วา่ เง่ือนไขท่ีท าให้อนุกรม Xt มี

ความน่ิงคือ “ค่าสัมบูรณ์ของราก(หรือค าตอบ)ของสมการ α(L) = 0 ต้องมากกว่า 1” 
ถา้ก าหนดให ้(1 ‒ α1L ‒ α2L

2) = (1 ‒ π1L)(1‒ π2L)  ดงันั้น ค่าสมบูรณ์ของรากของ

สมการ α(L)=0 ไดแ้ก่ |
1

𝜋1
| และ | 1

𝜋2
| เราจึงกล่าวไดว้า่ อนุกรมเวลา Xt ซ่ึงอยูใ่นรูปแบบ AR(2) 

จะมีความน่ิงก็ต่อเม่ือ  |π1| < 1 และ |π2| < 1       

ตัวอย่าง  สมมุติใหอ้นุกรมเวลา Zt ท่ีอยูใ่นรูป AR(2) ดงัน้ี 

Zt = 1.5 Zt‒1 ‒ 0.5Zt‒2 + εt   

นัน่คือ    α1 = 1.5 ,  α2  = ‒0.5  จากสมการขา้งตน้เขียนไดด้งัน้ี 

   Zt ‒ 1.5 Zt‒1  +0.5Zt‒2  =  εt   

  (1 ‒ 1.5L +0.5L2)Zt  =  εt  นัน่คือ  α(L) = 1 ‒ 1.5L +0.5L2 

  (1 ‒ 1L)(1‒0.5L)Zt  =  εt      
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นัน่คือ จะได ้π1 =1 และ π2= 0.5   ดงันั้น |π1| = 1 และ |π2 | = 0.5 เราจึงกล่าวไดว้า่ อนุกรมเวลา 
Zt ไม่มีความน่ิง และจากการสังเกตเราพบว่า α1 = 1.5, α2 = ‒0.5 และ π1 = 1, π2 = 0.5 นัน่คือ  
π1 = α1+ α2 และ π2 = ‒ α2 

และตอนน้ีเราจะมาดูว่าการทดสอบความน่ิงของอนุกรมเวลาดว้ยวิธี ADF จะเป็นอย่างไร 
จากสมการท่ี (5.40) น า Xt ไปหกัออกทั้ง 2 ขา้ง จะได ้

Xt ‒Xt‒1= (α1‒1)Xt‒1 + α2Xt‒2 + εt     

น า α2Xt‒1‒ α2Xt‒1 ไปเพิ่มทางดา้นขวาของสมการจะได ้

     ∆Xt = (α1‒1)Xt‒1 + (α2Xt‒1‒ α2Xt‒1)+ α2Xt‒2  + εt 

จดัรูปใหม่จะได ้

     ∆Xt = (α1+α2‒1)Xt‒1 ‒α2 (Xt‒1‒Xt‒2)  + εt 

     ∆Xt = (α1+α2‒1)Xt‒1 ‒α2 ∆Xt‒1  + εt 

หรือ      ∆Xt = (π1 ‒1)Xt‒1 ‒ α2∆Xt‒1  + εt    

ถา้ก าหนดให ้γ = π1 ‒1  และ  c1 = ‒ α2  สมการขา้งบนจะเขียนไดเ้ป็น 

    ∆Xt = γXt‒1 +c1∆Xt‒1 + εt            (5.42) 

วิธีการทดสอบความน่ิงของอนุกรมเวลาดว้ยวิธี ADF จะใชส้มการท่ี (5.42) โดยการตั้งสมมุติฐาน
หลกัและสมมุติฐานรองดงัน้ี H0: γ = 0 และ H1: γ < 0 ถา้เราไม่สามารถปฏิเสธสมมุติฐานหลกั 
นั่นหมายถึงอนุกรมเวลา Xt ไม่มีความน่ิง15  และหากปฏิเสธสมมุติฐานหลกั จะหมายถึงอนุกรม
เวลา Xt มีความน่ิง16   
 ท านองเดียวกบักรณีการทดสอบความน่ิงดว้ยวิธี Dickey‒Fuller ค่าวิกฤติท่ีใช้ทดสอบ
สมมุติฐานหลกัและสมมุติฐานรอง H0: γ = 0 และ H1: γ < 0 จะแบ่งตามสมการท่ีใชท้ดสอบความ
น่ิงของอนุกรมเวลา Xt (หรือเรียกวา่การทดสอบ Unit Root) ดงัแสดงต่อไปน้ี  

 

 
15 หรือเรียกว่า มี Unit Root เน่ืองจากเม่ือ  γ = 0 จะหมายถึง π1 = 1  

 
16 หรือเรียกว่า ไม่มี Unit Root เน่ืองจากเม่ือ  γ < 0 จะหมายถึง π1 < 1  
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 ∆Xt  = γXt‒1 +c1∆Xt‒1 + εt           (5.43) 

 ∆Xt  = β0 + γXt‒1 +c1∆Xt‒1 + εt             (5.44) 

 ∆Xt  = β0 + β1t + γXt‒1 +c1∆Xt‒1 + εt           (5.45) 

และเม่ือพิจารณากรณีทัว่ไป คืออนุกรมเวลา Xt มีรูปแบบ AR(p) สมการท่ีใช้ทดสอบ
ความน่ิงของอนุกรมเวลา Xt  ดว้ยวิธี ADF  แบ่งเป็น 3 กรณีเช่นเดียวกบัท่ีผา่นมา ซ่ึงแสดงไดด้งัน้ี 

∆𝑋𝑡 = 𝛾𝑋𝑡−1 +∑𝑐𝑖

𝑝−1

𝑖=1

∆𝑋𝑡−𝑖 + 𝜀𝑡                                          (5.46) 

∆𝑋𝑡 = 𝛽0 + 𝛾𝑋𝑡−1 +∑𝑐𝑖

𝑝−1

𝑖=1

∆𝑋𝑡−𝑖 + 𝜀𝑡                                (5.47) 

∆𝑋𝑡 = 𝛽0 + 𝛽1𝑡 + 𝛾𝑋𝑡−1 +∑𝑐𝑖

𝑝−1

𝑖=1

∆𝑋𝑡−𝑖 + 𝜀𝑡                    (5.48) 

โดยท่ี γ = (α1 + α2 + … +αp ‒1) ส่วนค่าความล่าชา้ (p) ท่ีจะใชใ้นสมการขา้งบนน้ี จะเลือกดว้ย
การใชห้ลกัเกณฑท่ี์วา่ จะตอ้งท าใหค้่า SBC มีค่าต ่าท่ีสุด17  

วิธีการทดสอบความน่ิงของอนุกรมเวลา Xt ด้วยวิธี ADF จะใช้สมมุติฐานหลักและ
สมมุติฐานรองดงัน้ี H0: γ = 0 และ H1: γ

 < 0 ถา้เราไม่สามารถปฏิเสธสมมุติฐานหลกั นัน่หมายถึง
อนุกรมเวลา Xt ไม่มีความน่ิง (หรืออนุกรมเวลา Xt มี Unit Root) และหากปฏิเสธสมมุติฐานหลกั 
จะหมายถึงอนุกรมเวลา Xt มีความน่ิง   

ถา้ค่าพารามิเตอร์ภายใตส้มมุติฐานหลกัคือ γ = 0 เป็นจริง18 แลว้ตวัประมาณค่าดว้ยวิธี
ก าลงัสองนอ้ยท่ีสุด ( 𝛾 ) จะไม่ใช่การแจกแจงแบบปกติ19 ในกรณีน้ี เราจะใชค้่าสถิติ t  ของ 𝛾  มา
ใชเ้ทียบกบัค่าวิกฤตของ MacKinnon (1991, 1996)

20
 ซ่ึงเป็นค่าวิกฤติท่ีใชไ้ดก้บักรณีท่ีตวัอยา่ง

 

 
17 หรืออาจพิจารณาจากค่า AIC  แทน SBC ก็ได ้
 18

 หรือกล่าวว่า อนุกรมเวลา Xt  มีแนวโนม้แบบสุ่ม 
 
19 แต่จะมีการแจกแจงท่ีเรียกว่า Wiener process  หรือ Brownian motion 

 20 ส  าหรับผู้สนใจ อ่านได้จาก MacKinnon, J. G. (1991), “Critical values for cointegration tests,” บทที่ 13 ใน 

Long-Run Economic Relationships: Readings in Cointegration, ed. R. F. Engle and C. W. J. Granger. 
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มีขนาดเล็กดว้ย21 ส่วนค่าสถิติ t ของค่าสัมประสิทธ์ิ ∆Xt‒i (i = 1, 2, …, p‒1)  สามารถเทียบกบั
ค่าวิกฤติจาตาราง t หรือ F ได ้22  

ส าหรับการเลือกว่าควรใชส้มการท่ี (5.46)  (5.47) หรือ (5.48) เพื่อทดสอบ Unit Root 
นั้น ก็มีหลกัเกณฑ์เช่นเดียวกับกรณีการทดสอบของ Dickey‒Fuller กล่าวคือ เม่ือเราวาดกราฟ
ของอนุกรมเวลาท่ีตอ้งการทดสอบความน่ิง แลว้พบวา่ อนุกรมเวลานั้นเคล่ือนขึ้น ๆ ลง ๆ อยู ่   รอบ 
ๆ ศูนย ์เราควรเลือกใชส้มการ (5.46) และหากพบว่าอนุกรมไม่มีแนวโนม้ท่ีเพิ่มขึ้นหรือลดลงเม่ือ
เวลาผ่านไป แต่เคล่ือนท่ีขึ้น ๆ ลง ๆ รอบค่าคงท่ีค่าหน่ึง เราควรเลือกใชส้มการท่ี (5.47) และหาก
อนุกรมเวลานั้นมีแนวโนม้ท่ีเพิ่มขึ้นหรือลดลงเม่ือเวลาผา่นไป เราควรเลือกใชส้มการท่ี (5.48) 

อย่างไรก็ดี หากตอ้งการทราบในรายละเอียดเพิ่มมากขึ้น เช่น กราฟอนุกรมเวลา Xt  มี
ลกัษณะเพิ่มขึ้นเร่ือย ๆ ท าให้เราตดัสินใจใชส้มการท่ี (5.48) ในการทดสอบความน่ิงของอนุกรม
เวลา Xt  และเม่ือพบวา่สมมุติฐาน H0: γ = 0 ไม่สามารถปฏิเสธได ้ จึงสรุปวา่อนุกรมเวลา Xt  ไม่มี
ความน่ิง ในกรณีน้ีหากตอ้งการทราบรายละเอียดเพิ่มเติมอีกว่า อนุกรมเวลา  Xt   ซ่ึงมีค่าเพิ่มขึ้น
เร่ือย ๆ น้ีมาจากอิทธิพลของแนวโน้มก าหนดได้  (t ) ด้วยหรือไม่  สามารถท าได้ด้วยการตั้ ง
สมมุติฐาน  H0: γ = β1 = 0  โดยใชค้่าสถิติ F* = 

(𝑅𝑆𝑆𝑟−𝑅𝑆𝑆𝑢𝑟) 𝑞⁄

𝑅𝑆𝑆𝑢𝑟 (𝑇−𝐾⁄ )
  โดยท่ี RSSr คือความแปรปรวน

ในส่วนท่ีอธิบายไม่ได้จากสมการถดถอยท่ีถูกจ ากัด (restricted residual sum of square) โดย
สมการถดถอยท่ีถูกจ ากดัจะหมายถึงสมการถดถอยท่ีค่าพารามิเตอร์มีค่าเป็นไปตามสมมุติฐานหลกั 
ส่วน  RSSur คือความแปรปรวนในส่วนท่ีอธิบายไม่ได้จากสมการถดถอยท่ีไม่ถูกจ ากัด 
(unrestricted residual sum of square) ซ่ึงหมายถึงสมการถดถอยท่ีไม่มีการใส่ขอ้จ ากดัใด ๆ ใน
ค่าพารามิเตอร์เลยนั่นเอง ส่วน q ก็คือจ านวนพารามิเตอร์ท่ีถูกจ ากดัตามสมมุติฐานหลกันัน่เอง T 

คือจ านวนขอ้มูลท่ีใช้ประมาณค่าพารามิเตอร์ และ K  คือจ านวนพารามิเตอร์ของสมการท่ีไม่ใส่
ขอ้จ ากัดใด ๆ23 ส่วนค่าวิกฤติท่ีใช้เทียบกับค่า F* จะตอ้งเป็นค่าวิกฤตท่ีค านวณโดย Dickey‒

 

Oxford, Oxford University Press. และ MacKinnon, J. G., “Numerical distribution functions for unit root 

and cointegration tests,” Journal of Applied Econometrics 11 (1996): 601–618. 
 
21

 ปัจจุบนัโปรแกรมคอมพิวเตอร์ Eviews จะมีการแสดงค่าวิกฤติมาท่ีค านวณจากวิธีการของ MacKinnon (1991, 1996) 
ให้ดว้ย ท าให้การทดสอบ Unit root เป็นเร่ืองสะดวกข้ึนมาก 
 
22

 Hamilton, J. D., Time Series Analysis (New Jersey: Princeton University Press, 1994),  pp. 528‒529. 

 
23 ดูรายละเอียดเพ่ิมเติมได้ใน ภูมิฐาน รังคกูลนุวฒัน์, เศรษฐมิติเบื้องต้น, พิมพ์คร้ังท่ี 2. (กรุงเทพฯ : ส านักพิมพ์แห่ง
จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลยั, 2554), หนา้ 81‒84. 
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Fuller (1981) ซ่ึงสรุปไวใ้น Hamilton, J. D. (1994: 764)  ซ่ึงหากผลการทดสอบสรุปว่า ไม่
สามารถปฏิเสธสมมุติฐานหลกั จะหมายถึงอนุกรมเวลา  Xt ไม่มีความน่ิง โดยแนวโน้มท่ีเพิ่มขึ้น
เร่ือย ๆ มิไดม้าจากแนวโน้มก าหนดได้ (t) เลย ท านองเดียวกนั หากเราตดัสินใจเลือกใชส้มการท่ี 

(5.47) ในการทดสอบความน่ิง และพบว่าไม่สามารถปฏิเสธสมมุติฐาน H0: γ = 0 ได้  และเรา
ตอ้งการทราบในรายละเอียดอีกวา่ อนุกรมเวลา Xt  มีอิทธิพลของค่าคงท่ี β0 ดว้ยหรือไม่  เราจะตอ้ง
ใชส้มมุติฐาน H0: γ = β0 = 0 ในการทดสอบ โดยใชค้่าสถิติ F* เช่นเดียวกนั และค่าวิกฤติก็หาได้
จาก Hamilton, J. D. (1994: 764) เช่นกนั 

5.6  ตัวอย่างการวเิคราะห์อนุกรมเวลาท่ีไม่มีความนิ่ง 
สมมุติให้ Xt คือยอดขายสินคา้รายเดือน (พนับาท) ของบริษทัแห่งหน่ึงจ านวน 90 เดือน 

แสดงไดด้ว้ยรูปท่ี 5.8 ดงัน้ี จะเห็นว่ายอดขายรายเดือนของบริษทัแห่งน้ีมีค่าเพิ่มขึ้นเร่ือย ๆ และเม่ือ
ลองหาค่า SAC, ค่า SPAC และค่าสถิติ Ljung-Box Q ท่ีแสดงในรูปท่ี 5.9  ท าให้เราสรุปไดว้่าค่า 
TAC ลดลงอย่างชา้ ๆ และมีนยัส าคญัทางสถิติจนถึงช่วงเวลาท่ี 26 ท่ีผ่านมา จากนั้น TAC จะไม่มี
นัยส าคัญทางสถิติ ส่วนค่า TPAC มีนัยส าคัญทางสถิติท่ี 1 ช่วงเวลาท่ีผ่านมาเท่านั้น จากนั้นค่า 
TPAC จะไม่มีนัยส าคญัทางสถิติอีกเลย  จากขอ้มูลทั้ง 2 รูปน้ี เราสามารถบอกได้ว่ายอดขายราย
เดือนของบริษทัน้ีน่าจะไม่มีความน่ิง  อยา่งไรก็ดี เพื่อใหผ้ลการสรุปน้ีมีความน่าเช่ือถือมากขึ้น เราจะ
ทดสอบความน่ิงของยอดขายรายเดือนของบริษทัน้ีด้วยวิธีการทดสอบของ ADF โดยจะเลือกใช้
สมการท่ี (5.48) ในการทดสอบ เน่ืองจากกราฟของยอดขายรายเดือนแสดงถึงแนวโน้มท่ีเพิ่มขึ้น
เร่ือย ๆ และเราพบว่าค่าความล่าช้าท่ี p = 2 จะท าให้ค่า SBC = 4.954 ซ่ึงมีค่าต ่าท่ีสุด24 ผลการ
ประมาณค่าพารามิเตอร์แสดงไดด้งัน้ี 

 

 

 
24 โปรแกรมส าเร็จรูป Eviews 7.0 จะท าการเลือกค่าความล่าช้า (p) โดยใช้หลกัเกณฑ์ว่า เป็นค่าท่ีท าให้ SBC (หรือค่า   
อื่น ๆ เช่น AIC) มีค่าต ่าท่ีสุดให้เองโดยอตัโนมติั  ซ่ึงท าให้การทดสอบ Unit Root ดว้ยวิธี ADF มีความรวดเร็วมากข้ึน 
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รูปท่ี 5.8 แสดงยอดขายรายเดือน (พนับาท) ของบริษทัแห่งหน่ึง 

 

 

รูปท่ี 5.9 แสดงค่า SAC และ SPAC ท่ีค  านวณจากอนุกรมเวลายอดขายของบริษทัแห่งหน่ึง 
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∆𝑋̂𝑡 = 8.777 + 0.085𝑡 − 0.013𝑋𝑡−1 + 0.557∆𝑋𝑡−1 
    t*   =  (2.81)   (0.73)     (‒1.03)            (6.01) 

ในการทดสอบ Unit Root ของ Xt เราจะตอ้งใชก้ารทดสอบสมมุติฐานแบบหางเดียวคือ H0: γ = 0  
และ H1: γ < 0 จากสมการจะไดว้่า  𝛾 = ‒0.013 ซ่ึงมีค่าสถิติ t* = ‒1.03  และท่ีระดบันยัส าคญัร้อย
ละ 0.05 ค่าวิกฤติของ MacKinnon (1996) คือ ‒3.46 นั่นคือ t*

 = ‒1.03  > ค่าวิกฤติ = ‒3.46  
ดงันั้น เราจึงไม่สามารถปฏิเสธสมมุติฐานหลกัไดท่ี้ระดบันัยส าคญั 0.05  หรืออาจพิจารณาจากค่า 
Probability (P-value) ของ t* = ‒1.03  คือ 0.9805

25 ซ่ึงมากกว่าระดับนัยส าคัญ  0.05  จึงไม่
สามารถปฏิเสธสมมุติฐานหลกัท่ีระดบันัยส าคญัร้อยละ 0.05 ดงันั้น เราจึงสรุปไดว้่า ยอดขายของ
บริษทัแห่งน้ีไม่มีความน่ิงท่ีระดบันยัส าคญั 0.05 

 ดงันั้น เราจึงท าผลต่างล าดบัท่ี 1 ของยอดขายบริษทัแห่งน้ี ซ่ึงค านวณจากสูตร                         
Yt = Xt ‒Xt‒1 แลว้น ามาวาดกราฟไดด้งัรูปท่ี 5.10 ซ่ึงจะพบวา่แนวโนม้ไดห้ายไป ลกัษณะของ Yt 
มีค่าเฉล่ียและความแปรปรวนท่ีคงท่ีทุก ๆ ช่วงเวลา และเม่ือใชอ้นุกรมเวลา Yt ในการค านวณค่า 
SAC ค่า SPAC และค่าสถิติ Ljung-Box Q ท่ีแสดงในรูปท่ี 5.11  ท าใหเ้ราสรุปไดว้า่ ค่า TAC 
ลดลงอยา่งรวดเร็ว โดยมีนยัส าคญัทางสถิติจนถึงช่วงเวลาท่ี 6 ท่ีผา่นมาเท่านั้น จากนั้น TAC จะไม่
มีนยัส าคญัทางสถิติ ส่วนค่า TPAC มีนยัส าคญัทางสถิติท่ี 1 ช่วงเวลาท่ีผา่นมาเท่านั้น จากนั้นค่า 
TPAC จะไม่มีนยัส าคญัทางสถิติอีกเลย  จากขอ้มูลทั้ง 2 รูปน้ี ผลต่างล าดบัท่ี 1 ของยอดขายราย
เดือนของบริษทัน้ีน่าจะมีความน่ิง แต่เพื่อใหมี้ความน่าเช่ือถือ เราจะใชวิ้ธี ADF ในการทดสอบ
ความน่ิงของ Yt  โดยจะเลือกใชส้มการท่ี (5.47) ในการทดสอบความน่ิง เน่ืองจากลกัษณะกราฟ
ของ Yt ไม่มีแนวโนม้ท่ีเพิ่มขึ้นเร่ือย ๆ แต่ยงัคงแสดงดงัการมีค่าคงท่ีอยู ่ ซ่ึงสังเกตจากรูปว่ามีจุดตดั
แกนตั้งนัน่เอง ซ่ึงเขียนสมการไดด้งัน้ี 

∆𝑌𝑡 = 𝛽0 + 𝛾𝑌𝑡−1 +∑𝑐𝑖

𝑝−1

𝑖=1

∆𝑌𝑡−𝑖 + 𝜀𝑡                                 (5.49) 

 

 

 
25 P-value ของ t* กรณีน้ีจะค านวณจากการแจกแจงแบบ Brownian Motion หรือ Wiener Process 
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รูปท่ี 5.10 แสดงผลต่างล าดบัท่ี 1 ของยอดขายรายเดือนของบริษทัแห่งหน่ึง 

 

 

รูปท่ี 5.11 แสดงค่า SAC และ SPAC ท่ีค  านวณจากผลต่างล าดบัท่ี 1 อนุกรมเวลายอดขายของ
บริษทัแห่งหน่ึง 
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เน่ืองจาก Yt = Xt ‒ Xt‒1 = ∆Xt  ดงันั้น สมการท่ี (5.49) อาจเขียนอีกแบบคือ 

∆2𝑋𝑡 = 𝛽0 + 𝛾∆𝑋𝑡−1 +∑𝑐𝑖

𝑝−1

𝑖=1

∆2𝑋𝑡−𝑖 + 𝜀𝑡                          (5.50) 

จากสมการท่ี (5.49) หรือ (5.50) พบวา่ ค่าความล่าชา้ท่ี p = 1 จะท าใหค้่า SBC = 4.950 ซ่ึงมีค่า
ต ่าท่ีสุด ผลการประมาณค่าพารามิเตอร์แสดงไดด้งัน้ี 

∆𝑌̂𝑡 = 3.237 − 0.355𝑌𝑡−1 
    t*  =  (4.15)   (‒4.37)            

หรือเขียนไดอี้กแบบดงัน้ี 

∆2𝑋̂𝑡 = 3.237 − 0.355∆𝑋𝑡−1 
   t*  =  (4.15)   (‒4.37)         

จากสมการจะไดว้่า  𝛾 = ‒0.355   ซ่ึงมีค่าสถิติ t* =  ‒4.37  และท่ีระดบันยัส าคญัร้อยละ 0.05 ค่า
วิกฤติของ MacKinnon (1996) คือ ‒2.895   นั่นคือ  t*

 = ‒4.37  <  ค่าวิกฤติ = ‒2.895  ดงันั้น 
เราจึงปฏิเสธสมมุติฐานหลักได้ท่ีระดับนัยส าคัญ  0.05  หรืออาจพิจารณาจากค่า Probability     
(P-value) ของ t* = ‒1.03 ท่ีค  านวณจาก  Weiner Process คือ 0.0006

26 ซ่ึงน้อยกว่าระดับ
นัยส าคญั 0.05  จึงปฏิเสธสมมุติฐานหลกัท่ีระดับนัยส าคัญร้อยละ 0.05 ดงันั้น เราจึงสรุปได้ว่า 
ผลต่างล าดบัท่ี 1 ของยอดขายของบริษทัแห่งน้ีมีความนิ่งท่ีระดบันยัส าคญั 0.05  และเราสรุปไดว้่า  
Xt ~ I(1)   ดงันั้น เราควรใช้แบบจ าลอง  ARIMA(p, 1, q) กบัอนุกรมเวลายอดขายของบริษทัน้ี  
ส่วนค่า p  และ q ควรมีค่าเป็นเท่าใดนั้นจะตอ้งท าตามขั้นตอนท่ีได้อธิบายไวใ้นบทท่ี 3 และ 4  
เพียงแค่แตกต่างกนัตรงท่ีจะใชอ้นุกรมเวลา  ∆Xt   มิใช่อนุกรมเวลา  Xt เท่านั้น  ซ่ึงจะไม่ขอกล่าว
ซ ้าในท่ีน้ีอีก 
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บทที่ 6 

แบบจ าลองอนุกรมเวลาทีมี่ความผนัแปรทางฤดูกาล 
 

 

 

 

 

 

 

 

จากบทท่ี 1 เราทราบแลว้วา่ “ความผนัแปรทางฤดูกาล (Seasonal Variation) คือรูปแบบ
ในช่วงเวลาหน่ึงของอนุกรมเวลาท่ีจะเป็นภายใน 1 ปี และจะเป็นแบบน้ีซ ้ ากนัทุกปี” ซ่ึงอนุกรม
เวลาทางเศรษฐศาสตร์ ทางธุรกิจ หรือทางการเงิน ท่ีมีความถี่เป็นรายเดือนหรือรายไตรมาส อาจจะ
มีปรากฏการณ์ท่ีแสดงให้เห็นถึงความผนัแปรทางฤดูกาลอยู่ด้วย เช่น ดชันีผลผลิตอุตสาหกรรม
ของประเทศหน่ึงในเดือนเมษายนจะนอ้ยกวา่ดชันีผลผลิตอุตสาหกรรมของเดือนอ่ืน ๆ และจะเป็น
เช่นน้ีซ ้ ากนัทุกปี จ านวนห้องพกัท่ีถูกจองของโรงแรมในไตรมาสสุดทา้ยจะสูงกว่าไตรมาสอ่ืน ๆ 
และจะเป็นเช่นน้ีซ ้ากนัทุกปี  

เราจะเรียก “ระยะเวลาท่ีสั้ นท่ีสุดท่ีอนุกรมเวลาจะแสดงให้เห็นว่ามีความผนัแปรทาง
ฤดูกาลอีกคร้ัง” ว่า ช่วงเวลาของฤดูกาล (Seasonal Period: s) ตวัอย่างเช่น จากการเก็บขอ้มูล
อนุกรมเวลารายเดือนของดชันีผลผลิตอุตสาหกรรมของประเทศหน่ึงในเดือนเมษายนจะน้อยกว่า
ดชันีผลผลิตอุตสาหกรรมของเดือนอ่ืน ๆ และจะเป็นเช่นน้ีซ ้ากนัทุกปี จะไดว้า่ช่วงเวลาของฤดูกาล 
(s) คือ 12  (s = 12)  หรือจากการเก็บขอ้มูลอนุกรมเวลารายเดือนของดชันีผลผลิตสินคา้เกษตรของ
ประเทศหน่ึงพบว่า ผลผลิตในเดือนพฤศจิกายนจะสูงกว่าเดือนอ่ืน ๆ และเป็นเช่นน้ีทุก ๆ ปี ดงันั้น 
ช่วงเวลาของฤดูกาล (s) คือ 12 (s = 12)   และหากเราเก็บรวบรวมขอ้มูลรายไตรมาสของจ านวน
หอ้งพกัท่ีถูกจองของโรงแรมในไตรมาสสุดทา้ยจะสูงกวา่ไตรมาสอ่ืน ๆ และจะเป็นเช่นน้ีซ ้ากนัทุก
ปี จะไดว้่าช่วงเวลาของฤดูกาล (s) คือ 4  (s = 4) หรือจากการรวบรวมขอ้มูลอนุกรมเวลารายไตร
มาสของยอดขายเคร่ืองปรับอากาศบริษทัแห่งหน่ึงพบว่า ยอดขายเคร่ืองปรับอากาศในไตรมาสท่ี 2 
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จะสูงกว่าไตรมาสอ่ืน ๆ และเป็นเช่นน้ีทุก ๆ ปี ดังนั้น ช่วงเวลาของฤดูกาล (s) กรณีน้ีก็คือ 4          
(s = 4) เป็นตน้ 

ความผนัแปรทางฤดูกาลเป็นอีกเร่ืองหน่ึงท่ีตอ้งให้ความส าคญั เน่ืองจากอนุกรมเวลาท่ี
น ามาใช้กับวิธีการของ Box‒Jenkins นอกจากจะตอ้งมีความน่ิง (Stationary) แลว้ยงัตอ้งไม่มี
ความผนัแปรทางฤดูกาล (No Seasonal Variation) อีกดว้ย เม่ือความผนัแปรทางฤดูกาลอยู่ใน
อนุกรมเวลา Xt จะท าใหแ้บบจ าลองท่ีใชใ้นการวิเคราะห์มีความซบัซอ้นมากขึ้น เพราะอนุกรมเวลา
ในช่วงเวลาท่ี t อาจสัมพนัธ์กบัอนุกรมเวลาในช่วงเวลาท่ี t‒s ดว้ยเพื่อให้เขา้ใจไดง้่ายขึ้น เราอาจ
นึกภาพการจดัเรียงอนุกรมเวลาท่ีมีความผนัแปรทางฤดูกาลให้เป็น 2 มิติ ดงัรูปแบบท่ีเสนอโดย 

Buy‒Ballot อนัจะท าใหเ้ขา้ใจไดม้ากขึ้น  

 ตารางท่ี 6.1 การแสดงการจดัเรียงขอ้มูลอนุกรมเวลาท่ีมีความผนัแปรทางฤดูกาลตามแบบของ 

Buy‒Ballot 

 

  

1 2 3 … s รวม เฉล่ีย 

 X1 X2 X3 … Xs ∑𝑋.1  𝑋̅.1 

 Xs+1 Xs+2 Xs+3 … X2s ∑𝑋.2  𝑋̅.2 

        

 X(T‒1)s + 1 X(T‒1)s+2 X(T‒1)s+3 … XTs ∑𝑋.𝑇  𝑋̅.𝑇 

รวม ∑𝑋1.  ∑𝑋2.  ∑𝑋3.  … ∑𝑋𝑇.  ∑𝑋  ∑𝑋

𝑠
 

เฉล่ีย 𝑋̅1. 𝑋̅2. 𝑋̅3. … 𝑋̅𝑇. ∑𝑋

𝑇
 

∑𝑋

𝑇𝑠
 

 

 โดยท่ี ∑ 𝑋.𝑗    คือผลรวมของอนุกรมเวลา X ในปีท่ี j = 1, 2, …,. T 

𝑋̅.𝑗  คือค่าเฉล่ียของอนุกรมเวลา X ในปีท่ี j = 1, 2, …,. T 

  ∑𝑋𝑗. คือผลรวมของอนุกรมเวลา X ในฤดูกาลท่ี j = 1, 2, …,. s 

𝑋̅𝑗. คือค่าเฉล่ียของอนุกรมเวลา X ในฤดูกาลท่ี j = 1, 2, …,. s 

  ∑𝑋  คือผลรวมของอนุกรมเวลา X ทั้งหมด ทุก ๆ ปีและทุก ๆ ฤดูกาล 

เพื่อให้เราสามารถน าแบบจ าลองของ Box-Jenkins ไปประยุกต์ใช้กับอนุกรมเวลาท่ีมี
ความผนัแปรทางฤดูกาลได ้โดยทัว่ไปเราจะใช้วิธีใดวิธีหน่ึงใน 2 วิธี คือ (1) ก าจดัความผนัแปร
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ทางฤดูกาลออกไปจากอนุกรมเวลา หรือ (2) น าอิทธิพลของความผนัแปรทางฤดูกาลเขา้ไปอยู่ใน
แบบจ าลองของ Box-Jenkins ดว้ย รายละเอียดแต่ละวิธีอธิบายไดด้งัต่อไปน้ี 

6.1   การก าจัดความผันแปรทางฤดูกาลออกไปจากอนุกรมเวลา  

ในหัวขอ้น้ีจะกล่าวถึงวิธีการก าจดัความผนัแปรทางฤดูกาล ภายใตข้อ้สมมุติว่า ความผนัแปร
ทางฤดูกาลเป็นแบบก าหนดได้ (Deterministic Seasonal) ซ่ึงหมายถึง ความผนัแปรทางฤดูกาล
จะมีรูปแบบท่ีแน่นอนในทุก ๆ ปี และจะเป็นอิสระกบัส่วนประกอบอ่ืน ๆ ของอนุกรมเวลา (ไดแ้ก่ 
ส่วนของแนวโนม้ ส่วนของวฏัจกัร และส่วนของความผนัผวนจากเหตุการณ์ไม่ปกติ) หนงัสือเล่ม
น้ีจะกล่าวถึงวิธีหลกั ๆ 3 วิธีในการก าจัดความผนัแปรทางฤดูกาลชนิดน้ีออกจากอนุกรมเวลา
เท่านั้น ซ่ึงได้แก่ การใช้ตวัแปรหุ่น การใช้วิธีการหาผลต่างของฤดูกาล และวิธี Census X-11 
รายละเอียดแต่ละวิธีมีดงัน้ี 

6.1.1 การใช้ตัวแปรหุ่น (Dummy Variables) 

เม่ืออนุกรมเวลา Xt ประกอบดว้ยความผนัแปรทางฤดูกาลเป็นแบบก าหนดได ้เราจะเขียนไดว้า่ 

  Xt  = 0 + St + εt 

โดยท่ี St คือส่วนของความผนัแปรทางฤดูกาล และ εt คือตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนซ่ึงจะมีส่วนของ
แนวโน้ม ส่วนของวัฏจักรและส่วนความผันผวนจากเหตุการณ์ไม่ปกติรวมอยู่ด้วย 0 คือ
ค่าพารามิเตอร์ เม่ือความผนัแปรทางฤดูกาลเป็นแบบก าหนดได้ เราสามารถใช้รูปแบบต่อไปน้ี
แสดงส่วนของความผนัแปรทางฤดูกาลได้ดว้ยผลรวมเชิงเส้น (linear combination) ของตวัแปร
หุ่น (Dummy Variable) ดงัน้ี 

𝑆𝑡 =∑𝛽𝑗𝐷𝑗𝑡

𝑠−1

𝑗=1

 

โดยท่ี  Djt = 1 เม่ือ t คือฤดูกาลท่ี j และเป็น 0 เม่ือเป็นกรณีอ่ืน ๆ ดงันั้น อนุกรมเวลา Xt  เขียนได้
ดงัน้ี 
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𝑋𝑡 = 𝛽0 + (∑𝛽𝑗𝐷𝑗𝑡

𝑠−1

𝑗=1

) + 𝜀𝑡                                                             (6.1) 

เม่ือเราประมาณค่าพารามิเตอร์ในสมการท่ี (6.1) วิธีก าลงัสองนอ้ยท่ีสุด เราจะเขียนไดว้า่ 

𝑋𝑡 = 𝑏0 + (∑𝑏𝑗𝐷𝑗𝑡

𝑠−1

𝑗=1

) + 𝑒𝑡                                                              (6.2) 

โดยท่ี et คือค่าความผิดพลาดท่ีเกิดจากการประมาณสมการท่ี (6.2)  (หรือค่า residual  นัน่เอง) ซ่ึง
สามารถแปลความหมายได้เป็น ค่าของอนุกรมเวลา  Xt ท่ีมีการก าจัดความผนัแปรทางฤดูกาล
ออกไปแลว้ ดงัจะเห็นไดจ้ากสมการต่อไปน้ี 

𝑒𝑡 = 𝑋𝑡 − 𝑏0 −∑𝑏𝑗𝐷𝑗𝑡

𝑠−1

𝑗=1

                                                                   (6.3) 

6.1.2 การใช้วิธีหาผลต่างของฤดูกาล (Seasonal Differencing)  

เม่ืออนุกรมเวลา  Xt  ประกอบดว้ยความผนัแปรทางฤดูกาล โดยช่วงเวลาของฤดูกาลคือ  s 

การก าจดัความผนัแปรของฤดูกาลสามารถใชว้ิธีการหาผลต่างล าดบัท่ี s แสดงไดด้งัน้ี 

∆sXt  =  Xt ‒Xt‒s   =  (1 ‒ Ls)Xt          (6.4)

  

ตวัอย่างเช่น ถา้อนุกรมเวลาท่ีพิจารณาเป็นขอ้มูลรายไตรมาส (s = 4) การก าจดัความผนัแปรทาง
ฤดูกาลแบบสุ่มจะท าโดยใชสู้ตร ∆4Xt  = Xt ‒Xt‒4  ซ่ึงจะถูกเรียกว่าผลต่างฤดูกาล และถา้อนุกรม
เวลาท่ีพิจารณาเป็นขอ้มูลรายเดือน (s =12) การก าจดัความผนัแปรทางฤดูกาลแบบสุ่มจะท าโดยใช้
สูตร  ∆12Xt  = Xt ‒Xt‒12 และจะเรียกว่าเหมือนกนัว่าผลต่างฤดูกาล ดงันั้น การกล่าวถึง “ผลต่าง
ฤดูกาล” จะตอ้งใหข้อ้มูลก ากบัเสมอดว้ยวา่ช่วงเวลาของฤดูกาล (s) มีค่าเท่าไหร่เสมอ 
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6.1.3 วิธี Census X-11 

ถา้ก าหนดให้ Xt  คืออนุกรมเวลาท่ีมีส่วนของความผนัแปรทางฤดูกาล การก าจดัความผนั
แปรทางฤดูกาลด้วยวิธีน้ี มีขอ้สมมุติว่า ผลรวมอนุกรมเวลา Xt ในแต่ละปีจะมีความผนัแปรทาง
ฤดูกาลเลก็นอ้ยเท่านั้น1 เราจะเร่ิมศึกษาวิธีน้ีดว้ยการพิจารณาสมการต่อไปน้ี 

  Nt  =  Pt + εt 

โดยท่ี   Pt  คือส่วนของแนวโนม้และวฏัจกัร 

   εt   คือส่วนของความผนัผวนจากเหตุการณ์ไม่ปกติ 

ดงันั้น  Nt หมายถึงส่วนของอนุกรมเวลาท่ีไม่มีความผนัแปรทางฤดูกาลนัน่เอง ซ่ึงสามารถประมาณ
ดว้ยสมการต่อไปน้ี 

𝑁̂𝑡 = ∑ 𝜆𝑖𝑋𝑡−𝑖

𝑚

𝑖=−𝑚

                                                                                    (6.5) 

โดยท่ี  m คือจ านวนเตม็บวก และ λi คือค่าคงท่ีซ่ึงมีคุณสมบติั λi = λ‒i  และ  ∑ 𝜆𝑖
𝑚
𝑖=−𝑚 = 1   และ

ส่วนความผนัแปรทางฤดูกาลจะประมาณจากการน า  𝑁̂𝑡  ไปหกัออกจากอนุกรมเวลา Xt  หรือเขียน
ไดว้า่ 

𝑆̂𝑡 = 𝑋𝑡 − 𝑁̂𝑡 

โดยท่ี  𝑆̂𝑡  คือส่วนของความผนัแปรทางฤดูกาลท่ีถูกประมาณขึ้น   ดงันั้น การก าจดัความผนัแปร
ทางฤดูกาลออกไปจากอนุกรมเวลา Xt  ท าไดด้ว้ยการหาใชส้มการ  𝑋𝑡 − 𝑆̂𝑡   ซ่ึงมกัถูกเรียกช่ือวา่ 
อนุกรมเวลาท่ีถูกปรับฤดูกาล (seasonally adjusted time series)   จะเห็นว่าอนุกรมเวลาท่ีปรับ
ฤดูกาลก็คือ  𝑁̂𝑡 ในสมการท่ี (6.5) นัน่เอง 
 

  

 

 
1
 Wei, W. W. S., Time Series Analysis: Univariate and Multivariate Methods (California: Addison-

Wesley, 1990), p. 161. 
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6.2   แบบจ าลองของ Box-Jenkins กบัอทิธิพลของความผันแปรทางฤดูกาล 

หากความผนัแปรทางฤดูกาลท่ีอยู่ในอนุกรมเวลาเป็นแบบสุ่ม  (Stochastic Seasonal) 
และมีความสัมพนัธ์กบัส่วนอ่ืน ๆ ของอนุกรมเวลา แลว้การก าจดัความผนัแปรทางฤดูกาลดว้ยวิธีท่ี
กล่าวในหวัขอ้ท่ีแลว้อาจไม่ท าใหค้วามผนัแปรทางฤดูกาลถูกก าจดัออกไปได ้หากกรณีน้ีเกิดขึ้น เรา
อาจน าฤดูกาลใส่รวมเขา้ไปในแบบจ าลองอนุกรมเวลาของ Box‒Jenkins โดยตรงซ่ึงจะแบ่งเป็น 

2 กรณี คือ (1) แบบจ าลองท่ีใช้กบัอนุกรมเวลาท่ีความผนัแปรทางฤดูกาลมีความน่ิง (Stationary 

Seasonal Process)  และ (2) แบบจ าลองท่ีใชก้บัอนุกรมเวลาท่ีความผนัแปรทางฤดูกาลไม่มีความ
น่ิง (Nonstationary Seasonal Process)  ดงัจะอธิบายต่อไปน้ี 

6.2.1 แบบจ าลองท่ีใช้กบัอนุกรมเวลาท่ีความผันแปรทางฤดูกาลมีความน่ิง 
ในกรณีท่ีอนุกรมเวลามีความผนัแปรทางฤดูกาลเป็นแบบสุ่ม หมายถึงความผนัแปรทางฤดูกาลจะ
ไม่มีรูปแบบท่ีแน่นอน ตวัอยา่งเช่น ในปีท่ีผ่านมา ประเทศหน่ึงเกิดเหตุการณ์รุนแรงทางการเมือง มี
การประทว้งกนัในไตรมาสท่ี 2 เหตุการณ์ดงักล่าวไดท้ าให้ยอดขายลดลง แต่ในปีน้ี สถานการณ์
ทางการเมืองไม่มีการส่อเคา้ว่าจะเกิดเหตุการณ์รุนแรงในไตรมาสเดียวกนัขึ้นอีก ท าให้ยอดขายใน
ไตรมาสดงักล่าวอยู่ในภาวะปกติ ดงันั้น เรากล่าวว่าความผนัแปรทางฤดูกาลท่ีเกิดขึ้นในไตรมาสท่ี 

2 ของปีท่ีแลว้ ส่งผลต่อยอดขายไตรมาสท่ี 2 ของปีน้ีเพียงชัว่คราวเท่านั้น หรือเรียกวา่ความผนัแปร
ทางฤดูกาลมีความน่ิง (Stationary Seasonal Process) ในกรณีน้ีไม่จ าเป็นตอ้งก าจดัอิทธิพลของ
ฤดูกาลออกไป แต่จะน าฤดูกาลเข้าไปร่วมใช้ในแบบจ าลองอนุกรมเวลาเลย และจะเรียกว่า
แบบจ าลอง Seasonal Autoregressive Moving Average หรือเขียนสั้ น ๆ ว่า แบบจ าลอง 
Seasonal ARMA ดงัจะอธิบายต่อไปน้ี 

ก าหนดให ้Xt คืออนุกรมเวลาหน่ึงเป็นอนุกรมรายไตรมาส และความผนัแปรทางฤดูกาลมี
ความน่ิง เราสามารถเขียนอนุกรมเวลา Xt ใหอ้ยูใ่นรูปต่อไปน้ีได ้

 Xt  = A1Xt‒4 + vt,  |A1 | < 1           (6.6) 

โดยท่ี vt คือตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนท่ีมีคุณสมบติัเป็นตวัรบกวนขาว จะเห็นวา่สมการขา้งบนน้ีก็คือ
แบบจ าลอง AR(4) ท่ีค่าสัมประสิทธ์ิของ Xt‒1, Xt‒2 และ Xt‒3  เป็น 0 และ |A1| < 1 ก็คือเง่ือนไขท่ี
แสดงใหเ้ห็นวา่ความผนัแปรทางฤดูกาลท่ีอยูใ่นอนุกรมเวลา Xt  มีความน่ิงนัน่เอง  ถา้น าอนุกรม Xt 
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น้ีมาหาค่าเฉล่ีย ค่าความแปรปรวน ค่า  TAC และค่า TPAC จะแสดงได้ดังสมการท่ี (6.7) 
ถึง (6.10) ตามล าดบัดงัน้ี2

 

 𝜇 = 0                                                                                                         (6.7) 

𝛾0 =
𝜎2

1 − 𝐴1
2                                                                                               (6.8) 

𝜌𝑘  = {
(𝐴1)

𝑘
4,                    𝑘 = 0,4,8, … 

0,                         เม่ือเป็นกรณีอ่ืน ๆ
                                                 (6.9) 

∅𝑘𝑘 = {

𝜌4,

0,
                       

เม่ือ  𝑘 = 4

เม่ือเป็นกรณีอ่ืน ๆ
                                             (6.10)  

 

เน่ืองจาก   |A1| < 1 และเม่ือพิจารณาสมการท่ี (6.9) เราจะสรุปไดว้่า ถา้  0< A1 < 1 แลว้ค่า TAC 
จะลดลงแบบเอกซ์โพเนนเชียล ณ ช่วงเวลาท่ี 4, 8, 12, … ท่ีผ่านมา   และถา้ ‒1 < A1 < 0 แลว้
เม่ือเวลาผ่านไปเร่ือย ๆ ค่า TAC จะลดลงแบบเอกซ์โพเนนเชียลขึ้น ๆ ลง ๆ ณ ช่วงเวลาท่ี  4, 8, 

12, … ท่ีผ่านมา   และถา้ |A1| ยิ่งเขา้ใกล ้1 มากขึ้นเร่ือย ๆ แลว้รูปแบบของฤดูกาลก็จะยิ่งชดัขึ้น
เร่ือย ๆ และจะมีอยูต่่อไปอยา่งยาวนาน แต่ตราบใดท่ี |A1| ยิง่เขา้ใกล ้0 มากขึ้นเร่ือย ๆ รูปแบบของ
ฤดูกาลจะค่อย ๆ หายไปอยา่งรวดเร็วเม่ือเวลาผา่นไป ส่วนสมการท่ี (6.10) แสดงใหเ้ห็นวา่รูปแบบ 

TPAC จะไม่เท่ากบัศูนย ์ณ ช่วงเวลาท่ี 4 ท่ีผา่นมาเท่านั้น 

แบบจ าลองตามสมการท่ี (6.6) แสดงถึงผลกระทบของฤดูกาลในรูปแบบ AR เท่านั้น แต่
ในทางปฏิบติั อนุกรมเวลาอาจมีอยู่ในรูปแบบ ARMA  ก็ได ้ซ่ึงเขียนไดด้งัน้ี 

  A(Ls)Xt   =  B(Ls) vt             (6.11) 

โดย s คือช่วงเวลาของฤดูกาล   

A(Ls) = 1‒ A1L
s ‒ A2L

2s ‒ … ‒ AP L
Ps             (6.12) 

B(Ls) = 1‒ B1L
s ‒ B2L

2s ‒ … ‒ BQLQs           (6.13) 

 

 
2

 ดูวธีิพิสูจน์ในภาคผนวก 6ก 
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เราจะเรียกสมการท่ี (6.11) ว่าแบบจ าลอง ARMA เฉพาะส่วนของฤดูกาล (Pure Seasonal 

ARMA model) ล าดับท่ี (P,Q)s  และในทางปฏิบติั เป็นไปได้ว่าอนุกรมเวลา Xt อยู่ในรูปแบบ 
AR(1) พร้อม ๆ กบัมีอิทธิพลฤดูกาลดว้ย ดงัสมการท่ี (6.14) 

  Xt   =   α1Xt‒1 +A1Xt‒4 + vt ,    |α1|< 1  และ |A1| < 1         (6.14) 

สมการท่ี (6.14) แสดงให้เห็นถึงอิทธิพลของความผนัแปรทางฤดูกาลเม่ือ s = 4 และยงัมีอิทธิพล
ของอนุกรมเวลาในไตรมาสท่ีผา่นมาดว้ย กล่าวคือ อนุกรมเวลา Xt ในไตรมาสท่ี 2 สัมพนัธ์กบัไตร
มาสท่ี 1 และไตรมาสท่ี 2 ของปีน้ีก็สัมพนัธ์กบัไตรมาสท่ี 2 ของปีท่ีแลว้ดว้ยนัน่เอง 
 ท านองเดียวกนั ในทางปฏิบติั สมการท่ี (6.11) ซ่ึงแสดง Xt อยูใ่นรูปแบบจ าลอง ARMA 
เฉพาะส่วนของฤดูกาล ล าดบัท่ี (P,Q)s ก็อาจอยู่ในรูปแบบ ARMA(p, q) พร้อม ๆ กนัดว้ย โดย
หาก vt อยูใ่นรูปแบบ ARMA(p, q) ดงัต่อไปน้ี 

  α(L)vt  = β(L)εt              (6.15) 

หรือ             𝑣𝑡 =
𝛽(𝐿)

𝛼(𝐿)
𝜀𝑡            

โดยท่ี εt คือตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนท่ีมีคุณสมบติัเป็นตวัรบกวนขาว  α(L) = 1 ‒ α1L‒ α2L
2 ‒ … 

αpL
p 

และ  β(L) = 1 ‒ β1L‒ β2L
2 ‒ … βqL

q  ดงันั้น สมการท่ี (6.11) จะเขียนไดว้า่ 

   A(Ls)α(L) Xt   =  B(Ls) β(L) εt            (6.16) 

สมการท่ี (6.16) จะถูกเรียกว่าแบบจ าลองการคูณฤดูกาลของ ARMA  (Multiplicative Seasonal 

ARMA model) ล าดบัท่ี (p,q)×(P,Q)s  หรือเขียนเป็นสัญลกัษณ์วา่  ARMA(p,q)(P,Q)s หรือ 
ARMA(p,q)(P,Q)s ซ่ึงเป็นแบบจ าลองอนุกรมเวลาท่ีมีการใชก้นัมากเม่ืออนุกรมเวลามีความผนั
แปรทางฤดูกาล ดงันั้น เราจึงควรเขา้ใจสมการท่ีใชแ้สดงแบบจ าลองการคูณฤดูกาล ARMA(p, 

q)(P,Q)s โดยจะขอยกตวัอย่างแบบจ าลอง ARMA (0,1)(0,1)s   ซ่ึงมีรายละเอียดดงัน้ี 
จากแบบจ าลอง ARMA (0,1)(0,1)s  เราสามารถบอกไดว้า่ p = 0  และ q = 1 ซ่ึงหมายถึง 

α(L) = 1 และ β(L) = 1 ‒ β1L ตามล าดบันัน่เอง นอกจากน้ีแบบจ าลองดงักล่าวยงับอกเราดว้ยว่า  
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P = 0  และ Q = 1 ส่วนช่วงเวลาของฤดูกาลอยูใ่นรูปทัว่ไปคือ s นัน่คือเราจะไดว้า่ A(Ls) = 1 และ 

B(L) = 1 ‒B1L
s  ตามล าดบั  ดงันั้น แบบจ าลอง ARMA(0,1)(0,1)s จึงเขียนเป็นสมการไดด้งัน้ี 

 

     A(Ls)α(L) Xt  =  B(Ls) β(L) εt       

  (1)(1)Xt = (1‒B1L
s)(1‒β1L)εt      

         Xt = (1‒β1L ‒ B1L
s + β1B1L

s+1) εt    

         Xt =  εt ‒β1 εt‒1 ‒ B1 εt‒s + β1B1 εt‒s‒1          (6.17) 

จะเห็นวา่ สมการท่ี (6.17) จะมีลกัษณะเป็นแบบจ าลอง Moving Average นัน่เอง ถา้น าอนุกรม Xt 
ท่ีอยูใ่นรูป ARMA(0,1)(0,1)s มาหาค่าเฉล่ีย ค่าความแปรปรวน และค่า TAC จะแสดงไดด้งั
สมการท่ี (6.18)‒(6.20) ตามล าดบัดงัน้ี3

 

  μ   = 0               (6.18) 

𝛾0 = (1 + 𝛽1
2)(1 + 𝐵1

2)2             (6.19) 

𝜌𝑘  =

{
 
 
 
 

 
 
 
 

−𝛽1
(1 + 𝛽1

2)
𝑘 = 1

−𝐵1
(1 + 𝐵1

2)
𝑘 = 𝑠

𝛽1𝐵1
(1 + 𝛽1

2)(1 + 𝐵1
2)

𝑘 = 𝑠 − 1 และ 𝑠 + 1

0 𝑘 ≠ 0, 1, 𝑠 − 1, 𝑠, 𝑠 + 1

                 (6.20) 

 

ลักษณะรูปแบบของค่า TAC พิจารณาได้จากสมการท่ี (6.20) โดยถ้า s = 4 จะได้ว่า 
TAC จะไม่เป็นศูนยท่ี์ช่วงเวลา 1, 3, 4, 5 ท่ีผา่นมา และจะเป็นศูนยท่ี์ช่วงเวลาอ่ืน ๆ และถา้ s =12 
เราจะสรุปได้ว่า TAC จะไม่เป็นศูนย์ ณ ช่วงเวลา 1, 11, 12, 13 ท่ีผ่านมา และจะเป็นศูนย์ท่ี
ช่วงเวลาอ่ืน ๆ4   

 

 
3

 ดูวธีิพิสูจน์ในภาคผนวก 6ข 
 
4 ส่วนการหาค่า TPAC ณ k ช่วงเวลาท่ีแลว้ (ϕkk) สามารถใชแ้นวคิดเดียวกบัท่ีไดอ้ธิบายไวใ้นภาคผนวก 3ค แต่จะมีความ
ซบัซอ้นมากกว่า  
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ตอนน้ีเราจะมาดูตวัอย่างการวิเคราะห์แบบจ าลองอนุกรมเวลาท่ีความผนัแปรทางฤดูกาลมี
ความน่ิง ให้ Xt คืออนุกรมเวลาก าไรต่อเดือนของบริษทัหน่ึง (หม่ืนบาท) ตั้งแต่เดือนมกราคม 

2539‒เดือนธันวาคม 2555 ซ่ึงแสดงในรูปท่ี 6.1  และจากรูปดังกล่าว เราไม่เห็นรูปแบบของ
ฤดูกาลชดัเจน ในกรณีน้ี เพื่อใหแ้น่ใจว่าอนุกรมเวลาดงักล่าวมีความผนัแปรทางฤดูกาลหรือไม่ เรา
สามารถใช้ค่า SAC ของอนุกรมเวลาดงักล่าวร่วมในการพิจารณาดว้ย (แสดงในรูปท่ี 6.2)  และ
จากรูปดงักล่าว ท าให้เราสรุปไดว้่าค่า TAC มีนยัส าคญัท่ีความล่าชา้ (lag) 12, 24, 36 และลดลง
เร่ือย ๆ อย่างรวดเร็ว นั่นคืออนุกรมเวลาน้ีมีอิทธิพลของความผนัแปรทางฤดูกาล โดยมีช่วงเวลา
ของฤดูกาล (s) คือ 12 และความผนัแปรทางฤดูกาลมีความน่ิง ดงันั้น ในกรณีน้ีเราควรน าฤดูกาล
เขา้ไปใชร่้วมกบัแบบจ าลองอนุกรมเวลาดงักล่าว และเน่ืองจาก TPAC มีนยัส าคญัท่ีความล่าชา้ 12 
แต่ไม่มีนัยส าคญัท่ีความล่าช้า 24, 36, … นั่นคือ เราควรลองระบุรูปแบบเป็น  P=1 และ Q = 0 

ในขั้นตอนแรก5
 

 

รูปท่ี 6.1 แสดงก าไรของบริษทัรายเดือน (หม่ืนบาท) 
 

 

 

  

 

 
5 การน าแบบจ าลอง Box-Jenkins กบัอนุกรมเวลาท่ีมีความผนัแปรทางฤดูกาล ก็ยงัคงมี 3 ขั้นตอนเช่นเดิม 
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รูปท่ี 6.2 แสดงค่า SAC และ SPAC ของอนุกรมเวลาก าไรของบริษทัแห่งหน่ึง 

 

 



 

 

132 แบบจ าลองอนกุรมเวลาที่มคีวามผนัแปรทางฤดกูาล 

 นอกจากน้ี อย่าลืมพิจารณาดว้ยว่าอนุกรมเวลาก าไรรายเดือนของบริษทัน้ีมีรูปแบบของ 

ARMA(p,q) ผสมอยู่ดว้ยหรือไม่  ซ่ึงจากรูปท่ี 6.2 พบว่า SAC ณ ช่วงเวลาล่าชา้อ่ืน ๆ เร่ิมลดลง
ตั้งแต่ค่าความล่าชา้ท่ี 4 ส่วนค่า SPAC เร่ิมลดลงตั้งแต่ค่าความล่าชา้ท่ี 3 และอิทธิพลความผนัแปร
ทางฤดูกาลลดลง  เร่ือย ๆ ดงันั้น เราอาจลองใชแ้บบจ าลอง ARMA(3,4)(1,0)12  ซ่ึงเขียนไดด้งัน้ี6

   

   A(L12) α(L) Xt  =  B(L12) β(L) εt     

(1‒A1 L
12)( 1‒α1L ‒α2L

2 ‒ α3L
3) Xt  = (1‒β1L‒β2L

2 ‒β3L
3 ‒β4L

4)εt   

หลังจากท่ีเราท าขั้นตอนท่ีหน่ึงเสร็จเรียบร้อยแล้ว เราจะต้องท าขั้นตอนท่ี 2 ต่อ ซ่ึงก็คือการ
ประมาณค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง ARMA(3,4)(1,0)12 ซ่ึงสามารถใชว้ิธีท่ีไดก้ล่าวไวใ้นบทท่ี 

4 นั่นเอง และจากนั้นเราตอ้งท าขั้นท่ี 3 ก็คือ การตรวจสอบแบบจ าลองท่ีระบุไดใ้นขั้นท่ี 1 ว่ามี
ความเหมาะสมหรือไม่ หากพบว่ายงัไม่มีความเหมาะสม ก็ตอ้งกลบัไประบุแบบจ าลองในขั้นตอน
ท่ี 1 ใหม่อีกคร้ัง ซ่ึงจะไม่ขอกล่าวซ ้าอีก 

6.2.2 แบบจ าลองท่ีใช้กบัอนุกรมเวลาท่ีความผันแปรทางฤดูกาลไม่มีความนิ่ง 

ในหวัขอ้ท่ีแลว้ เราไดศึ้กษาแบบจ าลองอนุกรมเวลาท่ีความผนัแปรทางฤดูกาลเกิดขึ้นชัว่คราว (หรือ
เรียกว่าความผนัแปรทางฤดูกาลมีความน่ิง7)  แต่ในหัวขอ้น้ี เราจะศึกษาถึงกรณีท่ีความผนัแปรทาง
ฤดูกาลไม่หายไปหรือหายไปอย่างช้า ๆ (หรือเรียกว่าความผนัแปรทางฤดูกาลไม่มีความน่ิง8)  
ตวัอยา่งเช่น ประเทศหน่ึงมีความไม่สงบทางการเมือง และมีการประทว้งเกิดขึ้นในช่วงไตรมาสท่ี 2 
ซ่ึงท าให้ยอดขายของบริษทัลดลง ในปีต่อไปพบว่า การประทว้งมกัจะเกิดขึ้นในช่วงไตรมาสท่ี 2 

อีก และเหตุการณ์ประทว้งดงักล่าวของประเทศน้ีดูเหมือนจะไม่หายไปง่าย ๆ นัน่คือ ยอดขายของ
บริษัทในไตรมาสท่ี  2 จะถูกกระทบจากเหตุการณ์น้ีไปเร่ือย ๆ เช่นกัน เราจึงกล่าวได้ว่า              

 

 
6 จากแบบจ าลอง ARMA(3,4)(1,0)12 บอกเราว่า  p = 3 และ q = 4  นั่นคือจะได ้ α (L) = 1‒α1L ‒α2L2 ‒ α3L3 และ                              
β(L) = 1 ‒β1L ‒β2L2 ‒β3L3 ‒β4L4 ตามล าดบั นอกจากน้ีแบบจ าลองดงักล่าวยงับอกเราอีกว่า ช่วงเวลาของฤดูกาล (s) คือ 

12  ส่วน P = 1 และ Q = 0  นัน่คือ  A(L12)  = 1‒A1 L12  และ B(L12) = 1 
 
7 ภาษาองักฤษใชค้ าว่า Stationary Seasonal Process 

 
8

 ภาษาองักฤษใชค้ าว่า  Nonstationary Seasonal Process 
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ความผนัแปรทางฤดูกาลมีลกัษณะไม่นิ่ง เม่ือกรณีน้ีเกิดขึ้น เราอาจใช้วิธีการหาผลต่างของฤดูกาล 

(Seasonal Differencing)
9 เพื่อใหอ้นุกรมเวลามีความน่ิงเสียก่อน โดยใชส้มการต่อไปน้ี 

  A(Ls)α(L) ∆𝑠
𝐷Xt   =  B(Ls) β(L) εt           (6.21) 

โดยท่ี  D คือดีกรีในการท าการท าผลต่างของฤดูกาล10   

A(Ls)  = 1‒ A1L
s ‒ A2L

2s ‒ … ‒ APLPs 

B(Ls)  = 1‒ B1L
s ‒ B2L

2s ‒ … ‒ BQLQs   

 α(L)  = 1 ‒ α1L‒ α2L
2 ‒ … αpL

p 

 β(L)  = 1 ‒ β1L‒ β2L
2 ‒ … βqL

q 

เราลองมาดูตวัอยา่งการเขียนสมการตามแบบจ าลอง (6.21) ดงัน้ี  
ถา้ก าหนดให ้p= 0, q = 0, D = 1, P = 0 , Q = 1 และ s =4  จากขอ้มูลดงักล่าวเราจะได ้

α(L) = 1, β(L) = 1, A(L4) = 1 และ B(L4) = 1‒B1L
4   แบบจ าลองตามสมการท่ี (6.21) เขียนได้

ดงัน้ี 

               ∆4
1Xt  = (1‒B1L

4) εt    

หรือ   Xt ‒ Xt ‒ 4   = εt ‒ B1εt‒4 

และถา้ก าหนดให ้p= 0, q = 0, D = 2, P = 0 , Q = 2 และ s =4 สมการท่ี (6.21) จะเขียนไดด้งัน้ี 

       ∆4
2Xt      = (1‒B1L‒B2L

2(4))εt    

   (1‒L4)2Xt   = (1‒B1L
4‒B2L

8) εt    

 หรือ   Xt ‒2Xt ‒ 4 +Xt ‒ 8 = εt ‒ B1εt‒4‒ B2εt‒8 

นอกจากน้ี ในทางปฏิบติัแมว้่าความไม่น่ิงของอนุกรมเวลาท่ีมีสาเหตุมาจากความผนัแปร
ทางฤดูกาลไดถู้กก าจดัจากการใชผ้ลต่างของฤดูกาลแลว้ แต่อนุกรมเวลานั้นอาจแสดงให้เห็นว่ายงัมี

 

 
9

 วิธีการหาผลต่างของฤดูกาล สามารถก าจดัความผนัแปรทางฤดูกาลทั้งกรณีท่ีเป็นแบบก าหนดไดแ้ละกรณีท่ีเป็นแบบสุ่ม 
 
10 โดยท่ี ∆𝑠𝐷Xt = (1‒Ls)DXt เช่น ถา้ D = 2 จะได ้∆𝑠2𝑋𝑡 = (1 − 𝐿𝑠)2𝑋𝑡 = (1 − 2𝐿𝑠 + 𝐿2𝑠)𝑋𝑡 = 𝑋𝑡 − 2𝑋𝑡−𝑠 +
𝑋𝑡−2𝑠 
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ความไม่น่ิงอยู่อีก ในกรณีน้ีเราจะตอ้งก าจดัความไม่น่ิงน้ีต่อไปอีกดว้ยวิธีการหาผลต่างล าดบัท่ี d 

หรือเขียนเป็นสมการไดด้งัน้ี 

  A(Ls)α(L)∆𝑑∆𝑠
𝐷Xt   =  B(Ls) β(L) εt    (6.22)

11
 

เราจะเรียกแบบจ าลองตามสมการท่ี (6.22) วา่แบบจ าลอง Seasonal Autoregressive Integrated 

Moving Average ล าดับท่ี (p, d, q)×(P, D, Q)s  หรือเขียนสั้ นว่า Seasonal ARIMA (p, d, 

q)(P, D, Q)s หรือ Seasonal ARIMA (p, d, q)×(P, D, Q)s ก็ได ้
ส าหรับวิธีการเขียนสมการของแบบจ าลอง  Seasonal ARIMA (p,d, q)×(P, D, Q)s  มี

วิธีคลา้ยกบัท่ีไดอ้ธิบายไปเม่ือครู่น้ี เช่น ถา้ก าหนดให ้ p= 0, d = 1, q = 0, D = 1, P = 0, Q = 1 
และ s = 12 แลว้แบบจ าลอง Seasonal ARIMA (0, 1, 0)×(0, 1, 1)12  จะเขียนไดด้งัน้ี 
 

    ∆∆12
1 Xt    = (1‒B1L

12) εt    

หรือ (1‒ L)(1‒L12)Xt  = (1‒B1L
12) εt    

และถ้าก าหนดให้  p= 0, d = 2, q = 0, D = 2, P = 0 , Q = 2 และ  s = 12 แล้วแบบจ าลอง  
Seasonal ARIMA (0, 2, 0)×(0, 2, 2)12 เขียนไดด้งัน้ี 

    ∆2∆12
2 Xt    = (1‒B1L

12‒B2L
24) εt    

หรือ (1‒ L)2(1‒ L12)2 Xt  = (1‒B1L
12‒B2L

24) εt    

ตอนน้ี เราจะมาดูตวัอย่างการวิเคราะห์แบบจ าลองอนุกรมเวลาท่ีความผนัแปรทางฤดูกาล
ไม่มีความน่ิง ก าหนดให้ Xt คืออนุกรมเวลามูลค่าการส่งออกรายไตรมาสของบริษทัหน่ึง (ลา้น
บาท) ตั้งแต่ไตรมาสท่ี 1 ของปี 2517‒ไตรมาสท่ี 2 ของปี 2554 ซ่ึงแสดงในรูปท่ี 6.3 

 

 

 

 
11 เราอาจสลบัท่ี ∆𝑑  กบั  ∆𝑠𝐷  ก็ได ้ซ่ึงแสดงไดด้งัน้ี  A(Ls)α(L)∆𝑠

𝐷∆𝑑Xt   =  B(Ls) β(L) εt 
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รูปท่ี 6.3 แสดงมูลค่าการส่งออกสินคา้รายไตรมาสของบริษทัหน่ึง (ลา้นบาท) 

จากรูปดงักล่าว มูลค่าการส่งออกสินคา้รายไตรมาสของบริษทัน้ีมีแนวโนม้ท่ีเพิ่มขึ้น   เร่ือย 
ๆ และเม่ือพิจารณาค่า SAC ของอนุกรมเวลาดงักล่าว (ดูรูปท่ี 6.4) ท าให้เราสรุปไดว้่าค่า TAC มี
นยัส าคญัทางสถิติตั้งแต่ช่วงเวลาท่ี 1‒30 และแสดงลกัษณะท่ีลดลงอย่างชา้ ๆ นัน่คืออนุกรมเวลา
มูลค่าการส่งออกสินคา้รายไตรมาสของบริษทัน้ีไม่มีความน่ิง และเพื่อให้ไดอ้นุกรมเวลาท่ีมีความ
น่ิง เราจะค านวณผลต่างล าดบัท่ีหน่ึงของอนุกรมเวลาดงักล่าวหรือเขียนแทนดว้ย ∆Xt ซ่ึงแสดงใน
รูปท่ี 6.5 
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รูปท่ี 6.4 แสดงค่า SAC และ SPAC ของมูลค่าการส่งออกสินคา้รายไตรมาสของบริษทัหน่ึง 

  

 

รูปท่ี 6.5 แสดงผลต่างล าดบัท่ีหน่ึงของมูลค่าการส่งออกสินคา้รายไตรมาสของบริษทัหน่ึง  
(หรือ ∆Xt) 
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และเพื่อใหท้ราบวา่ อนุกรมเวลา ∆Xt  มีความผนัแปรทางฤดูกาลหรือไม่ และความผนัแปร
ทางฤดูกาลมีลกัษณะท่ีน่ิงหรือไม่น่ิง เราตอ้งใช้ค่า SAC ของ ∆Xt ในการพิจารณา ซ่ึงแสดงไวใ้น
รูปท่ี 6.6 

 

รูปท่ี 6.6 แสดงค่า SAC และ SPAC ของ ∆Xt 

จากรูปดงักล่าว ท าให้เราสรุปไดว้่า ค่า TAC มีนัยส าคญัท่ี lag 4, 8, 12 และลดลงช้ามาก นั่นคือ
อนุกรมเวลาน้ีมีอิทธิพลของความผนัแปรทางฤดูกาล โดยมีช่วงเวลาของฤดูกาล (s) คือ 4 และ
ความผนัแปรทางฤดูกาลน้ีไม่น่ิง ดงันั้น ในกรณีน้ีเราควรท าผลต่างฤดูกาลต่อไปอีก หรือเขียนเป็น
สัญลกัษณ์ไดว้า่ ∆4∆Xt    
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รูปท่ี 6.7 แสดงอนุกรมเวลา ∆4∆Xt 

 

 

รูปท่ี 6.8 แสดงค่า SAC และ SPAC ของ ∆4∆Xt 
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รูปท่ี 6.7 แสดงอนุกรมเวลา ∆4∆Xt และรูปท่ี 6.8 แสดงค่า SAC และค่า SPAC
12 ของ

อนุกรมเวลาดงักล่าว จากรูปทั้งสองเราสรุปไดว้่า ความผนัแปรทางฤดูกาลท่ีอยู่ในอนุกรม ∆4∆Xt 
เป็นแบบชัว่คราวคือเกิดขึ้นท่ี 4 ช่วงเวลาท่ีแลว้เท่านั้น13 และเม่ือพิจารณาค่า SAC ของ ∆4∆Xt ณ 
ช่วงเวลาท่ี 4, 8, 12, … พบวา่ มีค่าส้ินสุดหลงัช่วงเวลาท่ี 4 เป็นตน้ไป  ส่วนค่า SPAC ของ ∆4∆Xt  

ณ ช่วงเวลาท่ี 4, 8, 12, … ก็พบวา่ มีค่าส้ินสุดหลงัช่วงเวลาท่ี 4 เป็นตน้ไป  นัน่คือเราอาจลองเลือก
ล าดบั (P, Q) = (1,1)  

ต่อมาเราควรพิจารณาด้วยว่าอนุกรมเวลา ∆4∆Xt ควรมีรูปแบบ ARMA(p, q) อยู่ด้วย
หรือไม่  ซ่ึงพิจารณาได้จากค่า SAC และ SPAC ของ ∆4∆Xt  ณ ช่วงเวลาท่ี 1, 2, 3, 5, 6, 7, 9, 

10, 11, … (โดยไม่พิจารณา SAC ณ ช่วงเวลา 4, 8, 12 เพราะพิจารณาจากในรูปความผนัแปร
ทางฤดูกาลไปแลว้) ซ่ึงพบว่า SAC มีค่าส้ินสุดหลงัช่วงเวลาท่ี 1  (ช่วงเวลาท่ี 2 ไม่มีนัยส าคัญ 
แมว้่าช่วงเวลาท่ี 3 จะมีนยัส าคญัก็ตามแต่ มีนยัส าคญัเล็กนอ้ย ซ่ึงไม่ชดัเจนเหมือน  lag ท่ี 1) ส่วน
ค่า SPAC ของ ∆4∆Xt  ณ ช่วงเวลาท่ี 1, 2, 3, 5, 6, 7, 9, 10, 11, …  (ไม่ตอ้งมองท่ีช่วงเวลาท่ี  4, 

8, 12, …) พบวา่ลดลงอยา่งรวดเร็ว เราจึงควรลองเลือก (p,q) = (0,1)  
กล่าวโดยสรุป ล าดับท่ีเราควรลองเลือกคือ  (P,Q) = (1,1) และ (p,q) = (0,1)  และ

เน่ืองจากเราก าลงัพิจารณาอนุกรมเวลา ∆4∆Xt ไปประยุกต์ใช้กบัแบบจ าลองของ Box-Jenkins 
นั่นคือเราจะมีค่า d = 1, D = 1, s = 4  ดังนั้ น ในขั้นท่ี 1 แบบจ าลองท่ีระบุได้คือ Seasonal 

ARIMA(0,1,1)×(1,1,1)4  นัน่เอง และอยา่ลืมวา่หลงัจากประมาณค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลองน้ี
แลว้ เราตอ้งท าการตรวจสอบความเหมาะสมของแบบจ าลองดังท่ีได้เคยศึกษาไวแ้ลว้ในบทท่ี 4 

ดว้ย     

 

 
12 อยา่ลืมว่าเราค านวณค่า SAC ข้ึนมาเพ่ือใชเ้ป็นตวัประมาณค่า TAC 

 
13 ซ่ึงสังเกตจากค่า TAC ณ 4 ช่วงเวลาท่ีแลว้ มีนยัส าคญัทางสถิติ 
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 ในบทน้ี เราจะมาศึกษาถึงการใชแ้บบจ าลอง Box-Jenkins ในการพยากรณ์อนุกรมเวลา 
ดงันั้นก่อนอ่ืน เราควรท่ีจ ามาทราบถึงแนวคิดในการพยากรณ์วา่มีหลกัเกณฑอ์ยา่งไรเสียก่อนซ่ึงจะ
กล่าวถึงในหัวขอ้ท่ีหน่ึง จากนั้นเราจะน าแนวคิดดังกล่าวมาใช้พยากรณ์ข้อมูลด้วยแบบจ าลอง
ของ ARMA ซ่ึงจะกล่าวถึงในหัวขอ้ท่ีสอง และทา้ยสุดจะกล่าวถึงการพยากรณ์ดว้ยแบบจ าลอง 

ARIMA รายละเอียดแต่ละหวัขอ้มีดงัต่อไปน้ี 

7.1  แนวคิดในการพยากรณ์  

ก าหนดให้เซตของขอ้มูลอนุกรมเวลาท่ีเราทราบค่าคือ {XT, XT‒1, XT‒2, …, X1} ซ่ึงจะเรียก
รวมว่า ข่าวสารท่ีมีอยู่ ณ ช่วงเวลาท่ี T  (จะใชต้วัย่อว่า IT : Information available at period T)  

ค่าพยากรณ์ของอนุกรมเวลาน้ีล่วงหน้าไป h ช่วงเวลาค านวณจากค่าคาดหวงัของ XT+h ภายใต้
เง่ือนไขของการมีข่าวสาร ณ ช่วงเวลาท่ี T (IT ) ซ่ึงเขียนในรูปสมการไดด้งัต่อไปน้ี 

 𝑋̂𝑇(ℎ)  = E(𝑋𝑇+ℎ|𝐼𝑇) 

   = E(XT+h| X1, X2,…, XT)             (7.1) 

การใชค้่าพยากรณ์ตามสมการท่ี (7.1) จะท าใหค้่าเฉล่ียของความผิดพลาดจากการพยากรณ์
ยกก าลงัสองมีค่านอ้ยท่ีสุด (Minimum Means Square Error (MSE) Forecasting)

1
 ซ่ึงจะเป็น

แนวคิดการพยากรณ์ท่ีจะน าไปใชก้บัแบบจ าลองของ Box‒Jenkins ส่วนค่าความผิดพลาดจากการ
ใชส้มการท่ี (7.1) ในการพยากรณ์ จะค านวณจากสมการดงัต่อไปน้ี 

 

 
1

 ส าหรับผูส้นใจวิธีน้ี อ่านวิธีพิสูจน์ไดใ้น  Cryer, J. D. and K. Chan, Time Series Analysis with Applications in 

R, 2nd edition. (Springer Science+Business Media, LLC, 2008), pp. 218‒220. 
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  eT(h) =  XT+h ‒ 𝑋̂𝑇+ℎ                (7.2) 

และความแปรปรวนของค่าผิดพลาดจากการใชส้มการท่ี (7.1) ในการพยากรณ์ ค านวณจากสมการ
ต่อไปน้ี 

       Var(eT (h)) =  Var(XT+h ‒ 𝑋̂𝑇+ℎ)                (7.3) 

7.2  การพยากรณ์อนุกรมเวลาด้วยแบบจ าลอง ARMA  

 เพื่อให้เข้าใจได้ง่าย ในหัวข้อน้ีจะเร่ิมจากการใช้แบบจ าลอง AR(1) ในการพยากรณ์ 

จากนั้ นจะกล่าวถึงการพยากรณ์ด้วยแบบจ าลอง  MA(1) การพยากรณ์ด้วยแบบจ าลอง 

ARMA(1,1) และทา้ยสุดจะเป็นการพยากรณ์ด้วยแบบจ าลอง  ARMA(p,q) รายละเอียดแต่ละ
หวัขอ้เป็นดงัน้ี 

7.2.1 การพยากรณ์ด้วยแบบจ าลอง AR(1)  

เราทราบแลว้วา่ แบบจ าลอง AR(1) เขียนไดด้งัรูปต่อไปน้ี 

  Xt  = α0 +α1Xt‒1 + εt โดยท่ี t = 1, 2, …, T    

ถา้เราพิจารณา ณ ช่วงเวลาท่ี T แบบจ าลอง AR(1) จะกลายเป็น 

  XT  = α0 + α1XT‒1 + εT               (7.4) 

อยา่ลืมวา่ ตอนน้ีเราทราบค่า X1, X2, …, XT  (หรือเขียนแทนดว้ย IT )  
• การพยากรณ์ 1 ช่วงเวลา ล่วงหน้า (1- step ahead forecast)   

จากสมการท่ี (7.4) ค่าอนุกรมเวลา X ณ ช่วงเวลาท่ี T + 1 เขียนไดว้า่ 

  XT + 1 = α0 + α1XT    + εT+1               (7.5) 

ค่าพยากรณ์ 1 ช่วงเวลาล่วงหนา้ (1- step ahead forecast) หาไดจ้ากสมการต่อไปน้ี 

  𝑋̂𝑇(1) = E(XT+1| IT)   

= α0 + α1E(XT| IT) + E(εT +1| IT )            (7.6) 
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เน่ืองจาก IT = {X1,X2, …, XT} ซ่ึงเป็นข่าวสารท่ีเราทราบค่าแลว้ ดงันั้น XT  เป็นค่าคงท่ีค่าหน่ึง 
(ไม่ใช่ตวัแปรสุ่มแลว้) แต่เน่ืองจากเรายงัไม่ทราบข่าวสาร ณ ช่วงเวลาท่ี T+1  ดงันั้น εT +1 ยงัถือ
เป็นตวัแปรสุ่มท่ีมีคุณสมบติัเช่นเดิมคือเป็นตวัรบกวนขาว2 ดงันั้น สมการท่ี (7.6) จะเขียนไดเ้ป็น 

  𝑋̂𝑇(1) = α0 + α1XT                 (7.7) 

ค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ 1 ช่วงเวลาล่วงหนา้ (1-step ahead forecast error) ค  านวณได้
ดงัน้ี 

  eT (1)  = XT+1 ‒𝑋̂𝑇(1)       

   = εT+1                         (7.8) 

และความแปรปรวนของค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ 1 ช่วงเวลาล่วงหนา้คือ 

       Var(eT (1))  = Var[εT+1]  =  2               (7.9) 

• การพยากรณ์ 2 ช่วงเวลา ล่วงหน้า (2- step ahead forecast)   
จากสมการท่ี (7.4) ค่าอนุกรมเวลา X ณ ช่วงเวลาท่ี T + 2 เขียนไดว้า่ 

  XT + 2 = α0 + α1XT+1+ εT+2              (7.10) 

ค่าพยากรณ์ 2 ช่วงเวลาล่วงหนา้ (2- step ahead forecast) หาไดจ้ากสมการต่อไปน้ี 

  𝑋̂𝑇(2) = E(XT+2| IT)     

   = α0 + α1E(XT+1 | IT) + E(εT +2| IT )    

   = α0 + α1𝑋̂𝑇(1)            (7.11) 

ค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ 2 ช่วงเวลาล่วงหน้า (2-step ahead forecast error) ค านวณ
ไดด้งัน้ี 
   eT (2)  = XT+2 ‒𝑋̂𝑇(2)      

   = 𝛼1 (𝑋𝑇 − 𝑋̂𝑇(1)) + 𝜀𝑇+2 = 𝛼1𝑒𝑇(1) + 𝜀𝑇+2  

   = 𝛼1𝜀𝑇+1 + 𝜀𝑇+2           (7.12) 

 

 
2

 นัน่คือ εT+1  มีค่าเฉลี่ยเป็นศูนย ์ความแปรปรวนคงท่ี 2 และเป็นอิสระกบัค่าของมนัเอง ณ ช่วงเวลาอื่น ๆ (εT+S , s ≠ 0) 
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และความแปรปรวนของค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ 2 ช่วงเวลาล่วงหนา้คือ 

    Var(eT (2))  = 𝑉𝑎𝑟(𝛼1𝜀𝑇+1 + 𝜀𝑇+2)     

   = 𝛼1
2𝑉𝑎𝑟 (𝜀𝑇+1) + 𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑇+2) + 2𝛼1𝐶𝑜𝑣(𝜀𝑇+1, 𝜀𝑇+2) 

จากคุณสมบติัท่ีวา่ εt เป็นตวัรบกวนขาว ดงันั้น เราจะไดว้่า 

    Var(eT (2)) = (𝛼1
2 + 1)𝜎2             (7.13) 

• การพยากรณ์ j ช่วงเวลาล่วงหน้า (j- step ahead forecast)   
จากสมการท่ี (7.4) ค่าอนุกรมเวลา X ณ ช่วงเวลาท่ี T + j เขียนไดว้า่ 

  XT + j = α0 + α1XT+(j‒1)    + εT+j           (7.14) 

ค่าพยากรณ์ j ช่วงเวลาล่วงหนา้ (j- step ahead forecast) หาไดจ้ากสมการต่อไปน้ี 

  𝑋̂𝑇(𝑗) = E(XT+j| IT)     

   = α0 + α1E(XT+(j‒1) | IT) + E(εT +j| IT )     

   = α0 + α1𝑋̂𝑇(𝑗 − 1)            (7.15) 

และเม่ือ j → ∞  แลว้ค่าพยากรณ์จะค านวณจากสมการต่อไปน้ี3
 

𝑋̂𝑇(𝑗)  =
𝛼0

1 − 𝛼1
                                                                                     (7.16) 

สมการท่ี (7.16)  แสดงให้เราทราบว่า เม่ือเราพยากรณ์ไปขา้งหน้าไกลขึ้นเร่ือย ๆ ค่าพยากรณ์จะ
เขา้ใกลค้่า  𝛼0

1−𝛼1
 = E(Xt) ซ่ึงก็คือค่าเฉล่ียของอนุกรมเวลา Xt ท่ีอยู่ในรูปแบบ AR(1) นัน่เอง ค่า

ความผิดพลาดของการพยากรณ์ j ช่วงเวลาล่วงหน้า (j-step ahead forecast error) และความ
แปรปรวนของค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ j ช่วงเวลาล่วงหนา้ แสดงไดด้งัสมการต่อไปน้ี4

 

  eT (j)  =  𝛼1
𝑗−1

εT+1 + 𝛼1
𝑗−2

εT+2  + …. +α1εT+j‒1+ εT+j        (7.17) 

Var(eT (j))  =  (𝛼1
2(𝑗−1)

+ 𝛼1
2(𝑗−2)

+⋯+ 𝛼1
2 + 1)𝜎2        (7.18) 

 

 
3 ดูวิธีพิสูจน์ในภาคผนวก 7ก 

 
4 ดูวิธีพิสูจน์ในภาคผนวก 7ข 



 

 

145 การพยากรณ ์

และเม่ือ j → ∞  แลว้ค่าความแปรปรวนของค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์แสดงไดด้งัน้ี 

Var(𝑒𝑇(𝑗))  =
σ2

1 − 𝛼1
2                                             

นั่นคือ ถา้เราพยากรณ์ล่วงหน้าไกลขึ้นเร่ือย ๆ จะพบว่าค่าความแปรปรวนของค่าความผิดพลาด
ของการพยากรณ์ดว้ยแบบจ าลอง AR(1) จะสูงขึ้นเร่ือย ๆ อย่างไรก็ดี หากอนุกรมเวลา Xt มีความ

น่ิง (|α1| < 1)  ความแปรปรวนน้ีจะลู่เขา้หาค่าคงท่ี  σ
2

1−𝛼1
2  ซ่ึงก็คือความแปรปรวนของอนุกรม

เวลา Xt ท่ีอยูใ่นรูปแบบ AR(1) นัน่เอง 
เพื่อใหเ้ขา้ใจไดง้่ายขึ้น สมมุติใหแ้บบจ าลองท่ีเหมาะสมในการประยกุตใ์ชก้บัอนุกรมเวลา

อตัราเงินเฟ้อเฉล่ียรายเดือนของประเทศหน่ึงคือแบบจ าลอง AR(1) ซ่ึงเขียนไดด้งัสมการท่ี (7.19) 
ดงัน้ี 

 

          𝑌̂𝑡  = 0.669 Yt‒1   , t = 1, 2, …, 102          (7.19) 

       t- statistics    (9.154)*** 

  AIC = 2.390  SCB =2.416   

RSS (Residual Sum of Square) =  63.277
5
 

โดยท่ี *** หมายถึงมีนยัส าคญัท่ีระดบัร้อยละ 1  

และถา้ขอ้มูลสุดทา้ยท่ีใชค้่าพารามิเตอร์ของสมการท่ี (7.19) คือ Y102 = 1%  ดงันั้น เราจะ
ไดค้่าพยากรณ์อตัราเงินเฟ้อเฉล่ียรายเดือนของประเทศน้ี ในเดือนท่ี 103, 104 และ105 แสดงได้
ดงัน้ี 

𝑌̂103 = 𝑌̂102(1) = 0.669𝑌102      = 0.669(1%)  = 0.669% 

𝑌̂104 = 𝑌̂102(2) = 0.669𝑌̂102(1) = 0.669(0.669%)  = 0.448% 

𝑌̂105 = 𝑌̂102(3) = 0.669𝑌̂102(2) = 0.669(0.448%)  = 0.3% 

 

 5 RSS = ∑ (𝑌𝑡 − 𝑌̂𝑡)
102
𝑡=2   เราตอ้งเร่ิมค านวณตั้งแต่ t = 2 เน่ืองจากการประมาณค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง AR(1) ตอ้ง

เร่ิมใชข้อ้มูลตั้งแต่ตวัท่ี 2 เป็นตน้ไป ดงันั้น จ านวนขอ้มูลท่ีใชใ้นการประมาณค่า AR(1) คือ 101 (N = 101) 
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เน่ืองจาก s
2
=

RSS

N-K
 = 

63.277

101-1
 = 0.633 (N คือจ านวนข้อมูล ท่ีใช้ประมาณค่ าพารามิ เตอ ร์ใน

แบบจ าลอง AR(1) และ K คือจ านวนพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง AR(1)) ตวัประมาณค่าความ
แปรปรวนของค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ 1, 2 และ 3 ช่วงเวลาล่วงหนา้ค านวณไดด้งัน้ี 

 Var(e102(1))  = s 2    = 0.633  

Var(e102(2)) = (𝛼̂1
2 + 1)𝑠2  = (0.6692 +1)(0.633)  = 0.916 

Var(e102(3)) = (𝛼̂1
4 + 𝛼̂1

2 + 1)𝑠2 = (0.6694 +0.6692 +1)(0.633) = 1.043 

หรือเรากล่าวได้ว่า ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ 1, 2 และ 3 
ช่วงเวลาล่วงหนา้ ค านวณไดด้งัน้ี 

𝑆. 𝐸. (𝑒102(1)) = √𝑉𝑎𝑟(𝑒102(1)) =   √0.633   = 0.796 

𝑆. 𝐸. (𝑒102(2)) = √𝑉𝑎𝑟(𝑒102(2))  =   √0.916   = 0.957 

𝑆. 𝐸. (𝑒102(3)) = √𝑉𝑎𝑟(𝑒102(3))  =   √1.043   = 1.021 

7.2.2 การพยากรณ์ด้วยแบบจ าลอง MA(1) 

เราทราบแลว้วา่ แบบจ าลอง MA(1) เขียนไดด้งัรูปต่อไปน้ี 

Xt = β0 + εt – β1εt‒1 โดยท่ี t = 1, 2, …, T    

ถา้เราพิจารณา ณ ช่วงเวลาท่ี T แบบจ าลอง MA(1) จะกลายเป็น 

  XT = β0 + εT – β1εT‒1              (7.20) 

อย่าลืมว่าตอนน้ีเราทราบค่า X1, X2, …, XT  และทราบค่า ε1, ε2, …, εT (หรือเขียนแทนดว้ย IT )  
ดงันั้น  IT = {X1,…, XT, ε1, …, εT} 
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• การพยากรณ์ 1 ช่วงเวลา ล่วงหน้า (1- step ahead forecast)   
จากสมการท่ี (7.20) ค่าอนุกรมเวลา X ณ ช่วงเวลาท่ี T + 1 เขียนไดว้า่ 

  XT + 1 = β0 + εT+1 – β1εT             (7.21) 

ค่าพยากรณ์ 1 ช่วงเวลาล่วงหนา้ (1- step ahead forecast) หาไดจ้ากสมการต่อไปน้ี 

  𝑋̂𝑇(1) = E(XT+1| IT)     

   = β0 + E(εT+1|IT) – β1E(εT | IT)           (7.22) 

เน่ืองจาก IT = {X1,…, XT, ε1, …, εT}  ซ่ึงเป็นข่าวสารท่ีเราทราบค่าแลว้ ดงันั้น εT  ไม่ถือเป็นตวั
แปรสุ่ม แต่ εT+1 เป็นตวัแปรสุ่มท่ีมีคุณสมบติัเช่นเดิมคือเป็นตวัรบกวนขาว ดงันั้น สมการท่ี (7.22) 
จะเขียนไดเ้ป็น 

  𝑋̂𝑇(1) = β0 – β1εT                 (7.23) 

ค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ 1 ช่วงเวลาล่วงหนา้ (1-step ahead forecast error) ค  านวณ
ไดด้งัน้ี 

  eT (1)  = XT+1 ‒𝑋̂𝑇(1)      

   = εT+1              (7.24) 

และความแปรปรวนของค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ 1 ช่วงเวลาล่วงหนา้ค านวณไดด้งัน้ี 

        Var(eT (1))  = Var[εT+1]  =  2             (7.25) 

• การพยากรณ์ 2 ช่วงเวลา ล่วงหน้า (2- step ahead forecast)   
จากสมการท่ี (7.20) ค่าอนุกรมเวลา X ณ ช่วงเวลาท่ี T + 2 เขียนไดว้า่ 

  XT + 2 = β0 + εT+2 – β1εT+1             (7.26) 

ค่าพยากรณ์ 2 ช่วงเวลาล่วงหนา้ (2- step ahead forecast) หาไดจ้ากสมการต่อไปน้ี 

  𝑋̂𝑇(2) = E(XT+2| IT)     

   = β0 + E(εT+2|IT) – β1E(εT+1 | IT)           (7.27) 
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เน่ืองจาก IT = {X1,…, XT, ε1, …, εT}  ซ่ึงเป็นข่าวสารท่ีเราทราบค่าแลว้ ดังนั้น εT+1 และ εT+2   
คือตวัแปรสุ่มท่ีมีคุณสมบติัเช่นเดิมคือเป็นตวัรบกวนขาว ดงันั้น สมการท่ี (7.27) จะเขียนไดเ้ป็น 

  𝑋̂𝑇(2) = β0              (7.28) 

ค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ 2 ช่วงเวลาล่วงหนา้ (2-step ahead forecast error) ค  านวณได้
ดงัน้ี 

  eT (2)  = XT+2 ‒𝑋̂𝑇(2)       

   = εT+2 – β1εT+1             (7.29) 

และความแปรปรวนของค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ 1 ช่วงเวลาล่วงหนา้ค านวณไดด้งัน้ี 

     Var(eT (2))  = (1+𝛽1
2)  2              (7.30) 

ซ่ึงสมการท่ี (7.30) ก็คือความแปรปรวนของอนุกรมเวลา Xt ท่ีอยูใ่นรูปแบบ MA(1) นัน่เอง 

• การพยากรณ์ j ช่วงเวลา ล่วงหน้า ( j- step ahead forecast)   
จากสมการท่ี (7.20) ค่าอนุกรมเวลา X ณ ช่วงเวลาท่ี T + j  เขียนไดว้า่ 

  XT + j = β0 + εT+ j – β1εT+ (j‒1)            (7.31) 

ค่าพยากรณ์ j ช่วงเวลาล่วงหนา้ ( j- step ahead forecast) หาไดจ้ากสมการต่อไปน้ี 

  𝑋̂𝑇(𝑗) = E(XT+j| IT)     

   = β0 + E(εT+j|IT) – β1E(εT+(j‒1) | IT)          (7.32) 

เน่ืองจาก IT = {X1, …, XT, ε1, …, εT}  ซ่ึงเป็นข่าวสารท่ีเราทราบค่าแลว้ ดงันั้น εT+j และ εT+(j‒1) 

คือตวัรบกวนขาว ดงันั้น สมการ (7.32) จะเขียนไดเ้ป็น 

  𝑋̂𝑇(𝑗) = β0              (7.33) 

ค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ j ช่วงเวลาล่วงหนา้ ( j-step ahead forecast error) ค  านวณได้
ดงัน้ี 

  eT (j)  = XT+j ‒𝑋̂𝑇(𝑗)       

   = εT+j – β1εT+(j ‒1)            (7.34) 
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และความแปรปรวนของค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ j ช่วงเวลาล่วงหนา้ค านวณไดด้งัน้ี 

      Var(eT (j))  = (1+𝛽1
2)  2               (7.35) 

จากสมการท่ี (7.28) และ (7.33) แสดงให้เห็นว่า อนุกรมเวลาท่ีอยู่ในรูปแบบ MA(1) จะมีค่า
พยากรณ์ตั้งแต่ 2 ช่วงเวลาล่วงหนา้เป็นตน้ไป (j  2)  คงท่ีเท่ากบั β0  ซ่ึงก็คือค่าเฉล่ียของอนุกรม
เวลาตามแบบจ าลอง MA(1) นัน่เอง และจากสมการท่ี (7.30) และ (7.35) กล่าวไดว้า่ อนุกรมเวลา
ท่ีอยู่ในรูปแบบ MA(1) จะมีความแปรปรวนของค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์คงท่ีเท่ากับ 
(1+𝛽1

2) 2 ซ่ึงก็คือความแปรปรวนของแบบจ าลอง MA(1) นัน่เอง 
 เม่ือใชวิ้ธีเดียวกนัน้ีในการพยากรณ์อนุกรมเวลาท่ีอยูใ่นรูป MA(q) จะไดข้อ้สรุปคลา้ยกนั
คือ เม่ือเราพยากรณ์ไกลออกไปคือตั้งแต่ช่วงเวลาท่ี q+1 เป็นตน้ไป จะพบวา่ค่าพยากรณ์คือค่าเฉล่ีย
ของอนุกรมเวลาตามแบบจ าลอง MA(q) นั่นเอง (ซ่ึงก็คือ β0) และความแปรปรวนของค่าความ
ผิดพลาดของการพยากรณ์จะมีค่าเท่ากบัความแปรปรวนของแบบจ าลอง MA(q) นัน่เอง (ซ่ึงก็คือ
 (1 + 𝛽1

2 + 𝛽2
2 +⋯+ 𝛽𝑞

2)σ2)  
เพื่อใหเ้ขา้ใจไดง้่ายขึ้น สมมุติใหแ้บบจ าลองท่ีเหมาะสมในการประยกุตใ์ชก้บัอนุกรมเวลา

อตัราแลกเปล่ียนเงินสกุลหน่ึงต่อเงินดอลลาร์รายวนัของประเทศหน่ึง (Yt) จ านวน 150 วนั คือ
แบบจ าลอง MA(2) ซ่ึงเขียนไดด้งัสมการท่ี (7.36) ดงัน้ี 

         𝑌̂𝑡  =   35.177  ‒ 0.527εt‒1  + 0.661 εt‒2 ,  t = 1, 2, …, 15            (7.36) 

     t- statistics       (158.75)***  (‒8.44)***  (10.55)*** 

  AIC = 2.390  SCB =2.416   

RSS (Residual Sum of Square) = 845.684 

โดยท่ี *** หมายถึงมีนยัส าคญัท่ีระดบัร้อยละ 1   

ในการพยากรณ์อนุกรมเวลาดว้ยแบบจ าลอง MA(2) ณ เวลา T+1 จะตอ้งใชข้อ้มูล εT และ 
εT‒1 ซ่ึงประมาณดว้ยค่าความผิดพลาดจากการประมาณสมการท่ี (7.36) หรือค่า Residual (et) ณ 
เวลา T และ T‒1 นัน่เอง (หรือเขียนเป็นสัญลกัษณ์วา่ eT และ eT‒1 ตามล าดบั)  

จากสมการท่ี (7.36) พบว่าค่า e150 และ e149  มีค่าเป็น ‒2.301 และ ‒3.305 ตามล าดบั 
ดงันั้น ค่าพยากรณ์อตัราแลกเปล่ียนรายวนัของประเทศน้ี ในเดือนท่ี 151 ถึง 155 แสดงไดด้งัน้ี 
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𝑌̂151 = 𝑌̂150(1)  = 35.177 ‒ 0.527e150 + 0.661e149 

          = 35.177 ‒ 0.527(‒2.301) + 0.661(‒3.305)  = 34.205 

     𝑌̂152 = 𝑌̂150(2)  = 35.177 ‒ 0.527e151 + 0.661e150 

          = 35.177 ‒ 0.527(0) + 0.661(‒2.301)  = 33.656   

     𝑌̂153 = 𝑌̂150(3)  = 35.177 ‒ 0.527e152 + 0.661e151 

           = 35.177 ‒ 0.527(0) + 0.661(0)   = 33.177 

     𝑌̂154 = 𝑌̂150(4)  = 35.177 ‒ 0.527e153 + 0.661e152 

          = 35.177 ‒ 0.527(0) + 0.661(0)  = 33.177 

      𝑌̂155 = 𝑌̂150(5)  = 35.177 ‒ 0.527e154 + 0.661e153 

          = 35.177 ‒ 0.527(0) + 0.661(0)   = 33.177 

จะเห็นว่าค่าพยากรณ์ตั้งแต่ 3 ช่วงเวลาล่วงหน้าเป็นต้นไปเท่ากับ 33.177 ซ่ึงก็คือค่าเฉล่ียของ
อนุกรมเวลาท่ีอยูใ่นรูปแบบ MA(2) นัน่เอง   และจากการใชแ้นวคิดเดียวกบัท่ีไดอ้ธิบายไวใ้นกรณี 

MA(1) ค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ช่วงเวลาท่ี 151‒155 ช่วงเวลาล่วงหนา้ แสดงไดด้งัน้ี 
e150 (1) = X151 ‒𝑋̂150(1) = ε151  

e150 (2) = X152 ‒𝑋̂150(2) = ε152 ‒ β1ε151  

e150 (3) = X153 ‒𝑋̂150(3) = ε153 ‒ β1ε152 ‒ β2ε151 

e150 (4) = X154 ‒𝑋̂150(4) = ε154 ‒ β1ε153 ‒ β2ε152 

e150 (5) = X155 ‒𝑋̂150(5) = ε155 ‒ β1ε154 ‒ β2ε153 

และความแปรปรวนของค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ ณ ช่วงเวลาท่ี 151‒155 ล่วงหนา้
ค านวณไดด้งัน้ี 

Var(e150 (1)) =   2   

Var(e150 (2)) = (1+𝛽1
2)  2   

Var(e150 (3)) = (1+𝛽1
2 + 𝛽2

2)  2   

Var(e150 (4)) = (1+𝛽1
2 + 𝛽2

2)  2   

Var(e150 (5)) = (1+𝛽1
2 + 𝛽2

2)  2   
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เน่ืองจาก   s2 = 
RSS

N-K
 = 

845.684

150-3
 = 5.753 ซ่ึงเราจะใชเ้ป็นตวัประมาณค่าพารามิเตอร์ σ2 โดย N คือ

จ านวนขอ้มูลท่ีใช้ประมาณค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลองซ่ึงมีค่าเท่ากับ  150  ส่วน K คือจ านวน
พารามิเตอร์ในแบบจ าลอง MA(2)ซ่ึงมีค่าเท่ากบั 3   ดงันั้น ตวัประมาณค่าความแปรปรวนของค่า
ความผิดพลาดของการพยากรณ์ ณ ช่วงเวลาท่ี 151‒155 คือ 

Var(e150 (1)) = s2
         = 5.753 

Var(e150 (2)) = (1+𝛽̂1
2) s 2       = [1+ (‒0.527)2]5.753  = 7.351  

Var(e150 (3)) = (1+𝛽̂1
2 + 𝛽̂2

2) s 2 = [1+ (‒0.527)2+ (0.661)2]5.753   = 9.864 

Var(e150 (4)) = (1+𝛽̂1
2 + 𝛽̂2

2) s 2 = [1+ (‒0.527)2+ (0.661)2]5.753  = 9.864 

Var(e150 (5)) = (1+𝛽̂1
2 + 𝛽̂2

2) s 2 = [1+ (‒0.527)2+ (0.661)2]5.753   = 9.864 

ดงันั้น ตวัประมาณค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ ณ ช่วงเวลาท่ี 

151‒155 ค  านวณไดด้งัน้ี 

S.E.(𝑒150(1)) =  √𝑉𝑎𝑟(𝑒150(1)) = √5.753  = 2.395  

S.E.(𝑒150(2)) =  √𝑉𝑎𝑟(𝑒150(2)) = √7.351  = 2.711 

S.E.(𝑒150(3)) =  √𝑉𝑎𝑟(𝑒150(3)) = √9.864  = 3.141 

S.E.(𝑒150(4)) =  √𝑉𝑎𝑟(𝑒150(4)) = √9.864 = 3.141 

S.E.(𝑒150(5)) =  √𝑉𝑎𝑟(𝑒150(5)) = √9.864 = 3.141 
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7.2.3 การพยากรณ์ด้วยแบบจ าลอง ARMA(1, 1)  

พิจารณาแบบจ าลอง ARMA(1, 1) ซ่ึงเขียนไดใ้นรูปต่อไปน้ี 

  Xt  = α0 +α1Xt‒1 + εt ‒ β1εt‒1 โดยท่ี t = 1, 2, …, T    

ถา้เราพิจารณา ณ ช่วงเวลาท่ี T แบบจ าลอง ARMA(1,1) จะกลายเป็น 

  XT  = α0 +α1XT‒1 + εT ‒ β1εT‒1             (7.37) 

ซ่ึงตอนน้ีเราทราบค่า X1, X2, …, XT และ ε1, ε2,…, εT  (หรือเขียนแทนดว้ย IT )  
• การพยากรณ์ 1 ช่วงเวลา ล่วงหน้า (1- step ahead forecast)   

จากสมการท่ี (7.37) ค่าอนุกรมเวลา X ณ ช่วงเวลาท่ี T + 1 เขียนไดว้า่ 

  XT+1    = α0 +α1XT + εT+1 ‒ β1εT            (7.38) 

ค่าพยากรณ์ 1 ช่วงเวลาล่วงหนา้ (1- step ahead forecast) หาไดจ้ากสมการต่อไปน้ี 

    𝑋̂𝑇(1)   = E(XT+1| IT)     

=  α0 +α1E(XT | IT) + E(εT+1| IT) ‒ β1E(εT | IT)          (7.39) 

เน่ืองจาก IT = {X1, …, XT, ε1,…, εT} ซ่ึงเป็นข่าวสารท่ีเราทราบค่าแลว้ ดงันั้น XT และ εT ถือเป็น
ค่าคงท่ีค่าหน่ึง (ไม่ใช่ตวัแปรสุ่มแลว้) ในขณะท่ี εT +1 ยงัเป็นตวัแปรสุ่มท่ีมีคุณสมบติัเช่นเดิมคือ
เป็นตวัรบกวนขาว ดงันั้น สมการท่ี (7.39) จะเขียนไดเ้ป็น 

     𝑋̂𝑇(1) = α0 +α1XT ‒ β1εT             (7.40) 

ค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ 1 ช่วงเวลาล่วงหนา้ (1-step ahead forecast error) ค  านวณได้
ดงัน้ี 

  eT (1)  = XT+1 ‒𝑋̂𝑇(1)       

   = εT+1              (7.41) 

และความแปรปรวนของค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ 1 ช่วงเวลาล่วงหนา้ค านวณไดด้งัน้ี 

  Var(eT (1))  = Var[εT+1]  =  2             (7.42) 
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• การพยากรณ์ 2 ช่วงเวลา ล่วงหน้า (2- step ahead forecast)   
จากสมการท่ี (7.37) ค่าอนุกรมเวลา X ณ ช่วงเวลาท่ี T + 2 เขียนไดว้า่ 

  XT+2  = α0 +α1XT+1 + εT+2 ‒ β1εT+1            (7.43) 

ค่าพยากรณ์ 2 ช่วงเวลาล่วงหนา้ (2- step ahead forecast) หาไดจ้ากสมการต่อไปน้ี 

  𝑋̂𝑇(2) = E(XT+2| IT)     

   = α0 + α1E(XT+1 | IT) + E(εT +2| IT ) ‒ β1E(εT+1| IT)  

   = α0 + α1𝑋̂𝑇(1)            (7.44) 

ค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ 2 ช่วงเวลาล่วงหนา้ (2-step ahead forecast error) ค านวณ
ไดด้งัน้ี 

  eT (2)  = XT+2 ‒𝑋̂𝑇(2)       

   = 𝛼1 (𝑋𝑇+1 − 𝑋̂𝑇(1)) + 𝜀𝑇+2 ‒ β1εT+1   

   = 𝛼1𝑒𝑇(1) + 𝜀𝑇+2 ‒ β1εT+1    

และความแปรปรวนของค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ 2 ช่วงเวลาล่วงหนา้ค านวณไดด้งัน้ี 

       Var(eT (2))  = 𝛼1
2𝑉𝑎𝑟(𝑒𝑇(1)) + 𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑇+2) + 𝛽1

2𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑇+1)   

   = 𝛼1
2𝜎2 + 𝜎2 + 𝛽1

2𝜎2    

   = (1 + 𝛼1
2 + 𝛽1

2)𝜎2                   (7.45) 

• การพยากรณ์ j ช่วงเวลาล่วงหน้า (j-step ahead forecast)   
จากสมการท่ี (7.37) ค่าอนุกรมเวลา X ณ ช่วงเวลาท่ี T + j เขียนไดว้า่ 

  XT+j  = α0 +α1XT+(j‒1) + εT+j ‒ β1εT+(j‒1)           (7.46) 

ค่าพยากรณ์ j ช่วงเวลาล่วงหนา้ (j- step ahead forecast) หาไดจ้ากสมการต่อไปน้ี 

  𝑋̂𝑇(𝑗) = E(XT+j| IT)     

   = α0 + α1E(XT+j | IT) + E(εT +j| IT ) ‒ β1E(εT+ (j ‒1)| IT)   

   = α0 + α1𝑋̂𝑇(𝑗 − 1)            (7.47) 
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และเม่ือ j → ∞  แลว้ค่าพยากรณ์จะค านวณจากสมการต่อไปน้ี 

𝑋̂𝑇(𝑗)  =
𝛼0

1 − 𝛼1
                                                                                     (7.48)6 

สมการท่ี (7.48)  แสดงให้เราทราบว่า เม่ือเราพยากรณ์ไปขา้งหน้าไกลขึ้นเร่ือย ๆ ค่าพยากรณ์จะ
เข้าใกล้ค่า  

𝛼0

1−𝛼1
 = E(Xt) ซ่ึงก็คือค่าเฉล่ียของอนุกรมเวลา  Xt ท่ีอยู่ในรูปแบบ ARMA(1,1) 

นัน่เอง 
ส่วนค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์  j ช่วงเวลาล่วงหน้า (j-step ahead forecast 

error) และความแปรปรวนของค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ j ช่วงเวลาล่วงหนา้ แสดงไดด้งั
สมการต่อไปน้ี7

  

eT (j) =  𝛼1
𝑗−1

εT+1 + 𝛼1
𝑗−2

εT+2  + …. +α1εT+j‒1+ εT+j  

‒ β1{𝛼1
𝑗−1

εT + 𝛼1
𝑗−2

εT+1  + …. +α1εT+j‒2+ εT+j‒1}         (7.49) 

   Var(eT (j))  =  (1 + 𝛽1
2) (𝛼1

2(𝑗−1)
+ 𝛼1

2(𝑗−2)
+⋯+ 𝛼1

2 + 1)𝜎2        (7.50) 

นั่นคือ ถา้เราพยากรณ์ล่วงหน้าไกลขึ้นเร่ือย ๆ จะพบว่าค่าความแปรปรวนของค่าความผิดพลาด
ของการพยากรณ์ดว้ยแบบจ าลอง ARMA(1,1) จะสูงขึ้นเร่ือย ๆ  

จากสมการท่ี (7.50) เม่ือ j →  จะไดว้่า Var(eT (j)) = 
(1+𝛽1

2)𝜎2

(1−𝛼1
2)

  นัน่คือ เม่ือพยากรณ์

ไกลขึ้นเร่ือย ๆ แล้วความแปรปรวนของค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ด้วยแบบจ าลอง 

ARMA(1,1) จะลู่เขา้หาค่าคงท่ี (1+𝛽1
2)𝜎2

(1−𝛼1
2)

 เสมอตราบใดท่ีอนุกรมเวลา Xt มีความน่ิง (เน่ืองจาก 

|α1| < 1)  และค่าคงท่ีน้ีเป็นการผสมผสานกันระหว่างส่วนของความแปรปรวนของค่าความ
ผิดพลาดของการพยากรณ์จากของแบบจ าลอง AR(1) และจากแบบจ าลอง MA(1) เขา้ด้วยกนั
นัน่เอง   

  

 

 
6

 ดูวธีิพิสูจน์ในภาคผนวก 7ค 
 
7 ดูวิธีพิสูจน์ในภาคผนวก 7ง 
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7.2.4 การพยากรณ์ด้วยแบบจ าลอง ARMA(p, q)  

พิจารณาแบบจ าลอง ARMA(p,q) ซ่ึงเขียนไดด้งัรูปต่อไปน้ี 

Xt  = α0 +α1Xt‒1+ α2Xt‒2+…+ αpXt‒p + εt ‒ β1εt‒1‒ β2εt‒2 ‒…‒βqεt‒q  

โดยท่ี t = 1, 2, …, T  ถา้เราพิจารณา ณ ช่วงเวลาท่ี T แบบจ าลอง ARMA(p,q) จะกลายเป็น 

    XT  = α0 +α1XT‒1+ α2XT‒2+…+ αpXT‒p + εT ‒ β1εT‒1‒ β2εt‒2 ‒…‒βqεT‒q       (7.51) 

หรือเขียนไดอี้กแบบคือ 

 α(L)XT   = α0 + β(L)εT              (7.52) 

โดยท่ี  α(L) = 1‒ α1L‒ α2L ‒ … ‒ αpL
p และ β(L) = 1‒ β1L‒ β2L ‒ … ‒ βqL

q  และข่าวสารท่ี
มีอยู่ ณ เวลา T  เขียนแทนดว้ย  IT = {X1, …, XT, ε1,…, εT}   และจากสมการท่ี (7.51) จะไดค้่า  
XT+1 และ XT+2ไดด้งัน้ี 

XT+1 = α0 +α1XT    +α2XT‒1  + … +αpXT +(1‒p)  + εT+1  ‒ β1εT   ‒ β2εT‒1 ‒ … ‒ βqεT+(1‒q) 

XT+2   = α0 +α1XT+1 +α2XT      + … +αpXT+(2‒p) + εT+2 ‒ β1εT+1 ‒ β2εT     ‒ … ‒ βqεT+(2‒q) 

การพยากรณ์อนุกรมเวลา 1 และ 2 ช่วงเวลาล่วงหนา้ จากแบบจ าลอง ARMA(p, q) เป็นดงัน้ี 

𝑋̂𝑇(1)  = E(XT+1| IT)  

  = α0  +  α1XT   + α2XT‒1 + … + αpXT+(1‒p) ‒ β1εT ‒…‒βqεT+ (1‒q) 
  

 𝑋̂𝑇(2)  = E(XT+2| IT)  

= α0  +α1𝑋̂𝑇(1)+α2XT   + … + αpXT‒(p‒2)  ‒ β2εT ‒…‒βqεT+(2‒q) 
  

และเราสามารถเขียนในรูปทัว่ไปคือค่า XT+j ไดด้งัน้ี 

XT+j =α0 +α1XT+(j‒1) +…+ αpXT+(j‒p) + εT+j ‒β1εT+(j‒1) ‒…‒βqεT+(j‒q)       (7.53) 

และการพยากรณ์ j ช่วงเวลาล่วงหนา้ เขียนในรูปทัว่ไปไดด้งัน้ี  
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 𝑋̂𝑇(𝑗)  = E(XT+j| IT)  

= 𝛼0 +∑𝛼𝑖𝑋̂𝑇(𝑗 − 𝑖)

𝑝

𝑖=1

−∑𝛽𝑖𝜀𝑇(𝑗 − 𝑖)

𝑞

𝑖=1

                                         (7.54) 

โดยท่ี     𝑋̂𝑇(𝑗 − 𝑖) = 𝑋𝑇+(𝑗−𝑖)  เม่ือ j ‒i  0   

𝜀𝑇(𝑗 − 𝑖) = {
𝜀𝑇+(𝑗−𝑖)
0

   
, ถา้ 𝑗 − 𝑖 ≤ 0

, ถา้ 𝑗 − 𝑖 > 0
 

นอกจากน้ี เรายงัพิสูจน์ได้เช่นเดียวกับกรณี ARMA(1,1) คือเม่ือ j → ∞  แล้วค่าพยากรณ์จะ
ค านวณจากสมการต่อไปน้ี 

𝑋̂𝑇(𝑗)  =
𝛼0

1 − 𝛼1 −⋯− 𝛼𝑝
                                                                                 (7.55) 

สมการท่ี (7.55)  หมายถึงเม่ือเราพยากรณ์ไปขา้งหน้าไกลขึ้นเร่ือย ๆ ค่าพยากรณ์จะเขา้
ใกลค้่า 𝛼0

1−𝛼1−⋯−𝛼𝑝
  = E(Xt) ซ่ึงก็คือค่าเฉล่ียของอนุกรมเวลา Xt ท่ีอยู่ในรูปแบบ ARMA(p,q) 

นัน่เอง ส่วนค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ j ช่วงเวลาล่วงหนา้ (j-step ahead forecast error) 

และความแปรปรวนของค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ j ช่วงเวลาล่วงหนา้ จะท าไดง้่ายเม่ือเรา
แปลงแบบจ าลอง ARMA(p, q) ใหอ้ยูใ่นรูป MA(∞) ดงัจะอธิบายดงัน้ี8

 

เน่ืองจากอนุกรมเวลา Xt มีความน่ิง ดงันั้น สมการท่ี (7.52) เขียนใหม่ไดเ้ป็น 

𝑋𝑇 =
𝛼0
𝛼(𝐿)

+
𝛽(𝐿)

𝛼(𝐿)
𝜀𝑇                                                                                           (7.56) 

เม่ือพิจารณา 𝛼0
𝛼(𝐿)

 = 
𝛼0

1−𝛼1−⋯−𝛼𝑝
= E(Xt)ซ่ึงก็คือค่าเฉล่ียนั่นเอง และเม่ือพิจารณา  𝛽(𝐿)

𝛼(𝐿)
𝜀𝑇 จะ

เห็นวา่เก่ียวขอ้งกบัตวัแปร 𝜀𝑇 ดงันั้น 𝛽(𝐿)
𝛼(𝐿)

𝜀𝑇 = 
1−𝛽1𝐿−⋯−𝛽𝑞𝐿

1−𝛼1𝐿−⋯−𝛼𝑝𝐿
𝜀𝑇 จะไม่ใช่ค่าคงท่ี 

ถา้ก าหนดให ้ 𝛼0
𝛼(𝐿)

   = μ  

และ  𝛽(𝐿)
𝛼(𝐿)

   =  𝜑(𝐿) =  1 + 𝜑1𝐿 + 𝜑1
2𝐿2 +⋯          (7.57) 

 

 
8 ดูภาคผนวก 3จ ประกอบ จะท าให้เขา้ใจไดง้่ายข้ึน 
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ดงันั้น สมการท่ี (7.56) ท่ีแสดงแบบจ าลอง ARMA(p, q)  สามารถเขียนให้อยูใ่นรูป MA() ได้
ดงัน้ี 

       XT  = μ + εT + φ1εT‒1 + φ2 εT‒2+ …           (7.58)
9
 

หรือเขียนไดว้า่ 

       XT  = μ + φ(L)εT              (7.59) 

เราเรียก φi (i = 1, 2,…) ว่าฟังก์ชันแรงกระตุน้ตอบสนอง (impulse response function) ของ
แบบจ าลอง ARMA และเม่ืออนุกรมเวลา Xt มีความน่ิงแลว้จะไดว้่า φ1, φ2, φ2, … จะลดลงอยา่ง
รวดเร็วแบบเอกซ์โพเนนเชียล10

 นัน่คือเหตุการณ์ไม่คาดฝันท่ีเกิดขึ้น ณ ปัจจุบนั จะมีผลกระทบต่อ
อนุกรมเวลา Xt ลดลงเร่ือย ๆ เม่ือเวลาผ่านไป  เราสามารถใชส้มการท่ี (7.58) ในการหาค่าความ
ผิดพลาดของการพยากรณ์ j ช่วงเวลาล่วงหนา้ (j-step ahead forecast error) และความแปรปรวน
ของค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ j ช่วงเวลาล่วงหนา้ ดงัจะอธิบายดงัน้ี 
 จากการใชส้มการท่ี (7.58) อนุกรมเวลา XT+1, XT+2 และ XT+3 เขียนไดด้งัน้ี 

     XT+1  = μ + εT+1 + φ1εT    + φ2 εT‒1 + …       

     XT+2  = μ + εT+2 + φ1εT+1 + φ2 εT    + φ3 εT‒1 + …     

    XT+3  = μ + εT+3 + φ1εT+2 + φ2 εT+1 + φ3 εT    + φ4 εT‒1 + …    

และค่าพยากรณ์ 1, 2 และ 3 ช่วงเวลาล่วงหนา้ก็คือ 

𝑋̂𝑇(1)  = E(XT+1| IT) = μ + φ1εT   + φ2 εT‒1 + … 

 𝑋̂𝑇(2)  = E(XT+2| IT) = μ + φ2 εT  + φ3 εT‒1 + … 

 𝑋̂𝑇(3)  = E(XT+3| IT) = μ + φ3 εT  + φ4 εT‒1 + … 

นัน่คือค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ 1, 2 และ 3 ช่วงเวลาล่วงหนา้ ก็คือ 

    eT(1)  = XT+1 ‒𝑋̂𝑇(1) =  εT+1 

 

 
9 เพ่ือให้เขา้ใจไดง้่ายข้ึน ดูตวัอยา่งการหาค่า φi (i = 1, 2, …) ในภาคผนวก 7จ 
 10 Tsay, R. S., Analysis of Financial Time Series (John Wiley & Sons, Inc, 2002), p. 55. 
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    eT(2)  = XT+2 ‒𝑋̂𝑇(2) =  εT+2 + φ1εT+1 

    eT(3)  = XT+3 ‒𝑋̂𝑇(3) =  εT+3 + φ1εT+2+ φ2εT+1 

ความแปรปรวนของค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ 1, 2 และ 3 ช่วงเวลาล่วงหนา้ จะเป็น 

      Var(eT(1))  =   2 

      Var(eT(2))  =  (1+𝜑1
2)  2 

      Var(eT(3))  =  (1+𝜑1
2 + 𝜑2

2)  2 

นัน่คือ ค่าความผิดพลาดและความแปรปรวนของการพยากรณ์ j ช่วงเวลาล่วงหนา้เขียนไดด้งัน้ี 

    eT(j)  =  εT+j + φ1εT+(j‒1)+ φ2εT+(j‒2) + … + φj‒1 εT+1       (7.60 ก) 

      Var(eT(j)) = (1+𝜑1
2 + 𝜑2

2 +⋯+ 𝜑𝑗−1
2 ) 2        (7.60 ข) 

7.3 การพยากรณ์อนุกรมเวลาด้วยแบบจ าลอง ARIMA  

เราทราบแลว้วา่ เม่ืออนุกรมเวลาท่ีไม่มีความน่ิง และการท าผลต่างล าดบัท่ี d กบัอนุกรมเวลา
นั้น จะท าให้ได้อนุกรมเวลาท่ีมีความน่ิง การน าอนุกรมผลต่างล าดับท่ี d น้ีไปประยุกต์ใช้กับ
แบบจ าลองของ Box‒Jenkins จะถูกเรียกวา่แบบจ าลอง ARIMA(p, d, q)   

เพื่อใหเ้ขา้ใจไดง้่าย ก าหนดให ้Xt คืออนุกรมเวลาท่ีไม่มีความน่ิง โดยท่ี Zt = ∆Xt =  Xt‒Xt‒

1 คืออนุกรมเวลาท่ีมีความน่ิง  และแบบจ าลองท่ีเหมาะสมกับอนุกรมเวลา Xt  คือแบบจ าลอง 
ARIMA(1,1,0) ซ่ึงเขียนไดใ้นรูปต่อไปน้ี 

  ∆Xt  = α0 +α1∆Xt‒1 + εt โดยท่ี t = 1, 2, …, T      (7.61 ก) 

หรือเขียนไดว้า่ 

  Zt  = α0 +α1Zt‒1 + εt โดยท่ี t = 1, 2, …, T      (7.61 ข) 

ถา้เราพิจารณา ณ ช่วงเวลาท่ี T แบบจ าลอง ARIMA(1,1,0) จะกลายเป็น 

       ZT  = α0 + α1ZT‒1 + εT             (7.62) 
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และ ณ ตอนน้ีเราทราบค่า X1, X2, …, XT  (หรือเขียนแทนดว้ย IT )  
เม่ือใช้สมการท่ี (7.62) เราจะค านวณค่าพยากรณ์ 𝑍̂𝑇+1, 𝑍̂𝑇+2, 𝑍̂𝑇+3  ได้จากสมการ

ต่อไปน้ี 
    𝑍̂𝑇+1 =  α0 + α1∆XT       

   𝑍̂𝑇+2  = α0 + α1∆𝑋̂𝑇+1      

       𝑍̂𝑇+3    = α0 + α1∆𝑋̂𝑇+2         (7.63)
11

 

    : 

       𝑍̂𝑇+𝑗     = α0 + α1∆𝑋̂𝑇+(𝑗−1)      

 

จะเห็นว่า ค่าพยากรณ์จากการใช้แบบจ าลอง  ARIMA(1,1,0)  ดังสมการ (7.62) จะอยู่ในรูป
ผลต่างล าดบัท่ี 1 (𝑍̂𝑇+𝑗 = ∆𝑋̂𝑇+𝑗) แต่หากเราตอ้งการพยากรณ์ค่าอนุกรมเวลา 𝑋̂𝑇+𝑗  สามารถท า
ไดด้ว้ยการพิจารณาดงัน้ี 

 เน่ืองจาก   𝑍̂𝑇+1 = 𝑋̂𝑇+1 − 𝑋̂𝑇           (7.64 ก) 

   𝑍̂𝑇+2 = 𝑋̂𝑇+2 − 𝑋̂𝑇+1          (7.64 ข) 

   𝑍̂𝑇+3 = 𝑋̂𝑇+3 − 𝑋̂𝑇+2          (7.64 ค) 

    : 

   𝑍̂𝑇+𝑗 = 𝑋̂𝑇+𝑗 − 𝑋̂𝑇+𝑗         (7.64 ง) 

จากสมการท่ี (7.64 ก) จะเห็นว่า 𝑋̂𝑇 ไม่ตอ้งมีการพยากรณ์ เพราะเราทราบขอ้มูลจริงของมนัอยู่
แลว้ซ่ึงก็คือ XT ดงันั้น ค่าพยากรณ์ 𝑋̂𝑇+1 ค  านวณไดจ้ากสมการ 

   𝑋̂𝑇+1 = 𝑋𝑇 + 𝑍̂𝑇+1          (7.65 ก) 

ส่วนค่าพยากรณ์ 𝑋̂𝑇+2, 𝑋̂𝑇+3, … , 𝑋̂𝑇+𝑗 ค านวณไดด้งัน้ี 

 

 
11เราอาจเขียน  𝑍̂𝑇+𝑗  ในรูป 𝑍̂𝑇(𝑗) ก็ได ้และอยา่ลืมว่า Zt = Xt 
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   𝑋̂𝑇+2 = 𝑋𝑇 + 𝑍̂𝑇+1 + 𝑍̂𝑇+2         (7.65 ข)
   𝑋̂𝑇+3 = 𝑋𝑇 + 𝑍̂𝑇+1 + 𝑍̂𝑇+2 + 𝑍̂𝑇+3        (7.65 ค) 

    : 

𝑋̂𝑇+𝑗 = 𝑋𝑇 +∑𝑍̂𝑇+𝑘

𝑗

𝑘=1

                                                          (7.65 ง) 

อีกวิธีหน่ึงท่ีสามารถใชห้าค่าพยากรณ์ 𝑋̂𝑇+1, 𝑋̂𝑇+2, … จากแบบจ าลอง ARIMA(1,1,0) 
ได ้คือการแปลงสมการท่ี (6.61 ก) ดงัน้ี 

  Xt ‒ Xt‒1 = α0 +α1(Xt‒1‒Xt‒2) + εt  

        Xt     = α0 + (α1+1)Xt‒1 ‒ α1Xt‒2 + εt    โดยท่ี t = 1, 2, …, T        (7.66) 

หรือเขียนใหม่ไดว้า่ 

        Xt = φ0 + φ1Xt‒1 + φ2Xt‒2 + εt   โดยท่ี t = 1, 2, …, T         (7.67) 

โดยท่ี φ0 = α0, φ1= α1+1, φ2 = ‒ α1 เราสามารถใชส้มการท่ี (7.67) ในการหาค่าพยากรณ์ 𝑋̂𝑇+𝑗 
ก็ได ้โดยค าตอบจะไดเ้ท่ากนั ส่วนการหาค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์และความแปรปรวน
ของค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ สามารถใชแ้นวคิดเช่นเดียวกบัท่ีไดก้ล่าวมาในหัวขอ้ก่อน
หนา้น้ี แต่จะมีลกัษณะหน่ึงท่ีต่างกนัคือ ความแปรปรวนของค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์จะ
ยิ่งมีค่ามากขึ้นเร่ือย ๆ ไม่ลู่ เข้าหาค่าคงท่ีใดค่าคงท่ีหนึ่ง เม่ือมีการพยากรณ์ห่างออกไป ทั้งน้ีเป็น
เพราะอนุกรมเวลา Xt ไม่มีความน่ิงนัน่เอง 

ส าหรับการพยากรณ์ด้วยแบบจ าลอง ARIMA(p,1,q) ก็สามารถใช้แนวคิดของสมการ
ท่ี (7.65) หรือจะใช้สมการท่ี (7.67) ก็ได้ แต่การแปลงสมการจะซับซ้อนขึ้นเล็กน้อยดังแสดง
ต่อไปน้ี  

สมมุติใหแ้บบจ าลอง ARIMA(p,1,q) เขียนไดด้งัน้ี 

∆Xt    = α0 +α1∆Xt‒1+α2∆Xt‒2+…+αp ∆Xt‒p + εt ‒ β1εt‒1‒ β2εt‒2 ‒…‒ β1εt‒q   

Xt ‒Xt‒1 = α0 +α1(Xt‒1‒Xt‒2) +α2(Xt‒2 ‒ Xt‒3) +…+αp(Xt‒p ‒ Xt‒p‒1)  

         + εt ‒ β1εt‒1‒ β2εt‒2 ‒…‒ β1εt‒q       
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    Xt = α0 + (α1+1)Xt‒1 +(α2‒α1)Xt‒2 + (α3‒α2)Xt‒3 +… + (αp‒αp‒1)Xt‒p ‒ αpXt‒p‒1 

        +εt ‒ β1εt‒1‒ β2εt‒2 ‒…‒ β1εt‒q      

หรือเขียนไดว้า่ 

    Xt = φ0 + φ1Xt‒1 + φ2Xt‒2 + φ3Xt‒3 +… + φpXt‒p + φp+1 Xt‒p‒1 

                    +εt ‒ β1εt‒1‒ β2εt‒2 ‒…‒ β1εt‒q             (7.68) 

โดยท่ี φ0 = α0,  φ1= α1+1, φj =  αj ‒ αj‒1  และ φp+1 = ‒αp 

เพื่อใหเ้ขา้ใจไดง้่ายขึ้น สมมุติใหแ้บบจ าลองท่ีเหมาะสมในการประยกุตใ์ชก้บัอนุกรมเวลา
ยอดขายยาสีฟันยี่ห้อหน่ึงรายสัปดาห์  (Xt) จ านวน  90 สัปดาห์  (หน่วย : พันหลอด) คือ
แบบจ าลอง ARIMA(1,1,0) ซ่ึงเขียนไดด้งัสมการท่ี (7.69) ดงัน้ี 

         𝑍̂𝑡   =   3.237     +0.645Zt‒1 ,  t = 1, 2, …, 90        (7.69) 

t- statistics         (4.15)***     (7.95)***   

โดยท่ี ***  หมายถึงมีนยัส าคญัท่ีระดบัร้อยละ 1    และ Zt = ∆Xt = Xt ‒ Xt‒1 

ถา้ก าหนดให้ยอดขายยาสีฟันยี่ห้อน้ี ณ สัปดาห์ท่ี 90 (X90) คือ 1,029.48 พนัหลอด และ 
ผลการพยากรณ์ด้วยสมการท่ี (7.69) จะได้  𝑍̂91  = 10.375,  𝑍̂92  = 9.933  และ  𝑍̂93  = 9.648 

ซ่ึงเป็นค่าพยากรณ์ในรูปผลต่างล าดบัท่ี 1 ของยอดขายยาสีฟันยีห่อ้น้ี  การพยากรณ์ยอดขายยาสีฟัน
ยีห่อ้น้ี เราสามารถใชแ้นวคิดของสมการท่ี (7.65ก)‒(7.65ค) ดงัน้ี 

 𝑋̂91  = 𝑋90 + 𝑍̂91  ก 
                    = 1,029.48 + 10.375     

= 1,039.855 พนัหลอด 
 𝑋̂92  = 𝑋90 + (𝑍̂91 + 𝑍̂92)   ก 

         = 1,029.48 + 10.375+ 9.933   

= 1,049.788 พนัหลอด 
 𝑋̂93  = 𝑋90 + (𝑍̂91 + 𝑍̂92 + 𝑍̂93) ก 

        = 1,029.48 +10.375 +9.933+ 9.648    

= 1,059.436 พนัหลอด 
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อีกวิธีหน่ึงท่ีสามารถใชพ้ยากรณ์  𝑋̂91, 𝑋̂92 และ 𝑋̂93 ก็คือการแปลงสมการท่ี (7.69) มิให้
อยูใ่นรูปผลต่างดงัน้ี 

𝑋̂𝑡 − 𝑋̂𝑡−1   =   3.237 + 0.645(𝑋𝑡−1 − 𝑋𝑡−2),  t = 1, 2, …, 90 

พิจารณา ณ เวลา t +1 สมการขา้งบนจะกลายเป็น 

𝑋̂𝑡+1 − 𝑋̂𝑡   =   3.237 + 0.645(𝑋𝑡 − 𝑋𝑡−1) ,  t = 1, 2, …, 90  

หรือเขียนไดว้า่ 
𝑋̂𝑇+1 − 𝑋̂𝑇 =   3.237 + 0.645(𝑋𝑇 − 𝑋𝑇−1) 

อย่าลืมว่า T คือช่วงเวลาสุดทา้ยขอ้อนุกรมเวลาท่ีรวบรวมมา ดงันั้นเราจึงตอ้งทราบขอ้มูล XT และ 

XT ‒1 อยู่แลว้12 จึงไม่จ าเป็นตอ้งใช้ค่าพยากรณ์ 𝑋̂𝑇   แต่สามารถใช้ค่าจริง ๆ ของมนัเลย นั่นคือ  
𝑋̂𝑇 = 𝑋𝑇   ดงันั้น สมการขา้งบนเขยีนใหม่ไดเ้ป็น 

                 𝑋̂𝑇+1 − 𝑋𝑇 =   3.237 + 0.645(𝑋𝑇 − 𝑋𝑇−1) 

                            𝑋̂𝑇+1 =   3.237 + XT + 0.645XT  ‒ 0.645XT‒1 

              𝑋̂𝑇+1 =   3.237 + 1.645XT ‒ 0.645XT‒1         (7.70) 

ถา้ก าหนดให้ยอดขายยาสีฟัน ณ สัปดาห์ท่ี 89 (X89) คือ 1,018.42 พนัหลอด และยอดขายยาสีฟัน 
ณ สัปดาห์ท่ี 90 (X90) คือ 1,029.48 พนัหลอด ดงันั้น การใชส้มการท่ี (7.70) ค  านวณค่าพยากรณ์
𝑋̂91, 𝑋̂92 และ 𝑋̂93 จะได ้
                 𝑋̂91    = 3.237 + 1.645X90 ‒ 0.645X89    

    = 3.237 + 1.645(1,029.48) ‒ 0.645(1,018.42) 

    = 1,039.85   

                 𝑋̂92    = 3.237 + 1.645𝑋̂91 ‒ 0.645X90    

    = 3.237 + 1.645(1,039.85) ‒ 0.645(1,029.48) 

    = 1,049.78  

 

 12 ส าหรบัตัวอย่างกรณีนี ้มี T = 90  ดังนั้น เราตอ้งทราบค่าจริงของยอดขายยาสีฟันในสัปดาหท์ี่  90 (X90) อยู่แลว้ จึงไม่
จ าเป็นตอ้งพยากรณ ์𝑋̂90 เราสามารถใชค่้าจริง ๆ คือ X90 แทน 𝑋̂90 ไดเ้ลย   



 

 

163 การพยากรณ ์

                 𝑋̂93    = 3.237 +1.645𝑋̂92 ‒ 0.645𝑋̂91    

    = 3.237 +1.645(1,049.78) ‒ 0.645(1,039.85) 

    = 1,059.42   

ผลการค านวณจะต่างจากวิธีก่อนหนา้น้ีในทศนิยมหลงั ๆ เท่านั้น ซ่ึงเกิดจากการใชท้ศนิยมของตวั
ประมาณค่าพารามิเตอร์ไม่ครบทุกต าแหน่งในการค านวณ แต่หากค านวณด้วยโปรแกรม
คอมพิวเตอร์ จะพบวา่ค่าพยากรณ์ทั้งสองวิธีน้ีจะเท่ากนัเสมอ                

ส าหรับการพยากรณ์อนุกรมเวลาดว้ยแบบจ าลอง Seasonal ARIMA สามารถน าแนวคิด
ท่ีกล่าวมาทั้งหมดในบทน้ีไปประยกุตใ์ชไ้ดเ้ช่นกนั จึงไม่ขอกล่าวซ ้าในท่ีน้ีอีก 
 



 

 

บทที่ 8 

แบบจ าลองอนุกรมเวลาเม่ือมีความไม่คงที่ในความ
แปรปรวนของตัวแปรสุ่มคลาดเคล่ือน 

(Time Series Model of Heteroscedasticity) 
 

 

 

 

 

อนุกรมเวลาท่ีเก่ียวข้องทางด้านการเงิน เช่น ราคาหุ้นของบริษัทแห่งหน่ึง อัตรา
ผลตอบแทนของหลกัทรัพย ์ราคาทองค า ราคาสินคา้เกษตรในตลาดซ้ือล่วงหนา้ ฯลฯ มกัจะมีความ
แปรปรวนไม่คงท่ี กล่าวคือ บางช่วงจู่ ๆ ตวัแปรเหล่าน้ีจะมีความแปรปรวนมาก แต่บางช่วงเวลา
กลบัมีความแปรปรวนนอ้ย นกัเก็งก าไรทางการเงินในระยะสั้นมกัให้ความส าคญักบัลกัษณะความ
แปรปรวนดงักล่าว เพราะจะกระทบต่อการตดัสินใจลงทุนในระยะสั้น แต่นกัเก็งก าไรทางการเงิน
ในระยะยาวมกัจะไม่สนใจความแปรปรวนท่ีไม่คงท่ีซ่ึงมกัเกิดขึ้นในระยะสั้น 

เพื่อให้เขา้ใจไดง้่ายขึ้น ขอยกตวัอย่างต่อไปน้ี ในการวิเคราะห์ขอ้มูลราคาหลกัทรัพยข์อง
บริษทั A ณ วนัใดวนัหน่ึงนั้น ราคาหลกัทรัพยข์องบริษทั A สามารถมีค่าขึ้น ๆ ลง ๆ ไดต้ลอดทั้ง
วนั นัน่คือราคาหลกัทรัพยบ์ริษทั A มีความแปรปรวน (Variance) ซ่ึงนกัเก็งก าไรในระยะยาวจะ
สนใจถึงความแปรปรวนของราคาหลกัทรัพย  ์A ท่ีเกิดขึ้นในระยะยาว เช่น จะดูความแปรปรวน
ล่วงหนา้ไป 5‒10 ปี ซ่ึงจะเรียกว่า ความแปรปรวนแบบไม่มีเง่ือนไข (Unconditional Variance 
หรือ Unconditional Heteroscedasticity) ซ่ึงจะไม่ขึน้อยู่กบัราคาหลกัทรัพย  ์A เม่ือวานน้ี หรือ
เม่ือ 2 วนัก่อนหน้าน้ี หรือไม่ขึ้นอยู่กับว่ามีการเกิดเหตุการณ์ไม่คาดฝันใด ๆ ท่ีผ่านมา เช่น การ
ระเบิดในใจกลางเมืองเม่ือวานน้ี  

แต่ส าหรับนักเก็งก าไรในระยะสั้น การลงทุนในหลกัทรัพย ์A จะตอ้งพิจารณาถึงความ
เส่ียงของหลกัทรัพยน้ี์ อนัสามารถดูไดจ้ากค่าความแปรปรวนของหลกัทรัพย ์A ในระยะสั้น ซ่ึงมกั
ขึ้นอยู่กบัราคาหลกัทรัพย์ A เม่ือวานน้ีหรือเม่ือ 2 วนัก่อนหน้าน้ี หรือขึ้นอยู่กบัเหตุการณ์ไม่คาด
ฝันท่ีผ่านมา เช่น เกิดการแผ่นดินไหวคร้ังรุนแรงเม่ือ 2 วนัก่อน การเกิดระเบิด ณ ใจกลางเมืองเม่ือ 
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3 วนัก่อน เราเรียกความแปรปรวนลักษณะน้ีว่าความแปรปรวนแบบมีเง่ือนไข (Conditional 

Variance หรือ Conditional Heteroscedasticity)  
สมมุติให้ขอ้มูลอตัราการเปล่ียนแปลงของดชันีราคาหลกัทรัพย์ A จ านวน 572 สัปดาห์

แสดงไดด้งัรูปท่ี 8.1  

 

รูปท่ี 8.1 แสดงอตัราการเปล่ียนแปลงของดชันีราคาหลกัทรัพย ์

จากรูป เราสรุปลกัษณะอนุกรมเวลาไดด้งัน้ี (1) ความแปรปรวนของอนุกรมเวลาน้ีในบาง
ช่วงเวลามีค่าสูงขึ้น และมีบางช่วงเวลาท่ีความแปรปรวนดงักล่าวต ่าลง  (2) ความแปรปรวนใน
อนุกรมเวลาน้ีจะเปล่ียนแปลงแบบค่อยเป็นค่อยไป กล่าวคือ ค่อย ๆ สูงขึ้น หรือค่อย ๆ ลดลง และ
ความแปรปรวนดังกล่าวจะไม่เปล่ียนแปลงแบบก้าวกระโดด  (3) แม้ว่าความแปรปรวนของ
อนุกรมเวลาค่อย ๆ เพิ่มขึ้น แต่จะไม่เพิ่มขึ้นจนมีค่าเป็นอนันต์ จะค่อย ๆ ลดลงในช่วงเวลาถดัไป 
นัน่คือ เม่ือเราเก็บขอ้มูลความแปรปรวนท่ีเกิดขึ้นในแต่ละช่วงเวลาได ้จะไดข้อ้มูลความแปรปรวน
ท่ีมีความน่ิง 
 ในบทน้ี เราจึงมาศึกษาแบบจ าลองท่ีสามารถใช้กับอนุกรมเวลาท่ีมีความแปรปรวนใน
ลกัษณะดงักล่าว และยงัสามารถน าไปใชพ้ยากรณ์ทั้งค่าของอนุกรมเวลา และค่าความแปรปรวนใน
ระยะสั้นของอนุกรมเวลานั้นอีกดว้ย แบบจ าลองน้ีแบ่งออกเป็น 2 ประเภทใหญ่ ๆ คือ แบบจ าลอง 
ARCH และ แบบจ าลอง GARCH แต่ก่อนอ่ืนเราควรท าความเขา้ใจเก่ียวกบัการหา ค่าเฉล่ียแบบ
มีเง่ือนไข (Conditional Mean) และความแปรปรวนแบบมีเง่ือนไข (Conditional Variance) 
เสียก่อน รายละเอียดมีดงัต่อไปน้ี 
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8.1 ค่าเฉลีย่แบบมีเง่ือนไขและความแปรปรวนแบบมีเง่ือนไข (Conditional Mean 

and Conditional Variance) 

ในหวัขอ้น้ี จะแสดงถึงวิธีการหาค่าเฉล่ียแบบมีเง่ือนไขและความแปรปรวนแบบมีเง่ือนไข 
ดังจะยกตวัอย่างต่อไปน้ี ก าหนดให้นักเก็งก าไรในระยะสั้น ตอ้งการพยากรณ์ความแปรปรวน
รายวนัในราคาหลกัทรัพยข์องบริษทัหน่ึง โดยสร้างแบบจ าลองดงัน้ี 

  Yt+1  =  μ + εt+1Xt               (8.1) 

โดยท่ี Yt+1   คือราคาของหลกัทรัพยบ์ริษทัหน่ึง ณ เวลา t+1 

Xt   คือตวัแปรอิสระท่ีมีผลกระทบต่อราคาหลกัทรัพยบ์ริษทัหน่ึง ณ เวลา t 
εt+1   คือตัวแปรสุ่มคลาดเคล่ือน ซ่ึงมีคุณสมบัติเป็นตัวรบกวนขาวและอาจเรียกว่า        

“เหตุการณ์ท่ีไม่คาดฝัน (shock)” ก็ได ้
μ       คือค่าคงท่ี 

ถา้ก าหนดให้ตวัแปรอิสระ ณ เวลาท่ี 1, 2, …, t  เป็นตวัแปรท่ีเราทราบค่าแลว้ นัน่คือ Xt 

ถือเป็นค่าคงท่ี ไม่ใช่ตวัแปรสุ่มแลว้ และค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของ Yt+1 ภายใตเ้ง่ือนไขวา่เรา
ทราบวา่ค่าตวัแปรอิสระ X ท่ีผา่นมา จะหาไดจ้ากสมการต่อไปน้ี 

E(Yt+1|Xt) =  μ                  (8.2) 

Var(Yt+1|Xt) = 𝑋𝑡
2𝜎2                (8.3) 

สมการท่ี (8.2) ก็คือค่าเฉล่ียของราคาหลกัทรัพย์บริษทัน้ีแบบมีเง่ือนไข (Conditional 

Mean) ส่วนสมการท่ี (8.3) คือค่าความแปรปรวนของราคาหลกัทรัพย์บริษทัน้ีแบบมีเง่ือนไข 
(Conditional Variance) ซ่ึงอาจถูกเรียกว่าค่าเฉล่ียในระยะสั้นและความแปรปรวนในระยะสั้น
ของราคาหลกัทรัพยข์องบริษทัน้ีตามล าดบัก็ได ้และจะเห็นว่าความแปรปรวนของราคาหลกัทรัพย์
บริษทัน้ีในระยะสั้นขึ้นอยู่กบัค่าของตวัแปรอิสระ Xt  ด้วย กล่าวคือ ยิ่ง Xt มีค่ามากขึ้นจะท าให้ 
Var(Yt+1|Xt) ยิง่สูงขึ้น 

 ลองพิจารณาอีกตัวอย่างหน่ึง ก าหนดให้นักเก็งก าไรรายหน่ึงต้องการพยากรณ์ความ
แปรปรวนรายวนัในอตัราแลกเปลี่ยนของประเทศหน่ึง โดยสร้างแบบจ าลองดงัน้ี  

 Yt  = α0+∑ 𝛼𝑖𝑌𝑡−𝑖
𝑝
𝑖=1 + ∑ 𝛽𝑖𝜀𝑡−𝑖

𝑞
𝑖=1 +γXt‒1 + εt            (8.4) 
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โดยท่ี Yt      คืออตัราแลกเปลี่ยนของประเทศหน่ึง ณ เวลา t 
Xt‒1   คือตวัแปรอิสระท่ีมีผลกระทบต่ออตัราแลกเปลี่ยนของประเทศน้ี ณ เวลา t‒1 

εt   คือตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือน ซ่ึงมีคุณสมบติัเป็นตวัรบกวนขาว หรืออาจเรียกว่า
เหตุการณ์ไม่คาดฝัน (shock) 

ค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของอตัราแลกเปล่ียนประเทศน้ี ณ เวลา t ภายใตเ้ง่ือนไขว่า 
เราทราบข่าวสารทั้งหมด ณ เวลา t‒1 หรือเขียนแทนดว้ย It‒1 (ซ่ึงหมายถึง เราทราบขอ้มูลของ Xt‒

1, Yt‒1, Yt‒2, …,Yt‒p, εt‒1, εt‒2, …, εt‒q) หาไดจ้ากสมการต่อไปน้ี 

       E(Yt|It‒1)  = α0+∑ 𝛼𝑖𝑦𝑡−𝑖
𝑝
𝑖=1 +∑ 𝛽𝑖𝜀𝑡−𝑖

𝑞
𝑖=1 +γXt‒1           (8.5) 

   Var(Yt|It‒1)   = var(εt|It‒1) = 2              (8.6) 

ในกรณีน้ีจะเห็นวา่ ความแปรปรวนของอตัราแลกเปล่ียนของประเทศน้ีในระยะสั้นไม่ขึ้นอยู่กบัค่า
ของตวัแปรอิสระ Xt  

สมการท่ี (8.3) และ (8.6) เป็นตวัอยา่งของสมการท่ีใชอ้ธิบายความแปรปรวนของอนุกรม
เวลาในระยะสั้น ซ่ึงไม่เก่ียวขอ้งกบัเหตุการณ์ไม่คาดฝันท่ีเกิดขึ้นในอดีต ในหัวขอ้ถดัไปจะแสดง
ถึงสมการท่ีใชอ้ธิบายความแปรปรวนของตวัแปรสุ่มในระยะสั้นท่ีเก่ียวของกบัเหตุการณ์ไม่คาดฝัน
ท่ีเกิดขึ้นในอดีตซ่ึงเรียกวา่แบบจ าลอง ARCH 

8.2 แบบจ าลอง Autoregressive Conditional Heteroscedasticity (ARCH) 

 แบบจ าลอง ARCH คือแบบจ าลองท่ีมีลกัษณะ 2 อย่าง ได้แก่ (1) เหตุการณ์ไม่คาดฝัน 

(εt) ไม่ขึ้นอยู่กับเหตุการณ์ไม่คาดฝันในอดีต  หรือกล่าวว่าตัวแปรสุ่มคลาดเคล่ือนไม่ มี
ความสัมพนัธ์กนัเองนัน่เอง (No Serial Correlation) จะเขียนไดด้งัน้ี 

  εt = t vt             (8.7 ก) 

โดยท่ี vt คือตวัรบกวนขาว ท่ีมีค่าเฉล่ียเป็นศูนย ์ความแปรปรวนเท่ากบั 1, t คือค่าพารามิเตอร์ท่ี
แสดงถึงส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน1ของเหตุการณ์ไม่คาดฝันในระยะสั้น และ (2) ความแปรปรวน

 

 
1
 หรืออาจเรียก t ว่าความผนัผวน (Volatility) ของเหตุการณ์ไม่คาดฝันในระยะส้ันก็ได ้ซ่ึงก็คือรากท่ี 2 ของคา่

ความแปรปรวนของเหตุการณ์ไม่คาดฝันในระยะส้ันนัน่เอง 
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ของเหตุการณ์ไม่คาดฝันแบบมีเง่ือนไข อยู่ในรูปพหุนามก าลงัสองของเหตุการณ์ไม่คาดฝันอดีต ซ่ึง
เขียนไดด้งัน้ี 

 Var(εt|It‒1) =   𝜎𝑡
2 = γ0 + γ1𝜀𝑡−1

2 + γ2𝜀𝑡−2
2 + ….+ γm𝜀𝑡−𝑚

2       (8.7 ข)
2
 

โดย It‒1 คือข่าวสารทั้งหมดท่ีเกิดขึ้น ณ เวลา t ‒1 และ γ0, γ1, …, γm คือค่าพารามิเตอร์            และ 
γ0  > 0, γi ≥ 0  เม่ือ i > 0 ซ่ึงเป็นเง่ือนไขของท่ีท าใหแ้น่ใจวา่ความแปรปรวนของเหตุการณ์ไม่คาด
ฝันมีค่าเป็นบวก3 จากสมการท่ี (8.7 ข) เรามีขอ้สังเกตดงัน้ี 

(1) ภายใตเ้ง่ือนไขวา่เราทราบข่าวสารทั้งหมด ณ เวลา t‒1 ค่าของ  𝜀𝑡−12 , … , 𝜀𝑡−𝑚
2

 จะ
ไม่ใช่ตวัแปรสุ่มอีกต่อไป โดยจะถือเป็นค่าคงท่ีค่าหน่ึง ดงันั้น 𝜎𝑡2 ก็คือพารามิเตอร์ค่าหน่ึงนัน่เอง  

(2) หากค่าก าลงัสองของเหตุการณ์ท่ีไม่คาดฝันท่ีผา่นมา m ช่วงเวลา  หรือ {𝜀𝑡−𝑖2 }𝑖=1
𝑚  

มีค่ามากขึ้น จะท าให ้var(εt|It‒1) จะมีค่าสูงขึ้น  
แบบจ าลองท่ีมีเง่ือนไขตามสมการท่ี (8.7 ก) และ (8.7 ข) จะถูกเรียกว่า แบบจ าลอง 

Autoregressive Conditional Heteroscedasticity ล าดับท่ี m หรือ ARCH(m)  เพื่อให้เข้าใจ
ไดง้่ายขึ้น พิจารณาแบบจ าลอง ARCH(1) ซ่ึงเขียนไดด้งัน้ี 

         εt  = t vt             (8.8 ก) 

    Var(εt|It‒1)  = 𝜎𝑡
2 = γ0 + γ1𝜀𝑡−1

2            (8.8 ข)  

โดยท่ี γ0 > 0 และ γ1  0 สมการท่ี (8.8 ข) แสดงความแปรปรวนของ εt ในระยะสั้นซ่ึงอาจถูก
เขียนไดอี้กแบบคือ 

      E(𝜀𝑡
2|𝐼𝑡−1) =  γ0 + γ1𝜀𝑡−1

2                (8.9) 

 

 
2 สมการท่ี (8.7 ข) อาจเขียนในรูป  𝜎𝑡 = √𝛾0 + 𝛾1𝜀𝑡−12 + 𝛾2𝜀𝑡−2

2 +⋯+ 𝛾𝑚𝜀𝑡−𝑚
2   และเราจะเรียกว่าเป็น

สมการท่ีแสดงความผนัผวน (Volatility) 

 
3 สมการท่ี (8.7 ก) และ (8.7 ข) อาจถูกเขียนเป็นสมการเดียวในรูปตอ่ไปน้ี 

𝜀𝑡 = 𝑣𝑡√𝛾0 + 𝛾1𝜀𝑡−1
2 + 𝛾2𝜀𝑡−2

2 +⋯+ 𝛾𝑚𝜀𝑡−𝑚
2  
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การหาค่าเฉล่ียแบบไม่มีเง่ือนไข (Unconditional Mean) และค่าความแปรปรวนแบบไม่มี
เง่ือนไข (Unconditional Variance) ของ εt ตอ้งใชค้วามรู้เร่ืองการหาค่าคาดหวงัแบบซ ้ า 2 คร้ัง 
(Double Expected Value)

4 แสดงไดด้งัน้ี 

  E(εt)  = E[ E(εt| It‒1)] = E (t E(vt) ]  = t E(vt) = 0         (8.10) 

ท านองเดียวกนั ความแปรปรวนของ εt แบบไม่มีเง่ือนไขหรือในระยะยาวหาไดด้งัน้ี 

  E(𝜀𝑡
2) = E[E(𝜀𝑡

2|𝐼𝑡−1)]  

= E[γ0 + γ1𝜀𝑡−1
2 ] 

  = γ0 + γ1E(𝜀𝑡−1
2 ) 

นัน่คือ  Var(εt) = γ0 + γ1Var(εt‒1) 

เน่ืองจาก εt เป็นตวัรบกวนขาวซ่ึงความแปรปรวนจะคงท่ีเสมอ นัน่คือ Var(εt) = Var(εt‒1) = σ2 
ดงันั้น สมการขา้งบนจะเขียนไดว้า่ 

        2 = γ0 + γ1  2 

𝜎2   =
𝛾0

1 − 𝛾1
                                                                                   (8.11 ก) 

หรือ  𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡) =
𝛾
0

1 − 𝛾
1

                                                                                 (8.11 ข) 

เม่ือพิจารณาสมการท่ี (8.10) และ (8.11 ข) จะกล่าวไดว้า่ค่าเฉล่ียและค่าความแปรปรวนของ
เหตกุารณ์ไม่คาดฝันในระยะยาวเป็นค่าคงท่ีทั้งคู่ โดยไม่เก่ียวขอ้งกบัการเกิดเหตุการณ์ไม่คาดฝันใน
ช่วงเวลาก่อนหนา้น้ี นอกจากน้ีเรายงัตอ้งมีเง่ือนไขเพิ่มเติมเพื่อใหแ้น่ใจวา่ Var(εt) มีค่าเป็นบวก
และสามารถหาค่าได ้ซ่ึงก็คือ γ0 > 0  และ  0  γ1 < 1 

 

 
4 ค่าคาดหวงัแบบซ ้า 2 คร้ัง มีคุณสมบติัดงัน้ี “ถ้า X และ Y คือตัวแปรสุ่มใด ๆ แล้ว Eg(Y) = E[E(g(Y)| X)]” ดูรายละเอียด
เ พ่ิม เ ติมได้ใน   Mittelhammer, R. C., Mathematical Statistics for Economics and Business (New York: 

Springer‒Verlag Inc., 1996), pp. 127‒128. 
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ส่วนการหาค่าเฉล่ียและค่าความแปรปรวนในระยะสั้ นของเหตุการณ์ไม่คาดฝัน หรือ
เรียกว่า ค่าเฉล่ียแบบมีเง่ือนไข (Conditional Mean)   และค่าความแปรปรวนแบบมีเง่ือนไข 

(Conditional Variance) แสดงไดด้งัน้ี 

         E(εt|It‒1)  = 0         

          Var(εt|It‒1)  = γ0 + γ1𝜀𝑡−1
2  

นั่นคือ เรากล่าวได้ว่าค่าเฉล่ียของเหตุการณ์ไม่คาดฝันในระยะสั้ นจะเป็นค่าคงท่ี แต่ค่าความ
แปรปรวนของเหตุการณ์ไม่คาดฝันในระยะสั้นจะขึ้นอยูก่บัการเกิดเหตุการณ์ไม่คาดฝันในช่วงเวลา
ก่อนหนา้ดว้ย 

ต่อมาเราจะมาดูว่าเม่ือตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือน (εt) เป็น ARCH แลว้จะท าให้อนุกรมเวลา 
Y เป็น ARCH ดว้ยหรือไม่  ก าหนดให้นกัเก็งก าไรในระยะสั้นตอ้งการพยากรณ์ความแปรปรวน
ในราคาหลกัทรัพยข์องบริษทั A โดยสร้างแบบจ าลอง AR(1) ดงัน้ี  

          Yt  = α1Yt‒1 + εt        (8.12 ก)
5
 

และนกัเก็งก าไรรายน้ีประยกุตใ์ช ้ARCH (1) กบัเหตุการณ์ไม่คาดฝัน (εt) ซ่ึงเขียนไดด้งัน้ี 

          εt  = t vt          (8.12 ข) 

และ       Var(εt|It‒1)  =   𝜎𝑡
2  = γ0 + γ1𝜀𝑡−1

2         (8.12 ค)
6 

ค่าเฉล่ียและค่าความแปรปรวนในระยะสั้นราคาหลกัทรัพยข์องบริษทั A หาไดจ้ากสมการท่ี  (8.12 
ก) ดงัน้ี 

         E(Yt|It‒1)  = α1Yt‒1 + E(εt|It‒1)  

   = α1Yt‒1         (8.13 ก)
7
 

   Var(Yt| It‒1)  =  Var(εt| It‒1)        

 

 
5 เราอาจเรียกสมการน้ีว่า  สมการค่าเฉลี่ย (Mean Equation) ของอนุกรมเวลา Yt 

 
6 เราอาจเรียกสมการน้ีว่า  สมการความแปรปรวน (Variance Equation) ของอนุกรมเวลา Yt  

 
7 ภายใตเ้ง่ือนไขว่าเราทราบข่าวสาร ณ เวลาท่ี t‒1 ซ่ึงเขียนแทนดว้ย It‒1 = {Y1, Y2, …,Yt‒1} นัน่คือ Yt‒1 ถือเป็นค่าคงท่ี  
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= γ0 + γ1𝜀𝑡−1
2           (8.13 ข) 

จากการพิจาณาแบบจ าลอง ARCH มีขอ้สังเกตท่ีน่าสนใจดงัน้ี 

ก. ความแปรปรวนราคาหลกัทรัพยข์องบริษทั A ในระยะสั้น หรือ Var(Yt | It‒1) มีค่าเท่ากบั
ความแปรปรวนของเหตุการณ์ไม่คาดฝันในระยะสั้นหรือ Var(εt| It‒1)  ซ่ีงจะขึ้นอยู่กบัค่า
เหตุการณ์ไม่คาดฝันยกก าลงัสองในช่วงเวลาท่ีแล้ว นั่นคือเม่ือเราสมมุติให้ตัวแปรสุ่ม
คลาดเคล่ือน εt เป็น ARCH(1) จะท าใหอ้นุกรมเวลา Y ยอ่มมีรูปแบบ ARCH(1) ดว้ย 

ข. เม่ือมีเหตกุารณ์ไม่คาดฝันท่ีมีขนาดรุนแรงเกิดขึ้น จะท าใหค้วามแปรปรวนในระยะสั้นมีค่า
มากตามไปดว้ย  นัน่คือมีโอกาส8ท่ีจะเกิดเหตุการณ์ไม่คาดฝันท่ีรุนแรงตามมาอีก 

ค. ในแบบจ าลอง ARCH นั้น การเกิดเหตุการณ์ท่ีไม่คาดฝัน (shock) ไม่ว่าจะเป็นดา้นบวก
หรือด้านลบ จะส่งผลกระทบต่อความแปรปรวนระยะสั้ นในตัวแปร Y (เช่นราคา
หลกัทรัพย)์ เหมือนกนั (เน่ืองจากเหตุการณ์ไม่คาดฝัน (shock : εt) จะมีการยกก าลงัสอง) 
ซ่ึงในโลกความเป็นจริงจะส่งผลกระทบต่อความแปรปรวนในตวัแปร Y ไม่เหมือนกนั  

ง. อนุกรมเวลาท่ีใช้ในแบบจ าลอง ARCH ยงัตอ้งเป็นอนุกรมเวลาท่ีมีความน่ิง แมว้่าความ
แปรปรวนของ Yt  ในระยะสั้นจะมีค่าไม่คงท่ี แต่ความแปรปรวนในระยะยาวของ Yt มี
ค่าคงท่ี9

 

8.2.1 การสร้างแบบจ าลอง ARCH 

ในหัวขอ้ท่ีแลว้ เราทราบถึงลกัษณะของแบบจ าลอง ARCH มาแลว้ และในหัวขอ้น้ีจะ
กล่าวถึงการน าไปใชใ้นทางปฏิบติั กล่าวคือการน าแบบจ าลอง  ARCH ไปประยุกตใ์ชก้บัอนุกรม
เวลา มี 4 ขั้นตอนดงัน้ี 
 ขั้นท่ี 1 : สร้างสมการค่าเฉล่ีย (Mean Equation) ของอนุกรมเวลา  Yt  โดยอาจเป็น
แบบจ าลองของ Box‒Jenkins หรือแบบจ าลองการวิเคราะห์การถดถอย เพื่อให้ได้ตวัแปรสุ่ม
คลาดเคล่ือนไม่สัมพนัธ์กนัเอง (No Serial Correlation) ในท่ีน้ีขอยกตวัอย่าง สมการค่าเฉล่ียอยู่
ในรูปสมการถดถอยดงัน้ี 

 

 
8 เราใชค้ าว่าโอกาส เน่ืองจากไม่จ าเป็นตอ้งเกิดข้ึนเสมอไป 

 
9 ความน่ิงหรือไม่น่ิงของอนุกรมเวลา Yt จะตอ้งพิจารณาจากค่าเฉลี่ยในระยะยาว และความแปรปรวนในระยะยาว 
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   Yt  = β1 + β2X2t + … +βKXKt + εt           (8.14) 

โดยท่ี X1t, X2t, …, XKt  คือตวัแปรอิสระ ณ เวลา t  และ β1, β2, …, βK คือค่าพารามิเตอร์   

เราสามารถใช้วิธีก าลงัสองน้อยท่ีสุด (Ordinary Least Square: OLS) ในการประมาณ
ค่าพารามิเตอร์ในสมการท่ี (8.14) ท าให้ค  านวณค่าความผิดพลาดจากการประมาณสมการถดถอย 
(Residual : et) ได ้
 ขั้นท่ี 2 : ใช้ค่า et จากการประมาณสมการค่าเฉล่ียของ  Yt ในขั้นท่ีหน่ึง ทดสอบว่า 
แบบจ าลอง ARCH มีความเหมาะสมกบัการประยกุตใ์ชก้บั Yt หรือไม่ ซ่ึงท าได ้2 วิธี ไดแ้ก่ วิธีท่ี1 
ใช้ค่าสถิติ Ljung‒Box Q หรือ Q(m) ของ 𝑒𝑡

2 ซ่ึงหากพบว่าสมมุติฐานหลกั H0: ρ1 = ρ2 = …= 

ρm = 0 ถูกปฏิเสธ นัน่หมายถึงแบบจ าลอง ARCH สามารถน ามาใชก้บัอนุกรมเวลา Yt ได ้แต่หาก
สมมุติฐานหลกั H0: ρ1 = ρ2 = …= ρm = 0 ไม่ถูกปฏิเสธ นัน่หมายถึงแบบจ าลอง ARCH ไม่ควร
น ามาใชก้บัอนุกรมเวลา Yt  ส่วนวิธีท่ี 2 คือการใชส้มการต่อไปน้ี 

 𝑒𝑡
2 = 𝛾0 + 𝛾1𝑒𝑡−1

2 + 𝛾2𝑒𝑡−2
2 +⋯+ 𝛾𝑚𝑒𝑡−𝑚

2 + 𝑢𝑡         (8.15)  

จากนั้นท าการทดสอบสมมุติฐาน H0: γ1 = γ2 = … = γm = 0 โดยค่าสถิติท่ีใช้ทดสอบสมมุติฐาน
ขา้งดงักล่าวคือ LM = N×R2 ~ 𝜒𝑚2   โดยท่ี N คือจ านวนขอ้มูลท่ีใชป้ระมาณสมการท่ี (8.15)  และ 

R2
  คือค่าสัมประสิทธ์ิของการก าหนดท่ีได้จากสมการท่ี (8.15) หรืออาจใช้ค่าสถิติ F ในการ

ทดสอบสมมุติฐานน้ีแทนก็ได้10 ถ้าผลการทดสอบสรุปว่า เราจะปฏิเสธสมมุ ติฐานหลัก จะ
หมายถึงแบบจ าลอง ARCH สามารถน าไปใชก้บัอนุกรมเวลา Ytได ้แต่หากผลการทดสอบสรุปวา่
สมมุติฐานหลกัไม่ถูกปฏิเสธ นัน่คือแบบจ าลอง ARCH ไม่ควรน าไปใชก้บัอนุกรมเวลา Yt  

เม่ือพิจารณาสมการท่ี (8.15) จะเห็นวา่ อยูใ่นรูปแบบจ าลอง AR(m) นัน่คือ เราสามารถใช้
หลกัเกณฑ์ท่ีได้เคยศึกษามาแลว้ในบทท่ี 2 ในการลองเลือกค่า m ขึ้นมาก็ได้ ซ่ึงก็คือค่า TPAC 
ของอนุกรมเวลา 𝑒𝑡2 จะส้ินสุดหลงัจาก m ช่วงเวลาท่ีแลว้ (Cut off after lag m)

11
  

 

 
10 ส าหรับสูตรในการของค่าสถิติ F ดูไดใ้น ภูมิฐาน รังกคูลนุวฒัน์, เศรษฐมิติเบือ้งต้น, พิมพค์ร้ังท่ี 2. (กรุงเทพฯ : ส านกัพิมพ์
แห่งจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลยั, 2554), หนา้ 80. 

 11 การเลือกค่า m ดว้ยวิธีน้ีจะไดผ้ลดีเม่ือตวัอยา่งมีขนาดใหญ่ 
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 ขั้นท่ี 3 : ประมาณสมการความแปรปรวน (Variance Equation) ของเหตุการณ์ไม่คาด
ฝัน หากสมมุติฐานหลกัในขั้นท่ี 2 ถูกปฏิเสธ แลว้จึงประมาณค่าพารามิเตอร์ทั้งของสมการค่าเฉล่ีย
และสมการความแปรปรวนพร้อม ๆ กนัดว้ยวิธีความน่าจะเป็นสูงสุด(Maximum Likelihood)

12
  

 ขั้นท่ี 4 : ตรวจสอบว่าแบบจ าลอง  ARCH ท่ีสร้างขึ้ นว่าเหมาะสมหรือไม่ โดยใช้
หลกัเกณฑด์งัน้ี  

• 𝑒̃𝑡 (ค่ามาตรฐานของ et) จะตอ้งไม่มีความสัมพนัธ์กนัเอง และ 

• 𝑒̃𝑡
2 (ค่ามาตรฐานของ et ยกก าลงัสอง) ก็จะตอ้งไม่มีความสัมพนัธ์กนัเองดว้ย   

การทดสอบดงักล่าวสามารถท าไดด้ว้ยการใชค้่าสถิติ Ljung‒Box Q ของ 𝑒̃𝑡 และ 𝑒̃𝑡2  ตามล าดบั 

สูตรในการค านวณค่ามาตรฐานของ et คือ 𝑒̃𝑡=  
𝑒𝑡

𝜎𝑡
   ส่วนค่า t จะประมาณจากรากท่ี 2 ของค่า

พยากรณ์ท่ีไดจ้ากสมการความแปรปรวน (8.15) นัน่เอง ซ่ึงจะกล่าวในหวัขอ้ยอ่ยถดัไปน้ี 

8.2.2 การพยากรณ์ความแปรปรวนระยะส้ัน 

ในกรณีของแบบจ าลอง ARCH(1) การพยากรณ์ความแปรปรวนระยะสั้น สามารถท าได้
ดว้ยการใชส้มการต่อไปน้ี 

     Var(εt|It‒1)  =   𝜎𝑡
2 =  𝛾0 + 𝛾1𝜀𝑡−1

2        

โดยมีเง่ือนไขว่า เราทราบข่าวสารทั้งหมด ณ เวลา t‒1 หรือเขียนแทนดว้ย It‒1 (ซ่ึงหมายถึง เรา
ทราบขอ้มูลทุกตวัแปรตั้งแต่เวลาท่ี 1, 2, …, จนถึง t‒1) แนวคิดการพยากรณ์ความแปรปรวนจะ
เหมือนกบัท่ีไดอ้ธิบายไวใ้นบทท่ีแลว้  ดงันั้นจะขอยกตวัอย่างการค านวณค่าพยากรณ์ของความ
แปรปรวนระยะสั้น ณ ช่วงเวลา t, t+1, t+2  และ t+3  ดงัน้ี 

        𝜎̂𝑡2  =  𝛾0 + 𝛾1𝜀𝑡−1
2      

     𝜎̂𝑡+12   =  𝛾0 + 𝛾1𝜎̂𝑡
2        

    𝜎̂𝑡+2
2   =  𝛾0 + 𝛾1𝜎̂𝑡+1

2      

    𝜎̂𝑡+3
2   =  𝛾0 + 𝛾1𝜎̂𝑡+2

2     

  : 

 

 
12 ส าหรับผูส้นใจ ดูภาคผนวก 8ก 



 

 

175 แบบจ าลองอนุกรมเวลาเม่ือมีความไม่คงท่ีในความแปรปรวนของตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือน 

ค่า 𝜀𝑡−12  จะตอ้งเป็นค่าท่ีเราใชใ้นการประมาณค่าพารามิเตอร์ดว้ยวิธีความน่าจะเป็นสูงสุด และเรา
สามารถเขียนค่าพยากรณ์ความแปรปรวนในระยะสั้นในรูปทัว่ไปไดด้งัน้ี 

𝜎̂𝑡+𝑗
2   = 𝛾0 + 𝛾1𝜎̂𝑡+𝑗−1

2                                                                                        (8.16) 

โดยท่ี  𝜎̂𝑡+𝑗−1
2 = 𝜀𝑡+𝑗−1

2   เม่ือ j‒1 < 0   และเม่ือ j → ∞  แล้วค่าพยากรณ์ความแปรปรวนใน
ระยะสั้นจะค านวณจากสมการต่อไปน้ี13 

𝜎̂𝑡+𝑗
2  =

𝛾0
1 − 𝛾1

                                                                                          (8.17) 

สมการท่ี (8.17)  แสดงใหเ้ราทราบวา่ เม่ือเราพยากรณ์ไปขา้งหนา้ไกลขึ้นเร่ือย ๆ ค่าพยากรณ์ความ

แปรปรวนระยะสั้น จะเขา้ใกลค้่า  
𝛾̂0

1−𝛾̂1
  ซ่ึงก็คือตวัประมาณความแปรปรวนของเหตุการณ์ไม่คาด

ฝันในระยะยาวนั่นเอง (ดูสมการท่ี (8.11 ข) ประกอบ) ส่วนแนวคิดการพยากรณ์กรณีใช้
แบบจ าลอง ARCH(m) ดูไดใ้นภาคผนวก 8ค  

 8.2.3 ตัวอย่างการประยุกต์ใช้แบบจ าลอง ARCH 

 สมมุติให้นักเก็งก าไรคนหน่ึงเก็บขอ้มูลอตัราการเปล่ียนแปลงของดชันีราคาหลกัทรัพย์ 
(GPt) จ านวน 572 สัปดาห์ (ดูรูปท่ี 8.1) ซ่ึงจะเห็นว่าอัตราการเปล่ียนแปลงของดัชนีราคา
หลกัทรัพยน้ี์รายสัปดาห์ พบว่าบางช่วงเวลามีความแปรปรวนมากขึ้น บางช่วงก็มีความแปรปรวน
นอ้ยลงสลบักนัไป ท าใหน้กัเก็งก าไรสร้างแบบจ าลองเพื่ออธิบายอนุกรมเวลา GPt ดงัน้ี 

    GPt = β1+ β2GPt‒1 + β3Inft + β4Tbondt + εt       (8.18 ก) 

        εt = tvt            (8.18 ข) 

                 𝜎𝑡
2  = 𝛾0 + 𝛾1𝜀𝑡−1

2 +⋯+ 𝛾𝑚𝜀𝑡−𝑚
2         (8.18 ค) 

โดยท่ี GPt คืออตัราการเปล่ียนแปลงของดชันีราคาหลกัทรัพย ์ณ เวลาท่ี t,  Inft   คืออตัราเงินเฟ้อ 
ณ เวลา   t, Tbondt คืออัตราดอกเบ้ียของหุ้นกู้อายุสามเดือน l  ณ เวลาท่ี t, εt คือตัวแปรสุ่ม

 

 
13

 ดูวธีิพิสูจน์ในภาคผนวก 8ข 



 

 

176 แบบจ าลองอนุกรมเวลาเม่ือมีความไม่คงท่ีในความแปรปรวนของตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือน 

คลาดเคล่ือนของสมการค่าเฉล่ีย ณ เวลาท่ี t  และ vt เป็นตัวแปรสุ่มท่ีมีการแจกแจงแบบปกติ    
N(0,1) และเป็นอิสระจากช่วงเวลาอ่ืน ๆ 

 สมการท่ี (8.18 ก) ก็คือสมการค่าเฉล่ีย ส่วนสมการท่ี (8.18 ค) คือสมการความแปรปรวน 
นัน่เอง เพื่อให้แน่ใจว่าควรใชแ้บบจ าลอง ARCH กบัอนุกรมเวลา GPt หรือไม่ เราควรท าขั้นท่ี 1 
และขั้นท่ี 2 ก่อน ซ่ึงอธิบายไดด้งัน้ี 

ขั้นท่ี 1 : ประมาณสมการค่าเฉล่ีย (8.18) ดว้ยวิธีก าลงัสองน้อยท่ีสุด ซ่ึงผลการประมาณสมการ
ค่าเฉล่ียคือ  
  𝐺𝑃̂𝑡=  1.18   + 0.208GPt‒1 ‒1.180Inft ‒1.250Tbondt      (8.19 ก) 

ค่าสถิติ t = (5.60)***  (5.07)***       (‒2.63)***    (‒4.29)*** 

โดยท่ี ***  หมายถึงมีนยัส าคญัท่ีร้อยละ 0.01 

จากนั้นค านวณค่าความผิดพลาดของการประมาณสมการค่าเฉล่ีย (et) จาก GPt‒𝐺𝑃̂𝑡 ซ่ึงจะถูก
น าไปใชใ้นต่อขั้นท่ี 2 

ขั้นท่ี 2 : เราจะใชค้่า 𝑒𝑡2 ในทดสอบวา่แบบจ าลอง ARCH สามารถใชก้บัอนุกรมเวลาน้ีไดห้รือไม่ 
เม่ือพิจารณารูปท่ี 8.2 ซ่ึงแสดงค่า TPAC ของค่า 𝑒𝑡2 ส้ินสุดหลงั 1 ช่วงเวลาท่ีแลว้ (นัน่คือ m = 1)  
และค่า Q(1) = 6.381 ซ่ึงมีค่า P-value  = 0.000 ท าให้เราสรุปได้ว่าแบบจ าลอง ARCH(1) 
สามารถน ามาใชร่้วมกบัอนุกรมเวลาน้ีได ้

อีกวิธีหน่ึงท่ีสามารถใช้ทดสอบได้เช่นกนั ก็คือใช้สมการท่ี (8.15) โดยลองเลือก m = 1 
ผลการประมาณแสดงไดด้งัน้ี 
  𝑒̂𝑡

2 =  9.378  +   0.115𝑒𝑡−1
2       (8.19 ข)

14
  

         (10.02)***    (2.64)*** 

  R2 = 0.012 N = 570  

 

 
14 จ านวนตวัอยา่งท่ีใชใ้นการประมาณสมการท่ี (8.19 ข) คือ 570 (N = 570)  เน่ืองจากในสมการค่าเฉลี่ย (8.19 ก) มีการ
ใชต้วัแปรอิสระ 1 ช่วงเวลาท่ีผ่านมา ดงันั้นท าให้เราตอ้งเร่ิมใชข้อ้มูลตั้งแต่ตวัอย่างท่ี 2 ถึง 572 เป็นตน้ไปในการค านวณค่า 
e2,  e3, …, e572  (มี 571 ขอ้มูล)  และสมการท่ี (8.19 ข) มีการใชค่้า et‒1  นัน่คือ เราตอ้งเร่ิมใชข้อ้มูลตั้งแต่ e3, …,e572  (มี
จ านวน 570 ขอ้มูล) 



 

 

177 แบบจ าลองอนุกรมเวลาเม่ือมีความไม่คงท่ีในความแปรปรวนของตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือน 

ค่าสถิติท่ีใช้ในการทดสอบสมมุติฐาน H0: γ1 = 0 และ H1: γ1 ≠ 0 คือค่าสถิติ LM =N×R2 = 

570×0.0122 = 6.954 ซ่ึงมีการแจกแจงแบบ χ(1)2   และท่ีระดบันยัส าคญัร้อยละ 0.05 ค่าวิกฤตใน
กรณีน้ีคือ 3.841 ดังนั้ น เราจึงปฏิเสธสมมุติฐานหลักท่ีระดับนัยส าคัญร้อยละ  0.05 นั่นคือ
แบบจ าลอง ARCH สามารถน ามาใชร่้วมกบัอนุกรมเวลาน้ีได้15 

 

รูปท่ี 8.2 แสดงค่า SAC และ SPAC ของค่า 𝑒𝑡2 จากสมการท่ี (8.19 ก) 

 

 15 เราอาจใชค่้าสถิติ F ในการทดสอบสมมุติฐาน H0: γ1 = 0  และ H1: γ1 ≠ 0 ก็ได ้และเน่ืองจากการทดสอบสมมุติฐานน้ี
เป็นการทดสอบสมมุติฐานรายตวั ดงันั้น ค่าสถิติ t ก็สามารถใชท้ดสอบสมมุติฐานน้ีไดเ้ช่นกนั   



 

 

178 แบบจ าลองอนุกรมเวลาเม่ือมีความไม่คงท่ีในความแปรปรวนของตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือน 

ขั้นท่ี 3 : ประมาณสมการความแปรปรวน (Variance Equation) ของเหตุการณ์ไม่คาดฝัน ดว้ย
การลองเลือกค่า m = 1 ดงันั้น แบบจ าลอง ARCH ท่ีจะน ามาประยกุตใ์ชก้บัอนุกรมเวลา อตัราการ
เปล่ียนแปลงของดชันีราคาหลกัทรัพย ์เขียนไดด้งัน้ี 

              GPt = β1+ β2GPt + β3Inft + β4Tbondt + εt     

    𝜎𝑡
2   = 𝛾0 + 𝛾1𝜀𝑡−1

2          

ผลการประมาณค่าพารามิเตอร์ทั้งของสมการค่าเฉล่ียและสมการความแปรปรวนขา้งตน้พร้อม ๆ 
กัน ด้วยวิธีความน่าจะเป็นสูงสุดแบบไม่มีเง่ือนไข (Unconditional Maximum Likelihood) 

แสดงไดด้งัน้ี 

    𝐺𝑃̂𝑡 = 1.409   +   0.170GPt   ‒  1.474 Inft ‒ 1.353Tbondt       (8.20 ก) 

                (6.53)***   (3.40)***        (‒3.73)***        (‒5.44)*** 

       𝜎𝑡
2 =  8.981 + 0.160 𝜀𝑡−1

2             (8.20 ข) 

     (14.87)   (3.09) 

 

ขั้นท่ี 4 : ตรวจสอบแบบจ าลองARCH ท่ีสร้างขึ้นวา่เหมาะสมกบัขอ้มูลหรือไม่ ซ่ึงเราตอ้งค านวณ
ค่ามาตรฐานของค่าผิดพลาดท่ีไดจ้ากการประมาณสมการค่าเฉล่ีย (8.20 ก) หรือเขียนเป็นสมการ
ไดเ้ป็น  𝑒̃𝑡 =

𝑒𝑡
𝜎𝑡
   โดยท่ี et = GPt ‒ 𝐺𝑃̂𝑡  และค่า t จะประมาณจากการหาค่ารากท่ีสองของค่า 

𝜎𝑡
2 ซ่ึงประมาณขึ้นจาก (8.18 ข)16  และค่า SAC และค่าสถิติ Q ของ  𝑒̃𝑡 แสดงไดด้งัรูปท่ี 8.3  ท า

ให้เราสรุปได้ว่า 𝑒̃𝑡 (ค่ามาตรฐานของ  et) จะต้องไม่มีความสัมพันธ์กันเอง นั่นคือสมการ
ค่าเฉล่ีย (8.20 ก) ท่ีประมาณขึ้นมีความเหมาะสมแลว้ อยา่งไรก็ดี เราตอ้งตรวจสอบความเหมาะสม
ของสมการความแปรปรวน (8.20 ข) ดว้ย ซ่ึงพิจารณาไดค้่า  SAC  และค่าสถิติ Q ของ 𝑒̃𝑡2   (ดูรูป
ท่ี  8.4 ) ซ่ึงให้ขอ้สรุปไดว้่า  𝑒̃𝑡2 (ค่ามาตรฐานของ et ยกก าลงัสอง) ไม่มีความสัมพนัธ์กนัเองดว้ย   
ดงันั้น เรากล่าวไดว้่าแบบจ าลอง ARCH(1) ท่ีประมาณขึ้นมีความเหมาะสมในการประยกุตใ์ชก้บั
อนุกรมเวลาอตัราการเปลี่ยนแปลงของดชันีราคาหลกัทรัพยแ์ลว้ 
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 ดูตวัอยา่งการค านวณในภาคผนวก 8ง 



 

 

179 แบบจ าลองอนุกรมเวลาเม่ือมีความไม่คงท่ีในความแปรปรวนของตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือน 

 

รูปท่ี 8.3 แสดงค่า SAC และ SPAC ของค่า et จากสมการท่ี (8.20 ก) 



 

 

180 แบบจ าลองอนุกรมเวลาเม่ือมีความไม่คงท่ีในความแปรปรวนของตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือน 

 

รูปท่ี 8.4 แสดงค่า SAC และ SPAC ของค่า 𝑒̃𝑡2จากสมการท่ี (8.20 ก) 
  
  



 

 

181 แบบจ าลองอนุกรมเวลาเม่ือมีความไม่คงท่ีในความแปรปรวนของตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือน 

8.3 แบบจ าลอง Generalized Autoregressive Conditional   

      Heteroscedasticity (GARCH) 

ในกรณีท่ีล าดบั m ของแบบจ าลอง ARCH มีค่ามาก ท าให้ค่าพารามิเตอร์มีจ านวนมาก
ตามไปดว้ย  Bollerslev (1986) จึงไดเ้สนอแบบจ าลอง GARCH ขึ้นมา ซ่ึงสามารถลดจ านวน
ค่าพารามิเตอร์ลงได ้ซ่ึงมีแนวคิดดงัน้ี 

แบบจ าลอง GARCH จะน าความแปรปรวนในระยะสั้นท่ีผ่านมาในอดีตมาใส่เพิ่มเขา้มา
ในแบบจ าลอง ARCH โดยเขียนเป็นสัญลกัษณ์ไดว้า่ GARCH (p,m) ซ่ึงแสดงไดด้งัน้ี 

                  εt = t vt            (8.21 ก) 

      Var(εt|It‒1)  =   𝜎𝑡
2  = γ0 + ∑ 𝛾𝑖𝜀𝑡−𝑖

2𝑚
𝑖=1 + ∑ 𝜃𝑖𝜎𝑡−𝑖

2𝑝
𝑖=1        (8.21 ข) 

 

โดยท่ี vt เป็น white noise ท่ีมีค่าเฉล่ียเป็น 0 และความแปรปรวนเท่ากบั 1, ส่วน γ1, γ2, …, γm จะ
แสดงค่าพารามิเตอร์ของ ARCH  และ  θ1, θ2, …, θp จะแสดงค่าพารามิเตอร์ของ GARCH  จะ
เห็นว่า  ถ้า  p = 0 แล้วแบบจ าลอง  GARCH(p,m) = GARCH(0, m) ซ่ึ งก็คือแบบจ าลอง 
ARCH(m) นัน่เอง  

เน่ืองจาก 𝜎𝑡2 และ 𝜎𝑡−𝑖2  คือค่าพารามิเตอร์ซ่ึงเก็บขอ้มูลไม่ได ้เราจึงเขียนสมการท่ี (8.21 ข) 

โดยใชเ้ง่ือนไขดงัน้ี 

E(𝜀𝑡
2) =  𝜎𝑡

2 

ดงันั้น                  𝜀𝑡
2 = 𝜎𝑡

2 + 𝜂𝑡   

หรือเขียนไดว้า่        𝜎𝑡2   = 𝜀𝑡2 − 𝜂𝑡 

 และ        𝜎𝑡−𝑖
2     = 𝜀𝑡−𝑖

2 − 𝜂𝑡−𝑖 

โดยท่ี  𝜂𝑡   คือตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าเฉล่ียเป็นศูนย ์(E(𝜂𝑡) = 0, t = 1, 2, …, T)   เม่ือน าค่า 𝜎𝑡2 และ 𝜎𝑡−𝑖2  
จากสมการขา้งบนไปแทนในสมการท่ี (8.21 ข) ไดส้มการดงัน้ี 

𝜀𝑡
2 − 𝜂𝑡 = γ0 + ∑ 𝛾𝑖𝜀𝑡−𝑖

2𝑚
𝑖=1 + ∑ 𝜃𝑖(𝜀𝑡−𝑖

2 − 𝜂𝑡−𝑖)
𝑝
𝑖=1      

𝜀𝑡
2  = γ0 + ∑ 𝛾𝑖𝜀𝑡−𝑖

2𝑚
𝑖=1 + ∑ 𝜃𝑖𝜀𝑡−𝑖

2𝑝
𝑖=1 −∑ 𝜃𝑖𝜂𝑡−𝑖

𝑝
𝑖=1 + 𝜂𝑡  
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𝜀𝑡
2  = γ0 + ∑ (𝛾𝑖 + 𝜃𝑖)𝜀𝑡−𝑖

2max(𝑚,𝑝)
𝑖=1 − ∑ 𝜃𝑖𝜂𝑡−𝑖

𝑝
𝑖=1 + 𝜂𝑡      (8.21 ค) 

จากสมการท่ี  (8.21 ค ) จะเห็นได้ชัด เจนว่าอยู่ ใน รูปของ  ARMA(max(m,p), p) นั่นคือ
แบบจ าลอง GARCH เปรียบเสมือนกับการน าแบบจ าลอง ARMA ไปใช้กับอนุกรมเวลา 𝜀𝑡2  

นัน่เอง  และเราสามารถใชส้มการน้ีในการหาความแปรปรวนในระยะยาวไดด้งัน้ี 

               E(𝜀𝑡
2)  = γ0+  ∑ (𝛾𝑖 + 𝜃𝑖)𝐸(𝜀𝑡−𝑖

2 )max (𝑚,𝑝)
𝑖=1      

เน่ืองจาก εt เป็น white noise มีความแปรปรวนคงท่ี นัน่คือ  𝐸(𝜀𝑡2) = 𝐸(𝜀𝑡−𝑖
2 ) เราจะได ้

   Var(εt) = E(𝜀𝑡
2)  =  

𝛾0

1− ∑ (𝛾𝑖+𝜃𝑖)
max (𝑚,𝑝)
𝑖=1

           (8.22) 

เม่ือพิจารณาสมการท่ี (8.21 ข) และ (8.22) จะสรุปไดว้า่  
• เพื่อให้ความแปรปรวนทั้งระยะสั้นและระยะยาวมีค่าเป็นบวก เราจะตอ้งมีเง่ือนไขดังน้ี    

γ0 > 0, γi  0,  θi  0 และ  ∑ (𝛾𝑖 + 𝜃𝑖)
max (𝑚,𝑝)
𝑖=1 < 1 

• จากสมการท่ี (8.22) จะไดว้่า ความแปรปรวนในระยะยาวของเหตุการณ์ไม่คาดฝัน ( εt ) 

มีค่าคงท่ี ไม่เก่ียวขอ้งกบัการเกิดเหตุการณ์ไม่คาดฝันในช่วงเวลาก่อนหนา้น้ี 

• จากสมการท่ี (8.21 ข) จะไดว้า่ ความแปรปรวนในระยะสั้นของเหตุการณ์ไม่คาดฝัน ( εt ) 

มีค่าไม่คงท่ี โดยจะเก่ียวขอ้งกับการเกิดเหตุการณ์ไม่คาดฝันและค่าความแปรปรวนใน
ช่วงเวลาก่อนหนา้น้ี   

ส ารับค่าเฉล่ียในระยะสั้ นและระยะยาวสามารถหาได้โดยใช้วิ ธี เดียวกันกับท่ีใช้ในกรณี
ของ ARCH ซ่ึงจะพบวา่มีค่าเท่ากบัศูนยท์ั้ง 2 กรณี ส่วนขั้นตอนการสร้างแบบจ าลอง GARCH ก็
จะเหมือนกับกรณีการสร้างแบบจ าลอง ARCH เช่นกัน เพียงแต่อย่าลืมว่าเราใช้แบบจ าลอง 

GARCH เม่ือพบว่าล าดบัท่ีเหมาะสมของแบบจ าลอง ARCH มีค่ามาก และโดยทัว่ไปเรามกัใช้
แบบจ าลอง  GARCH ท่ี มีล าดับต ่ า เท่ านั้ น  ซ่ึ งก็คือ  GARCH(1,1)  GARCH(1,2)  หรือ 

GARCH(2,1)
17  ส่วนการพยากรณ์ความแปรปรวนในระยะสั้ นจากแบบจ าลอง  GARCH 

ค  านวณได้จากผลการประมาณสมการท่ี (8.21 ข) นั่นเอง และเม่ือพยากรณ์ความแปรปรวนใน

 

 
17

 Tsay, R. S., Analysis of Financial Time Series (John Wiley & Sons, Inc, 2002), p. 95. 
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ระยะสั้นไปขา้งหนา้เร่ือย ๆ จะพบวา่ค่าความแปรปรวนระยะสั้นค่อย ๆ เขา้ใกลค้่าความแปรปรวน
ในระยะยาว ดงัสมการท่ี (8.22) 

 8.3.1 ตัวอย่างการประยุกต์ใช้แบบจ าลอง GARCH 

สมมุติว่านักเศรษฐศาสตร์คนหน่ึงเก็บขอ้มูลอตัราการเปล่ียนแปลงของอตัราแลกเปล่ียน
เงินตราสกุลหน่ึง (EXCt) จ านวน 1,867 วนั ดงัรูปท่ี 8.5 ซ่ึงจะเห็นว่าอตัราการเปล่ียนแปลงของ
อตัราแลกเปล่ียนเงินตราสกุลน้ี พบว่าบางช่วงเวลามีความแปรปรวนมากขึ้น บางช่วงก็มีความ
แปรปรวนน้อยลง สลบักนัไป ท าให้นักเศรษฐศาสตร์ลองสร้างแบบจ าลอง ARCH เพื่ออธิบาย
อนุกรมเวลา EXCt  ดงัน้ี 

 

รูปท่ี 8.5 แสดงอตัราการเปล่ียนแปลงของอตัราแลกเปลี่ยนเงินสกุลหน่ึงรายวนั 

              Exct = α1Exct‒1 + α2Exct‒2+ εt + β1εt‒1 + β2εt‒2    (8.23 ก)
18

 

         εt  = tvt         (8.23 ข) 

      𝜎𝑡
2  = 𝛾0 + 𝛾1𝜀𝑡−1

2 +⋯+ 𝛾𝑚𝜀𝑡−𝑚
2      (8.23 ค)

19
 

 

 
18 สมการน้ีอาจเรียกว่า สมการค่าเฉล่ีย (Mean Equation) 

 
19 สมการน้ีอาจเรียกว่า สมการความแปรปรวน (Variance Equation) 
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โดย εt คือตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนของสมการค่าเฉล่ีย ณ เวลาท่ี t  และ vt เป็นตวัแปรสุ่มท่ีมีการแจก
แจงแบบปกติ  N(0,1) และเป็นอิสระจากช่วงเวลาอ่ืน ๆ เพื่อใหแ้น่ใจวา่ควรใชแ้บบจ าลอง ARCH 

กบัอนุกรมเวลา EXCt หรือไม่ เรายงัคงท าตามขั้นตอนดงัอธิบายไวใ้นหวัขอ้ท่ีแลว้  
ขั้นแรก เราจะประมาณสมการค่าเฉล่ีย (8.23 ก) ซ่ึงอยูใ่นรูปแบบจ าลอง ARMA(2,2) ซ่ึง

ผลการประมาณสมการค่าเฉล่ียแสดงไดด้งัน้ี 

 𝐸𝑋𝐶̂𝑡=  ‒0.883 EXCt‒1 ‒0.781 EXCt‒2 +0.814 εt‒1 + 0.750εt‒2        (8.24) 

      ค่าสถิติ   t =  (‒8.17)***        (‒8.94)***          (7.26)***       (8.14)*** 

โดยท่ี ***  หมายถึงมีนยัส าคญัท่ีร้อยละ 0.01 

จากนั้นค านวณค่าความผิดพลาดของการประมาณสมการค่าเฉล่ีย (et) จากสูตร EXCt ‒ 𝐸𝑋𝐶̂𝑡 ซ่ึง
จะถูกน าไปใชใ้นขั้นท่ี 2 ต่อไปน้ี 

ขั้นท่ี 2 เราจะใชค้่า 𝑒𝑡2 ในทดสอบว่าแบบจ าลอง ARCH สามารถใชก้บัอนุกรมเวลาน้ีได้
หรือไม่ เม่ือพิจารณารูปท่ี 8.6 ซ่ึงแสดงค่า SPAC ของค่า 𝑒𝑡2 และเราจะสรุปได้ว่า TPAC ณ 36 
ช่วงเวลาท่ีแลว้ของ 𝑒𝑡

2 แตกต่างจากศูนยอ์ย่างมีนัยส าคญั20 นอกจากน้ีเม่ือพิจารณาค่า Q(36) =  

0.053 โดยมีค่า P-value คือ 0.000  นัน่หมายถึงแบบจ าลอง ARCH(36) สามารถน ามาใชร่้วมกบั
อนุกรมเวลาน้ีได ้ 
 ค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง ARCH(36) มีจ านวนมาก เพื่อแกไ้ขปัญหาดงักล่าว เราจึง
ควรลองเลือกใช้แบบจ าลอง GARCH โดยอาจลองพิจารณา  GARCH(1,1)  GARCH(1,2)  
และ GARCH(2,1)  ส่วนหลกัเกณฑก์ารเลือกแบบจ าลองท่ีเหมาะสมท่ีสุด จะใชห้ลกัเกณฑเ์ดิมก็
คือ 𝑒̃𝑡 (ค่ามาตรฐานของ et) จะตอ้งไม่มีความสัมพนัธ์กนัเอง และ𝑒̃𝑡2 (ค่ามาตรฐานของ et ยกก าลงั
สอง) ก็จะตอ้งไม่มีความสัมพนัธ์กนัเองดว้ย  โดยจะไม่ขอกล่าวซ ้าในท่ีน้ีอีก 
  

 
20 ดูวิธีการทดสอบความมีนยัส าคญัของค่า TPAC ในหวัขอ้ 2.3.2 
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รูปท่ี 8.6 แสดงค่า SAC และ SPAC ของค่า 𝑒𝑡2 ท่ีค  านวณจากสมการท่ี (8.24) 
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8.4 แบบจ าลองอ่ืน ๆ ท่ีใช้กับอนุกรมเวลาท่ีมีความไม่คงท่ีในความแปรปรวนของตัว
แปรสุ่มคลาดเคล่ือน 

 แบบจ าลองอ่ืน ๆ ท่ีใชก้บัอนุกรมเวลาท่ีมีความไม่คงท่ีในความแปรปรวนของตวัแปรสุ่ม
คลาดเคล่ือน ก็คือแบบจ าลองท่ีมีการพฒันาแนวคิดของแบบจ าลอง GARCH ใหมี้ความเหมาะสม
กบัอนุกรมเวลา โดยเฉพาะอนุกรมเวลาท่ีเก่ียวกบัขอ้มูลทางการเงิน โดยในหนงัสือเล่มน้ีจะกล่าวถึง 
(1) แบบจ าลอง GARCH in Mean (2) แบบจ าลองท่ีแสดงความไม่สมมาตรของการเกิด
เหตุการณ์ไม่คาดฝัน  (ซ่ึ งจะ ศึกษาถึงแบบจ าลอง  Threshold GARCH กับแบบจ าลอง 
Exponential GARCH) และ (3) แบบจ าลอง Integrated GARCH รายละเอียดแต่ละแบบจ าลอง
มีดงัน้ี 

8.4.1 แบบจ าลอง GARCH in Mean (GARCH-M) 

 อนุกรมเวลาทางการเงิน เช่น อตัราผลตอบแทนของหลกัทรัพย ์มกัจะขึ้นอยู่กบัความเส่ียง
ของหลกัทรัพยน์ั้นดว้ย กล่าวคือ ยิ่งหลกัทรัพยใ์ดมีความเส่ียงมาก จะท าให้อตัราผลตอบแทนของ
หลกัทรัพยน์ั้นสูงขึ้นดว้ย การวิเคราะห์อนุกรมเวลาท่ีมีลกัษณะดงักล่าวควรน าค่าความเส่ียงเขา้มา
เป็นตวัแปรอิสระตวัหน่ึงในสมการค่าเฉล่ียดว้ยนั่นเอง โดยความเส่ียงน้ีค านวณไดโ้ดยใช้สมการ
ความแปรปรวนระยะสั้นของแบบจ าลอง GARCH นัน่เอง   

การน าความแปรปรวนระยะสั้นของเหตุการณ์ไม่คาดฝัน ณ เวลาปัจจุบนั มาเป็นตวัแปร
อธิบายตวัหน่ึงในสมการค่าเฉล่ีย จะเรียกว่าแบบจ าลอง GARCH in Mean (GARCH‒M) ซ่ึง
เขียนไดด้งัน้ี 

     Xt  = μ + δ 𝜎𝑡
2+ εt        (8.25 ก)

21
 

                    εt  =  t vt          (8.25 ข)        

     Var(εt|It‒1)  =  𝜎𝑡
2 = γ0 + ∑ 𝛾𝑖𝜀𝑡−𝑖

2𝑚
𝑖=1 + ∑ 𝜃𝑖𝜎𝑡−𝑖

2𝑝
𝑖=1     (8.25 ค) 

  

 

 
21 สมการค่าเฉล่ียน้ีอาจอยูใ่นรูปแบบจ าลองของ Box-Jenkins หรือสมการถดถอยท่ีมีตวัแปรอิสระอื่น ๆ ก็ได ้
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ถา้เราใชส่้วนเบ่ียงเบนมาตรฐานระยะสั้นของเหตุการณ์ไม่คาดฝัน มาเป็นตวัวดัความเส่ียง 
แบบจ าลอง GARCH‒M จะเขียนไดด้งัน้ี 

              Xt = μ + δt+ εt       (8.26 ก)
22

 

        εt   =  t vt         (8.26 ข) 

       Var(εt|It‒1) =  𝜎𝑡
2 = γ0 + ∑ 𝛾𝑖𝜀𝑡−𝑖

2𝑚
𝑖=1 + ∑ 𝜃𝑖𝜎𝑡−𝑖

2𝑝
𝑖=1     (8.26 ค) 

และถา้เราใชค้่าลอการิทึมฐานธรรมชาติ (Natural logarithm) ของความแปรปรวนระยะ
สั้นของเหตุการณ์ไม่คาดฝันมาเป็นตวัวดัความเส่ียง แบบจ าลอง GARCH‒M จะเขียนไดด้งัน้ี 

         Xt     = μ + δln(𝜎𝑡
2)+ εt                  (8.27 ก)

23
 

                     εt    = t vt         (8.27 ข) 

      Var(εt|It‒1) = 𝜎𝑡
2 = γ0 + ∑ 𝛾𝑖𝜀𝑡−𝑖

2𝑚
𝑖=1 + ∑ 𝜃𝑖𝜎𝑡−𝑖

2𝑝
𝑖=1     (8.27 ค) 

8.4.2 แบบจ าลองท่ีแสดงความไม่สมมาตรของการเกดิเหตุการณ์ไม่คาดฝัน 

เม่ือพิจารณาสมการความแปรปรวนในแบบจ าลอง GARCH(p,m)  

 Var(εt|It‒1) =  𝜎𝑡
2 = γ0 + ∑ 𝛾𝑖𝜀𝑡−𝑖

2𝑚
𝑖=1 + ∑ 𝜃𝑖𝜎𝑡−𝑖

2𝑝
𝑖=1     

จะกล่าวไดว้่า เหตุการณ์ท่ีไม่คาดฝันในช่วงเวลาก่อนหน้าน้ี (εt‒i) ไม่ว่าจะเป็นเหตุการณ์ดา้นลบ     
(εt‒i < 0) หรือดา้นบวก ( εt‒i > 0) ก็จะส่งผลกระทบต่อความแปรปรวนในระยะสั้นแบบสมมาตร 

(symmetric effect) 

แต่ในโลกแห่งความเป็นจริง โดยเฉพาะอนุกรมเวลาทางดา้นการเงิน เช่น ราคาสินทรัพย์
ทางการเงินทั้งหลาย มกัพบว่า เม่ือเกิดเหตุการณ์ไม่คาดฝันด้านลบ จะท าให้ราคาสินทรัพยท์าง
การเงินลดลง ในขณะท่ีการเกิดเหตุการณ์ไม่คาดฝันดา้นบวก จะท าให้ราคาสินทรัพยท์างการเงิน
เพิ่มขึ้น หรือกล่าวไดว้่าการเกิดเหตุการณ์ไม่คาดฝันทางดา้นลบ จะท าให้ความแปรปรวนในระยะ
สั้นของราคาสินทรัพยท์างการเงินเพิ่มขึ้นมากกว่าการเกิดเหตุการณ์ไม่คาดฝันดา้นบวก (ลกัษณะ
ดงักล่าวจะเรียกวา่ Leverage Effect) ซ่ึงสามารถแสดงไดด้งัรูปท่ี 8.7 ต่อไปน้ี 

       Var(εt|It‒1) 

 

 
22 สมการค่าเฉล่ียน้ีอาจอยูใ่นรูปแบบจ าลองของ Box-Jenkins หรือสมการถดถอยท่ีมีตวัแปรอิสระอื่น ๆ ก็ได ้

 
23 สมการค่าเฉล่ียน้ีอาจอยูใ่นรูปแบบจ าลองของ Box-Jenkins หรือสมการถดถอยท่ีมีตวัแปรอิสระอื่น ๆ ก็ได ้
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 เหตุการณ์ไม่คาดฝันดา้นลบ  เหตุการณ์ไม่คาดฝันดา้นบวก 
 

 

 

          εt 

     0 

รูปท่ี 8.7 แสดง Leverage Effect 

แบบจ าลองท่ีใช้อธิบายอนุกรมเวลาท่ีมีลกัษณะของ Leverage Effect ท่ีจะกล่าวถึงใน
หนังสือเล่มน้ีมีสองแบบจ าลอง ได้แก่ แบบจ าลอง Threshold GARCH (TGARCH) และ
แบบจ าลอง Exponential GARCH (EGARCH) ซ่ึงมีรายละเอียดดงัน้ี   

(1) แบบจ าลอง Threshold GARCH (TGARCH) 

 แบบจ าลอง TGARCH เป็นแบบจ าลองท่ีใช้ตวัแปรหุ่นในการแสดง Leverage Effect 
ซ่ึงเขียนไดด้งัน้ี 

Var(εt|It‒1) =  𝜎𝑡
2 = γ0 + ∑ 𝛾𝑖𝜀𝑡−𝑖

2𝑚
𝑖=1 + ∑ 𝛿𝑖𝑑𝑡−𝑖𝜀𝑡−𝑖

2𝑟
𝑖=1 +∑ 𝜃𝑖𝜎𝑡−𝑖

2𝑝
𝑖=1        (8.28) 

    1, เม่ือ εt‒i < 0 , i = 1,2,…, r   (เกิดเหตุการณ์ไม่คาดฝันดา้นลบ ณ เวลา t‒i ) 
โดยท่ี  dt‒i =    
                 0, เม่ือ εt‒i  0 
  

(2) แบบจ าลอง Exponential GARCH (EGARCH)  

ก าหนดให้  zt = 
𝜀𝑡

𝜎𝑡
  ซ่ึงมีคุณสมบติัว่า  E(zt) = 0 และ E{|zt| ‒ E(|zt|)} = 0 แบบจ าลอง 

EGARCH เป็นแบบจ าลองมีการก าหนดฟังกช์นั g(zt) ซ่ึงใชแ้สดง Leverage Effect ดงัน้ี 

 

    g(zt)  = λzt    + ω{|zt| ‒ E(|zt|)}         (8.29)
24

 

 

 
24

 ถา้ zt มีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน จะไดว้่า E(|zt|) =√2/𝜋  ดงันั้น  (8.29)  เขียนไดอ้ีกอยา่งคือ   

g(zt) = λzt + ω{|zt| ‒ √2/𝜋}  
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โดยท่ี   zt   คือผลกระทบของเหตุการณ์ไม่คาดฝันในทางบวกหรือลบ ท่ีส่งผลกระทบต่อฟังก์ชนั 

g(z) ไม่เท่ากนั25 (asymmetry effect)   
|zt| ‒ E(|zt|) คือผลกระทบของเหตุการณ์ไม่คาดฝันในทางบวกหรือลบ ท่ีส่งผลกระทบต่อ

ฟังก์ชัน g(z) เท่ากัน26 (symmetry effect) หรือเรียกว่า ผลกระทบของขนาด (Magnitude 

Effect) 

λ และ ω คือค่าพารามิเตอร์  
แบบจ าลอง EGARCH (p,m) จะใชฟั้งกช์นั g(z) ในการแสดง Leverage effect ซ่ึงเขียนไดด้งัน้ี 

      Xt = μ + εt        (8.30 ก)
27

 

       εt   = t vt          (8.30 ข) 

          ln (𝜎𝑡
2)  = γ0 +∑ 𝜃𝑖 ln(𝜎𝑡−𝑖

2 )𝑝
𝑖=1 + ∑ 𝛾𝑖𝑔(𝑧𝑡−𝑖)

𝑚
𝑖=1   โดยท่ี γ1 = 1  (8.30 ค)

28
 

ถา้ zt มีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน  สมการท่ี (8.30 ค) เขียนอีกอยา่งไดว้า่ 

 ln (𝜎𝑡
2) = 𝜇 + ∑ 𝜃𝑖 ln(𝜎𝑡−𝑖

2 )𝑝
𝑖=1  +∑ 𝛾𝑖𝜔 |

𝜀𝑡−𝑖

𝜎𝑡−𝑖
|𝑚

𝑖=1 + ∑ 𝛾𝑘𝜆
𝜀𝑡−𝑘

𝜎𝑡−𝑘

𝑟
𝑘=1       (8.30 ง) 

โดยท่ี  𝜇 = (𝛾0 −𝑚𝜔√2/𝜋) และ  r คือช่วงเวลาท่ีเกิด Leverage Effect 

เพื่อให้เข้าใจง่ายขึ้ น จึงขอยกตัวอย่างแบบจ าลอง EGARCH (1,1) โดยก าหนดว่า 1 
ช่วงเวลาท่ีแลว้เท่านั้นท่ีมี Leverage Effect จะเขียนไดด้งัน้ี 

 ln (𝜎𝑡
2) = 𝜇 + 𝜃1ln (𝜎𝑡−1

2 ) +𝜔 |
𝜀𝑡−1

𝜎𝑡−1
|+ 𝜆

𝜀𝑡−1

𝜎𝑡−1
  (อยา่ลืมวา่ γ1 = 1)     (8.30 จ) 

โดยท่ี 𝜇 = (𝛾0 − 𝜔√2/𝜋)        

 

• เม่ือเกิดเหตุการณ์ไม่คาดฝันดา้นบวก (εt> 0) เราจะได ้ g(zt) = (λ +ω)zt ‒ ω √2/𝜋   

• เม่ือเกิดเหตุการณ์ไม่คาดฝันดา้นลบ  (εt < 0) เราจะได ้ g(zt) = (λ ‒ω)zt ‒ ω √2/𝜋  

 25 สังเกตจากพจน์น้ีไม่มีการใส่ค่าสัมบูรณ์ใด ๆ  
 26 สังเกตจากพจน์น้ีมีการใส่ค่าสัมบูรณ์  
 27 สมการค่าเฉล่ียน้ีอาจอยูใ่นรูปแบบจ าลองของ Box-Jenkins หรือสมการถดถอยท่ีมีตวัแปรอิสระอื่น ๆ ก็ได ้
 28 สมการความแปรปรวนระยะสั้น (8.20 ค) แสดงถึงค่า 𝜎𝑡2 > 0 เสมอ โดยไม่ตอ้งมีเง่ือนไขว่า θi>0 และ γi>0 ตามของ
แบบจ าลอง GARCH 
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พิจารณาสมการท่ี (8.30 จ) ถา้ก าหนดให้ λ < 0 จะหมายถึงการเกิดเหตุการณ์ไม่คาดฝัน
ดา้นลบในช่วงเวลาก่อนหนา้น้ี (εt‒1< 0) จะท าให ้𝜎𝑡2  เพิ่มขึ้น29

 ซ่ึงตรงกบัแนวคิดของ Leverage 

Effect ท่ีไดอ้ธิบายไวก่้อนหนา้น้ีนั่นเอง ดงันั้น หากเราตอ้งการทดสอบว่า อนุกรมเวลาหน่ึง (Xt)  
มี Leverage Effect หรือไม่ ท าไดโ้ดยการทดสอบสมมุติฐานหลกัและสมมุติฐานรองดงัน้ี 

H0: λ = 0  และ  H1: λ < 0            (8.31) 

หากเราปฏิเสธสมมุติฐานหลกัขา้งตน้ จะหมายถึงอนุกรมเวลา Xt   มี Leverage Effect แต่หากไม่
สามารถปฏิเสธสมมุติฐานหลกัได ้นัน่คืออนุกรมเวลา Xt  ไม่มี Leverage Effect นัน่เอง 

8.4.3 แบบจ าลอง Integrated GARCH (IGARCH) 

จากแบบจ าลอง GARCH(p,m)  

    εt = t vt            (8.21 ก) 

 Var(εt|It‒1) =  𝜎𝑡
2 = γ0 + ∑ 𝛾𝑖𝜀𝑡−𝑖

2𝑚
𝑖=1 + ∑ 𝜃𝑖𝜎𝑡−𝑖

2𝑝
𝑖=1        (8.21 ข) 

เราทราบแลว้วา่สมการความแปรปรวนระยะสั้น (8.21 ข) สามารถเขียนไดอี้กแบบดงัน้ี 

𝜀𝑡
2  = γ0 + ∑ (𝛾𝑖 + 𝜃𝑖)𝜀𝑡−𝑖

2max(𝑚,𝑝)
𝑖=1 − ∑ 𝜃𝑖(𝜂𝑡−𝑖)

𝑝
𝑖=1 + 𝜂𝑡     (8.21 ค) 

และความแปรปรวนในระยะยาวเขียนไดด้งัน้ี 

        Var(εt) =  E(𝜀𝑡
2)  =  

𝛾0

1− ∑ (𝛾𝑖+𝜃𝑖)
max (𝑚,𝑝)
𝑖=1

           (8.22) 

เม่ือ  ∑ (𝛾𝑖 + 𝜃𝑖)
max(𝑚,𝑝)
𝑖=1 < 1   เราจะกล่าวได้ว่า ความแปรปรวนในระยะยาว 

var(εt) คือค่าคงท่ีค่าหน่ึงท่ีมากกว่าศูนย์ นัน่คือ เม่ือมีเหตุการณ์ไม่คาดฝันเกิดขึ้น ( εt ≠ 0) แลว้ค่า
ความแปรปรวนในระยะสั้น (𝜎𝑡

2) จะค่อย ๆ ลดลงเม่ือเวลาผา่นไป จนกลบัเขา้สู่ค่าความแปรปรวน
ในระยะยาว 

 

 
29 ทั้งน้ีเพราะ 𝜆 𝜀𝑡−1

𝜎𝑡−1
  มีค่าเป็นบวก (อยา่ลืมวา่ t คือส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานซ่ึงตอ้งมีค่าเป็นบวกเสมอ) 
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แต่หาก  ∑ (𝛾𝑖 + 𝜃𝑖)
max(𝑚,𝑝)
𝑖=1 = 1  หรือ  ∑ 𝛾𝑖

𝑚
𝑖=1 + ∑ 𝜃𝑖

𝑝
𝑖=1 = 1 เราจะกล่าว

ไดว้า่ ความแปรปรวนในระยะยาว var(εt) มีค่าเป็นอนนัต ์นัน่คือ เม่ือมีเหตุการณ์ไม่คาดฝันเกิดขึ้น 

(εt ≠ 0) แลว้ค่าความแปรปรวนในระยะสั้น 𝜎𝑡
2 จะไม่ลดลง แต่จะค่อยเพิ่มขึ้นไปเร่ือย ๆ จนเป็น

อนนัต ์เราจะเรียกแบบจ าลองลกัษณะน้ีวา่ เแบบจ าลอง Integrated GARCH (IGARCH)   
เพื่อใหเ้ขา้ใจไดง้่ายขึ้น จึงขอยกตวัอยา่งการเขียนแบบจ าลอง IGARCH(1,1) ดว้ยการเร่ิม

จากแบบจ าลอง GARCH(1,1) ดงัน้ี 

    εt = t vt            (8.32 ก) 

  𝜎𝑡
2 = γ0 + 𝛾1𝜀𝑡−1

2 + 𝜃1𝜎𝑡−1
2          (8.32 ข) 

เม่ือ  γ1 + θ1 = 1 นัน่คือ แลว้เราจะไดแ้บบจ าลอง IGARCH(1,1) ซ่ึงเขียนไดด้งัน้ี 

    εt = t vt            (8.33 ก) 

   𝜎𝑡
2 = γ0 + 𝛾1𝜀𝑡−1

2 + (1 − 𝛾1)𝜎𝑡−1
2          (8.33 ข) 
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การถดถอยปลอมและความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว 

(Spurious Regression and Cointegration) 

 

 

 

 

 

 

พิจารณาสมการถดถอยท่ีแสดงความสัมพนัธ์ระหว่างตวัแปรตามและตวัแปรอิสระ 1 ตวั
ดงัน้ี  

  Yt  =  β1 + β2Xt + ut,   t =1, 2, …, T            (9.1) 

Yt คือตวัแปรตาม และ Xt คือตวัแปรอิสระ ส่วน  β1 และ β2 คือค่าพารามิเตอร์ และ ut คือตวัแปร
สุ่มคลาดเคล่ือน (Stochastic disturbance term หรือ random error term)  การน าอนุกรมเวลา 
Yt และ Xt มาวิเคราะห์การถดถอยดังสมการข้างต้นอยู่ภายใต้ข้อสมมุติของ Classical Linear 

Regression Model (CLRM)
1
  ซ่ึงมีเง่ือนไขเก่ียวขอ้งกบัค่า ut สรุปไดด้งัน้ี      

E(ut)  = 0 

         Var(ut)  = 2 

    Cov(ut, us)  = 0, t ≠ s   

จากเง่ือนไขดังกล่าวแสดงถึงตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือน ( ut ) จะตอ้งเป็นอนุกรมเวลาท่ีมีความน่ิง 
(stationary)

2
 หรือเขียนเป็นสัญลกัษณ์ไดว้า่  ut ~ I(0)  ในขณะท่ีอนุกรมเวลา Yt และ Xt สามารถ

เป็นอนุกรมเวลาท่ีมีความน่ิงหรือไม่ก็ได ้ หากสมการท่ี (9.1) ถูกตอ้งแลว้ เรากล่าวไดว้่าเม่ือ Xt  

 

 
1
 ส าหรับผูส้นใจ อ่านเพ่ิมเติมไดจ้าก  ภูมิฐาน รังกคูลนุวฒัน์, เศรษฐมิติเบือ้งต้น, พิมพค์ร้ังท่ี 2. (กรุงเทพฯ : ส านักพิมพแ์ห่ง

จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลยั, 2554), หนา้ 17‒18. 

 
2

 เพื่อให้การศึกษาบทน้ีให้เขา้ใจไดง้า่ยข้ึน ควรทบทวนความเขา้ใจในบทท่ี 5 อีกคร้ัง 
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หรือ ut ตวัใดตวัหน่ึงเป็น I(1) แลว้ Yt จะตอ้งเป็น I(1) ดว้ยแน่นอน  แต่หากทั้ง Xt  และ ut  เป็น 

I(0) ทั้งคู่ แลว้ Yt จะตอ้งเป็น I(0) ดว้ย  
คุณสมบติัของตวัประมาณค่าดว้ยวิธีก าลงัสองนอ้ยท่ีสุดของสมการท่ี (9.1)

3 โดยแบ่งตามลกัษณะ
ของ Xt และ ut วา่เป็น I(0) หรือเป็น I(1) สรุปไดด้งัตารางท่ี 9.1 ต่อไปน้ี4

 

ตารางท่ี 9.1 คุณสมบติัของตวัประมาณค่าด้วยวิธีก าลงัสองน้อยท่ีสุดเม่ือใช้อนุกรมเวลาในการ
วิเคราะห์สมการถดถอย 

 ut ~ I(0) ut ~ I(1) 

 

Xt ~ I(0) 

 

b2 จะมีคุณสมบัติทั้ ง  Consistency 

แ ล ะ  Asymptotically Normal 

Distributed 

b2 จะไม่มีคุณสมบติัทั้ง Consistency 

แ ล ะ  Asymptotically Normal 

Distributed  
 

Xt ~ I(1) 
b2 จะมีคุณสมบัติ Consistency แต่
ไ ม่ มี คุ ณ ส ม บั ติ  Asymptotically 

Normal Distributed 

b2 จะไม่มีคุณสมบติัทั้ง Consistency 

แ ล ะ  Asymptotically Normal 

Distributed 
หมายเหต ุ  

• b2  มีคุณสมบติั Consistency จะหมายถึง เม่ือตวัอยา่งมีขนาดใหญ่แลว้ จะไดว้า่ ค่าความ
น่าจะเป็นของ b2 จะเทา่กบัค่าพารามิเตอร์ β2 

• b2  ไม่มีคุณสมบติั Consistency จะหมายถึง เม่ือตวัอย่างมีขนาดใหญ่แลว้ จะไดว้่า ค่า
ความน่าจะเป็นของ b2 จะไม่เท่ากบัค่าพารามิเตอร์ β2 

• b2  มีคุณสมบติั Asymptotically Normal Distributed จะหมายถึง เม่ือตวัอยา่งมีขนาด
ใหญ่แลว้ จะไดว้า่ การแจกแจงความน่าจะเป็นของ b2 จะเขา้ใกลก้ารแจกแจงแบบปกติ 

• b2  ไม่มีคุณสมบติั Asymptotically Normal Distributed จะหมายถึง เม่ือตวัอย่างมี
ขนาดใหญ่แลว้ จะไดว้่า การแจกแจงความน่าจะเป็นของ b2 จะไม่เขา้ใกลก้ารแจกแจง
แบบปกติ 

 

 

 
3

 ในท่ีน้ีจะใชส้ัญลกัษณ ์b1 และ b2 คือตวัประมาณค่าพารามิเตอร์ 1 และ 2  ดว้ยวิธีก าลงัสองนอ้ยท่ีสุด ตามล าดบั 

 
4
 Murray, M. P., Econometrics: A Modern Introduction (Boston: Pearson Education, Inc., 2006),  p. 

770.   



 

 

197 การถดถอยปลอมและความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว 

ในทางปฏิบติั ขอ้มูลทางเศรษฐกิจ ธุรกิจ หรือการเงินท่ีถูกใชเ้ป็นตวัแปรตามและตวัแปรอิสระ มกั
เป็น I(1) และมกัพบว่า ut ~ I(1) เม่ือกรณีนี้เกิดขึ้น เราจะเรียกสมการถดถอยท่ีประมาณขึ้นว่า
สมการถดถอยปลอม (Spurious Regression) ซ่ึงเป็นหัวขอ้ท่ีเราควรท าความเขา้ใจให้ชัดเจน 
เน่ืองจากจะเป็นพื้นฐานในการพฒันาแนวคิดความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว (Cointegration) 
อีกดว้ย  

ดงันั้น ในบทน้ีเราจะศึกษาการถดถอยปลอมในหัวขอ้แรก ในหวัขอ้ท่ี 2 จะกล่าวถึงวิธีการ
แกไ้ขเม่ือเกิดปัญหาการถดถอยปลอม จากนั้นจะกล่าวถึงตวัอย่างการวิเคราะห์สมการถดถอยท่ีถูก
ประมาณขึ้ นว่าเป็นการถดถอยปลอมหรือไม่  และในหัวข้อสุดท้ายจะกล่าวถึงแนวคิดของ
ความสัมพันธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว  (Long-run relationship หรือ Cointegration) ซ่ึงมีการ
ประยกุตใ์ชใ้นทางเศรษฐศาสตร์และทางการเงินอยา่งแพร่หลาย รายละเอียดของแต่ละหวัขอ้มีดงัน้ี 

9.1 สมการถดถอยปลอม (Spurious Regression) 

เม่ือเราใชอ้นุกรมเวลาในการวิเคราะห์สมการถดถอย  แลว้ตวัแปรตาม (Yt) ตวัแปรอิสระ (Xt) และ
ตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือน (ut) อาจเป็นอนุกรมเวลาท่ีมีแนวโนม้แบบสุ่ม (Stochastic trend) อยูด่ว้ย
หรือไม่ก็ได้ หากพบว่าตวัแปรเหล่าน้ีมีแนวโน้มแบบสุ่ม จะส่งผลกระทบต่อคุณสมบติัของตัว
ประมาณค่าดว้ยวิธีก าลงัสองนอ้ยท่ีสุดได้ กล่าวคือ แมว้่าตวัอย่างมีขนาดใหญ่ก็ตาม ค่าความน่าจะ
เป็นของ b2 ก็ยงัไม่เท่ากบัค่าพารามิเตอร์ β2 หรือตวัประมาณค่าจะไม่เป็นการแจกแจงแบบปกติอนั
ท าใหก้ารทดสอบสมมุติฐานเช่ือถือไม่ได ้ดงัจะอธิบายดงัน้ี 
พิจารณากรณีทั้งตวัแปรตาม Yt และตวัแปรอิสระ Xt คืออนุกรมเวลาท่ีอยู่ในรูปแบบการเดินแบบ
สุ่ม (Random Walk) ดงัน้ี 

  Yt =Yt‒1 +vt    (ก าหนดให ้Y0 = 0)          (9.2 ก) 

  Xt =Xt‒1 +wt    (ก าหนดให ้X0 = 0)          (9.2 ข) 

โดยท่ี vt และ wt  คือตวัรบกวนขาวท่ีมีค่าเฉล่ียเป็นศูนยแ์ละความแปรปรวนคือ 1 และจากบทท่ี 5 
เราทราบแลว้วา่ สมการท่ี (9.2 ก) และ (9.2 ข) สามารถเขียนไดด้งัน้ี 

  Yt = ∑ 𝑣𝑖
𝑡
𝑖=0                 (9.3 ก) 
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  Xt = ∑ 𝑤𝑖
𝑡
𝑖=0                (9.3 ข) 

นัน่คือ Yt ~ I(1)  และ  Xt ~ I(1)  ถา้ก าหนดให ้ vt และ wt ไม่มีความสัมพนัธ์ต่อกนั ดงันั้นอนุกรม
เวลา Yt และ Xt ก็จะไม่มีความสัมพนัธ์ใด ๆ ต่อกนัดว้ย แต่สมมุติให้เราสร้างสมการถดถอยเพื่อ
แสดงความสัมพนัธ์ระหวา่ง Yt กบั Xt ดงัต่อไปน้ี 

  Yt = α1 + α2Xt + εt            (9.4 ก) 

จากสมการท่ี (9.4 ก) จะไดว้่า ค่าพารามิเตอร์ α2 = 0 หรือสมการถดถอยท่ีถูกตอ้งเขียนไดด้งัน้ี 

  Yt = α1 + εt             (9.4 ข) 

นัน่คือ εt มีแนวโนม้แบบสุ่ม หรือ εt ~ I(1) ทั้งน้ีเพราะ 

  εt  = Yt ‒ α1 

=∑𝑣𝑖

𝑡

𝑖=0

− 𝛼1                                                                                         (9.5) 

Granger and Newbold (1974)
5 ไดท้ าการจ าลองขอ้มูล Yt และ Xt ในลกัษณะดงักล่าว 

(Simulation) เป็นจ านวน 100 คร้ัง และพบว่า หากเราประมาณสมการถดถอย (9.4 ก) มกัจะ
ให้ผลการประมาณค่าในลกัษณะดงัน้ี การทดสอบสมมุติฐาน H0: α2 = 0 จะมีนยัส าคญัทางสถิติ6, 
ค่าสัมประสิทธ์ิเชิงพหุของการก าหนด (R2) มีค่าสูง, ค่าสัมประสิทธ์ิเชิงพหุของการก าหนดท่ีปรับ
แลว้ (Adjusted R2) มีค่าสูง แต่กลบัพบว่าค่าสถิติ Durbin‒Watson

7 มีค่าต ่า และจะเรียกผลการ
ประมาณสมการถดถอย (9.4 ก) ว่าการถดถอยปลอม (Spurious Regression) 

 

 
5ส า ห รั บ ผู ้ ส น ใ จ  อ่ า น เ พ่ิ ม เ ติ ม ไ ด้ ใ น  Granger, C. W. J. and P. Newbold, “Spurious regressions in 

econometrics,” Journal of Econometrics 2 (1974): 111‒120. 

 
6จะเห็นว่า มีการสรุปผลการทดสอบสมมุติฐานผิดพลาดเกิดข้ึน เน่ืองจากค่าท่ีถูกตอ้งคือ α2 = 0  Granger and Newbold 

(1974) ให้เหตุผลว่า เป็นเพราะค่าสถิติท่ีใชท้ดสอบสมมุติฐาน H0: α2 = 0 จะไม่มีการแจกแจงแบบปกติ 
 
7ดูเพ่ิมเติมได้ใน ภูมิฐาน รังคกูลนุวัฒน์.  เศรษฐมิติเบื้องต้น, พิมพ์คร้ังท่ี 2. (กรุงเทพฯ : ส านักพิมพ์แห่งจุฬาลงกรณ์
มหาวิทยาลยั, 2554), หนา้ 155‒157. 
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 ดงันั้น การวิเคราะห์สมการถดถอยดว้ยการใชข้อ้มูลอนุกรมเวลาท่ีตวัแปรตามและตวัแปร
อิสระมีแนวโนม้แบบสุ่ม จะตอ้งระมดัระวงัอยา่งมากว่าสมการท่ีถูกประมาณขึ้นจะเป็นการถดถอย
ปลอมหรือไม่ การตรวจสอบปัญหาดงักล่าวท าไดด้งัน้ีคือ ขั้นแรกตอ้งค านวณค่าความผิดพลาดจาก
การประมาณสมการถดถอย (9.4 ก) ซ่ึงค านวณจากสมการดงัน้ี 

et = Yt ‒𝛼̂1‒ 𝛼̂2𝑋𝑡   

โดยท่ี  𝛼̂1 และ 𝛼̂2 คือตวัประมาณค่า α1 และ α2 ดว้ยวิธีก าลงัสองน้อยท่ีสุด จากนั้นจึงน าค่า et ท่ี
ไดไ้ปทดสอบว่าเป็น I(1) หรือไม่ ซ่ึงสามารถใชวิ้ธีการทดสอบความน่ิงดว้ยวิธี ADF  ซ่ึงกล่าวไว้
แลว้ในหวัขอ้ 5.5  ถา้ผลการทดสอบสรุปวา่  et ~ I(1) จะหมายถึง สมการถดถอยท่ีประมาณขึ้นคือ
การถดถอยปลอม 

9.2 การแก้ไขเม่ือพบว่าแบบจ าลองเป็นสมการถดถอยปลอม 

เม่ือเกิดปัญหาการถดถอยปลอมขึ้น   Granger and Newbold (1974) เสนอให้ท าการหาผลต่าง
ล าดบัท่ี 1 (First Difference) ของตวัแปรตามและตวัแปรอิสระก่อน เพื่อให้แนวโนม้แบบสุ่มถูก
ก าจดัออกไป ดงันั้น เม่ือพิจารณาสมการท่ี (9.2 ก) และ (9.2 ข) จะไดว้่า ผลต่างล าดบัท่ี 1 ของ Yt 
และ Xt เขียนไดด้งัน้ี 

   ∆Yt = vt             (9.6 ก) 

  ∆Xt = wt             (9.6 ข) 

อนุกรมเวลา ∆Yt  และ ∆Xt  ตามสมการท่ี (9.6 ก) และ (9.6 ข) มีคุณสมบติัเป็นตวัรบกวนขาว นัน่
คือ แนวโนม้แบบสุ่มไดถู้กก าจดัออกไปแลว้  และหากจะน าแนวคิดน้ีไปใชก้บัสมการถดถอย (9.4 
ก) เราสามารถท าไดโ้ดยขั้นแรก ให้เขียนสมการถดถอย (9.4 ก) ยอ้นกลบัไป 1 ช่วงเวลา เขียนได้
ดงัน้ี 

  Yt‒1 = α1 + α2Xt‒1 + εt‒1             (9.7) 

น าสมการ (9.7) ไปหกัออกจาก (9.4 ก) จะได ้

       Yt ‒Yt‒1 = (α1 + α2Xt + εt) ‒ (α1 + α2Xt‒1 + εt‒1) 
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  ∆Yt = α2∆Xt + εt ‒ εt‒1       

  ∆Yt = α2∆Xt + vt          (9.8)
8
 

 จะเห็นวา่ หากเราน าสมการท่ี (9.8) ไปประมาณค่า จะไม่ใช่สมการถดถอยปลอมอยา่ง
แน่นอน เน่ืองจากตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือน vt ~ I(0)  นอกจากน้ีทั้งตวัแปรตาม (∆Yt) และตวัแปร
อิสระ (∆Xt) ต่างก็เป็น I(0) ดว้ย ดงันั้น ผลการประมาณค่าดว้ยวิธีก าลงัสองนอ้ยท่ีสุดจะมีคุณสมบติั 

Consistency และ Asymptotically Normal Distributed (ดูตารางท่ี 9.1) นัน่คือเราสามารถใช้
ค่าสถิติ t ในการทดสอบสมมุติฐาน H0: α2 = 0 และ H1: α2 ≠ 0  ได้9 
 แต่หากอนุกรมเวลา Yt ~ I(0), Xt ~ I(0) และ εt ~ I(0) แลว้เรากลบัใชแ้นวคิดของสมการ
ท่ี (9.8) ในการประมาณค่าพารามิเตอร์ จะเกิดปัญหาความสัมพันธ์กันเองของตัวแปรสุ่ม
คลาดเคล่ือน (Autocorrelation) ทั้ งน้ีเพราะ vt = εt ‒ εt‒1 นั่นคือ vt‒1 = εt‒1 ‒ εt‒2 ซ่ึงจะท าให้ 
Cov(vt, vt‒1) ≠ 0

10
 ส่วนในหัวขอ้ถดัไปจะท าการยกตวัอย่างประกอบเพื่อให้เขา้ใจถึงปัญหาการ

ถดถอยปลอมมากขึ้น 

9.3 ตัวอย่างการวิเคราะห์ว่าผลการประมาณเป็นสมการถดถอยปลอมหรือไม่ 

 สมมุตินกัเศรษฐศาสตร์ของบริษทัแห่งหน่ึง ไดว้ิเคราะห์ความสัมพนัธ์ของรายจ่ายเพื่อการ
บริโภคต่อหวั และอตัราเงินเฟ้อ จ านวน 50 เดือนของประเทศหน่ึง ดว้ยสมการต่อไปน้ี 

   ln(Cont ) = β1 + β2Trend  +β3Inft +  ut       (9.9)
11

 

 

 
8
 จากสมการท่ี (9.5) εt= ∑ 𝑣𝑖

𝑡
𝑖=0 − 𝛼1  ดงันั้น เราจะไดว้่า  εt‒1= ∑ 𝑣𝑖

𝑡−1
𝑖=0 − 𝛼1  เม่ือน า εt‒1 ไปหกัออกจาก εt  จะเหลือ

เพียงตวัรบกวนขาว vt เท่านั้น หรือเขียนไดว้่า  εt‒εt‒1 = vt 

 
9 หาก (9.8) เกิดปัญหาความไม่คงท่ีในตวัแปรสุ่มคลาดเคลื่อน (Heteroskedasticity) หรือความสัมพนัธ์กนัเองของตวัแปร
สุ่มคลาดเคลื่อน (Autocorrelation) จะตอ้งท าการแกไ้ขปัญหาเหล่าน้ีก่อน จากนั้นจึงใชค่้าสถิติ t* เพื่อทดสอบสมมุติฐาน
ของค่าพารามิเตอร์ α2 ได ้
 
10 เ น่ื อ ง จ า ก  Cov(vt, vt‒1) = E(vtvt‒1) = E(ε t‒ ε t‒1)(ε t‒1‒ ε t‒2) = 𝐸(𝜀𝑡𝜀𝑡−1) − 𝐸(𝜀𝑡𝜀𝑡−2) + 𝐸(𝜀𝑡−1

2 ) −

𝐸(𝜀𝑡−1𝜀𝑡−2) = 𝐸(𝜀𝑡−1
2 ) = 𝜎2    (อย่าลืมว่าตอนน้ีก าลงัพิจารณากรณีท่ี  εt เป็นตวัรบกวนขาวท่ีมีความแปรปรวนของ

คงท่ีคือ σ2)  
 
11

 ตวัแปร Trend ถูกน ามาใชเ้ป็นตวัแปรอิสระหน่ึงเพื่อใชแ้สดงอิทธิพลของแนวโนม้ก าหนดได ้(Deterministic Trend) 
ท่ีมีอยูใ่นตวัแปร ln(Cont ) 
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โดยท่ี ln(Cont)  คือ ค่าลอการิทึมฐานธรรมชาติของรายจ่ายเพื่อการบริโภคต่อหวั ณ เวลา t 
Trend คือ แนวโนม้ซ่ึงมีค่าเป็น 1, 2, 3, … 

 Inft  คือ อตัราเงินเฟ้อ ณ เวลา t 
ut คือ ตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือน 

กราฟของอนุกรมเวลา ln(Con) และ Inf  แสดงในรูปท่ี 9.1 และ 9.2 ตามล าดบั เม่ือเรา
ประมาณค่าสมการถดถอย (9.9) ดว้ยวิธีก าลงัสองนอ้ยท่ีสุด ไดผ้ลการประมาณค่าดงัน้ี 

 ln(𝐶𝑜𝑛𝑡̂ )  =    1.835     + 0.022 Trend  +  0.007 Inft               (9.10) 

  ค่าสถิติ t*
  = (187.58)***   (69.06) ***        (3.92) ***      

 R2
 
 =  0.9913  Adjusted R2

  =  0.9902  D.W. Stat = 0.5766 

โดยท่ี ***  หมายถึงมีนยัส าคญัท่ีร้อยละ 1 

    

          รูปท่ี 9.1 แสดงอนุกรมเวลา ln(Con)  รูปท่ี 9.2 แสดงอนุกรมเวลา Inf 

จากผลการประมาณดงัแสดงในสมการท่ี (9.10) จะเห็นวา่ ผลการประมาณค่าสัมประสิทธ์ิ
ของ Inft คือ 0.007 และมีนยัส าคญัท่ีร้อยละ 1 ซ่ึงหมายถึง ถา้อตัราเงินเฟ้อเพิ่มขึ้นร้อยละ 1 จะท า
ให้รายจ่ายเพื่อการบริโภคต่อหัวเพิ่มขึ้นร้อยละ  0.007 อย่างมีนยัส าคญัทางสถิติ นอกจากน้ีค่า R2

 

และ Adjusted R2  มีค่าสูงมาก ในขณะท่ีค่าสถิติ D.W. มีค่าต ่า ซ่ึงแสดงถึงสมการท่ี (9.9) อาจ
เป็นสมการถดถอยปลอม (Spurious Regression)ได ้เพื่อใหเ้กิดความแน่ใจ เราจะท าการทดสอบ
ความน่ิงทั้งของค่าผิดพลาดท่ีได้จากการประมาณสมการถดถอย  (ซ่ึงก็คือค่า et = ln(𝐶𝑜𝑛𝑡) −
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ln(𝐶𝑜𝑛𝑡̂ ) นัน่เอง)12  และทดสอบความน่ิงทั้งของอนุกรมเวลาทั้งตวัแปรตาม ( ln Cont ) และตวั
แปรอิสระ (Inft)

13
 ดว้ย  

จากการทดสอบความน่ิงของอนุกรมเวลาขา้งตน้ดว้ยวิธีการทดสอบของ ADF ดังท่ีได้
อธิบายไวใ้นหวัขอ้ 5.5 ซ่ึงผลการทดสอบสรุปวา่ ln(Cont) ~ I(1), Inft ~ I(1) และ ut ~ I(0)  นัน่
คือ สมการท่ี (9.10) ไม่ใช่สมการถดถอยปลอม และเน่ืองจาก ut เป็นอนุกรมเวลาท่ีมีความน่ิงแลว้ 
เราจึงไม่ต้องท าการแก้ไขสมการ (9.9) ให้อยู่ในรูปผลต่าง  ตามแนวคิดของ Granger and 

Newbold  
เม่ือตวัแปรตามเป็น I(1) และตวัแปรอิสระเป็น I(1) ในขณะท่ี ut ~ I(0) แลว้  เราจะกล่าว

ได้ว่า  ตัวแปรตามและตัวแปรอิสระน้ีมีความสัมพันธ์ เ ชิงดุลยภาพระยะยาว  (Long-run 

equilibrium relationship หรือ Cointegration) ซ่ึงจะกล่าวถึงในหัวขอ้ถดัไป แต่เพื่อให้เขา้ใจ
ได้ดีขึ้น  รูปท่ี 9.3 จะสรุปข้อสังเกตท่ีส าคัญอันจะท าให้การศึกษาหัวข้อและบทถดัไปง่ายขึ้น 
ดงัต่อไปน้ี14

 

  

 

 
12 อยา่ลืมว่า เราไม่สามารถเก็บขอ้มูล ut ได ้เราจึงตอ้งทดสอบความน่ิงกบัค่า et แทน 

 
13 ตวัแปรอิสระ Trend คือแนวโน้มท่ีมีค่าเป็น 1, 2, 3, … ถือเป็นตวัแปรท่ีก าหนดไดแ้น่นอน (Deterministic) มิใช่ตวั
แปรสุ่ม จึงไม่ตอ้งท าการทดสอบความน่ิง 
 
14 ใน รูป ท่ี  9.3 จ ะ มีก า รกล่ า วถึ ง ค า ว่ า  Consistency, Super Consistency, และ  Asymptotically Normal 

Distributed ซ่ึงมีความหมายสรุปดงัน้ี 

• Consistency หมายถึง ความน่าจะเป็นท่ีจะไดต้วัประมาณค่าตรงกบัค่าพารามิเตอร์ท่ีแทจ้ริงเม่ือตวัอย่างมี ขนาด
ใหญ ่ในอตัราความเร็ว √𝑁  โดยท่ี N คือจ านวนขอ้มูล 

• Super Consistency หมายถึง ความน่าจะเป็นท่ีจะไดต้วัประมาณค่าตรงกบัค่าพารามิเตอร์ท่ีแทจ้ริงเม่ือตวัอยา่งมี

ขนาดใหญ่ ในอตัราความเร็ว N โดยท่ี N คือจ านวนขอ้มูล  (ส าหรับผูส้นใจ ดูวิธีการพิสูจน์ไดใ้น Stock, J. H., 

“Asymptotic Properties of Least Squares Estimators of Cointegrating Vectors,” Econometrica 

55 (1987): 1035‒1056.  ก 

• Asymptotically Normal Distributed หมายถึง การมีคุณสมบัติท่ีเป็นการแจกแจงแบบปกติเม่ือตัวอย่างมี
ขนาดใหญ ่
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             Yt = β1 + β2Xt + ut     
 

 

       

            

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 9.3 สรุปขอ้สังเกตท่ีส าคญั 
 

เม่ือ Yt ~ I(1) และ Xt ~ I(1) 

ถา้พบวา่ ut ~ I(1) จะเรียกผลการประมาณ
สมการถดถอยขา้งตน้วา่ การถดถอยปลอม 
(Spurious regression) 
 
 

เม่ือ Yt ~ I(1) และ Xt ~ I(1) 

 

ถา้พบวา่ ut ~ I(0) แสดงถึงอนุกรมเวลา Yt 

และ Xt มีความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว  
(Long-run equilibrium relationship 
หรือ cointegration relationship)  
 
 

• เน่ืองจาก ut เป็น I(1) นัน่คือแนวโนม้แบบ
สุ่มท่ีอยู่ในอนุกรมเวลา Y อาจมาจากทั้ง 
แนวโนม้แบบสุ่มท่ีอยู่ใน Xt  และแนวโนม้
แบบสุ่มท่ีอยูใ่น ut   

 

 
• อนุกรม เวลา  Yt และ  Xt ไม่ เค ล่ือนไป
ดว้ยกนั 

• b2 จะไม่มีคุณสมบติัทั้ง Consistency และ 
Asymptotically Normal  

Distributed  ก 
• การวิเคราะห์สมการถดถอยจะใช้วิธีของ 

Granger and Newbold (1974)  ก 

 

• เน่ืองจาก ut เป็น I(0) นัน่คือ แนวโนม้แบบ
สุ่ม   (Stochastic trend) ท่ีอยู่ในอนุกรม
เวลา Yt  มาจากแนวโน้มแบบสุ่มท่ีอยู่ใน
อนุกรมเวลา Xt เท่านั้น  เราเรียกวา่  ทั้งสอง
ตัวแปร น้ี มีแนวโน้มแบบ สุ่ม ร่ วมกัน
(Common stochastic trend) 

• อนุกรมเวลา Yt และ Xt  เคล่ือนไปด้วยกัน
แบบไม่ห่างจากกนัมาก 

• b2 จะมีคุณสมบติั Super Consistency แต่
ไม่มีคุณสมบติั Asymptotically Normal 

Distributed   ก 

• การวิเคราะห์สมการถดถอยจะใช้แนวคิด
ของความสัมพันธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว 

(Cointegration)  เ 
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9.4  แนวคิดของความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว 

นบัแต่ Granger (1981) และ Engle and Granger (1987) ไดพ้ฒันาแนวคิดและวิธีการ
ทางสถิติของความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว (Long-run relationship หรือ Cointegration) 
การวิเคราะห์ทางเศรษฐศาสตร์และการเงินท่ีใช้ขอ้มูลอนุกรมเวลาได้มีการประยุกต์ใช้วิธีการ
ดงักล่าวอย่างแพร่หลาย ดงันั้น ในหัวขอ้น้ีเราจะมาท าความเขา้ใจถึงแนวคิดความสัมพนัธ์เชิงดุลย-

ภาพระยะยาว ดงัจะอธิบายต่อไปน้ี 
ถา้อนุกรมเวลา Yt และ Xt มีแนวโนม้แบบสุ่มแลว้ ความแปรปรวนของตวัแปรแต่ละตวัจะ

เพิ่มขึ้นเร่ือย ๆ เม่ือเวลาผ่านไป แต่หากพบว่าตวัแปรทั้งสองน้ีมีระยะห่างซ่ึงกันและกันในรูปแบบ
หน่ึง (เช่น เขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์ Yt ‒ β2Xt) และระยะห่างน้ีมีความน่ิง (Stationary) หรือเขียน
เป็นสัญลกัษณ์ไดว้า่  (Yt ‒ β2Xt) ~ I(0)  แล้วเราจะเรียกอนุกรมเวลา Yt และ Xt ว่ามีความสัมพนัธ์
เชิงดุลยภาพระยะยาวต่อกนั15

 

ถา้ก าหนดให ้Yt ‒ β2Xt = ut การท่ีอนุกรมเวลา Yt และ Xt มีรูปแบบระยะห่างกนัท่ีมีความ
น่ิง จะแสดงถึงค่าของตวัแปรทั้งสองจะเคล่ือนไปพร้อม ๆ กันในทิศทางหน่ึง มิใช่ไปคนละทิศ   
คนละทาง การท่ีเป็นเช่นน้ีเน่ืองมาจากอนุกรมเวลาทั้งสองน้ีมีแนวโนม้แบบสุ่มร่วมกนั (common 

stochastic trend) และเราจะเรียกเวกเตอร์ [ 1
−β2

] (หรือเขียนแทนด้วย [1 ‒ β2]ʹ) ว่า เวกเตอร์

แสดงความสัมพันธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว (Cointegrating vector) และเรียกสมการ Yt ‒ β2Xt  

= ut  วา่ สมการถดถอยเชิงดุลยภาพระยะยาว (Cointegrating regression)   

เราจะใชค้่าของ ut  ในการพิจารณาวา่ ตวัแปร Y และ X  ณ เวลา t  อยูใ่นดุลยภาพระยะยาว
หรือไม่ กล่าวคือหากอนุกรมเวลา Yt และ Xt อยู่ ณ ดุลยภาพระยะยาว จะไดว้่า Yt ‒ β2Xt = 0 หรือ   
ut = 0  แต่หากอนุกรมเวลา Yt และ Xt ไม่อยู่ ณ ดุลยภาพระยะยาวแลว้ จะได้ว่า Yt ‒ β2Xt  ≠ 0 

หรือ ut ≠ 0  ซ่ึงเม่ือกรณีน้ีเกิดขึ้น เราอาจกล่าวอีกอย่างว่า  Xt และ Yt  มีการเบ่ียงเบนออกไปจาก
ดุลยภาพระยะยาว และจะต้องมีการปรับตัวในระยะสั้ น เพื่อให้กลับเข้าสู่ดุลยภาพระยะยาว 
(ภาษาองักฤษใชค้  าวา่ Equilibrium Correction หรือ Error Correction)  

 

 

 

 15 การกล่าวเช่นน้ีไดจ้ าเป็นตอ้งใชอ้นุกรมเวลา Xt และ Yt ท่ียาวพอสมควร (ไม่ควรต ่ากว่า 10 ปี)   
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เพื่อให้เข้าใจแนวคิดของความสัมพันธ์ เชิงดุลยภาพระยะยาว หนังสือเล่มน้ีขอใช้     
ตวัอย่างของ Murray (1994)

16 ท่ีใชสุ้ภาพสตรีและสุนขัของเธอเป็นส่ือในการอธิบายถึงแนวคิด 
ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวไวไ้ดอ้ย่างดีมาก โดยผูเ้ขียนจะมีการเพิ่มรายละเอียดอ่ืน ๆ เขา้
ไปบางส่วนเพื่อช่วยใหเ้ขา้ใจไดง้่ายขึ้น รายละเอียดมีดงัน้ี 

สุภาพสตรีคนหน่ึงเป็นเจา้ของสุนัข ซ่ึงสุภาพสตรีคนน้ีไดด่ื้มเหลา้ในบาร์แห่งหน่ึง และ
เธอไดน้ าสุนขัน้ีมาดว้ยโดยล่ามโซ่ให้รออยู่หนา้ร้าน อย่างไรก็ดี โซ่ท่ีเธอล่ามสุนขัไดห้ลุดออกไป 
ท าให้สุนขัเดินไปตามกล่ินท่ีไดรั้บ ณ ขณะนั้น ๆ ซ่ึงเป็นการเดินไปอย่างไม่มีทิศทาง หรือเป็นการ
เดินแบบสุ่ม (Random walk) ถา้ก าหนดให้ Xt คือระยะห่างจากร้านเหลา้ของสุนขัตวัน้ี ซ่ึงเขียน
เป็นสมการไดด้งัน้ี  

       Xt  =  Xt‒1 + wt         (9.11 ก) 

  หรือ   Xt ‒ Xt‒1  = wt          (9.11 ข) 
โดยท่ี wt คือระยะห่างของการกา้วเดินในแต่ละกา้วของสุนขั ซ่ึงจะมีลกัษณะเป็นตวัรบกวนขาว 

หลงัจากสุภาพสตรีซ่ึงอยูใ่นอาการมึนเมาทราบวา่สุนขัของตนหลุดออกไป จึงออกเดินตาม
หาสุนัขด้วยอาการของคนเมา ท าให้ลกัษณะการก้าวเดินของเธอเป็นแบบสุ่ม (Random walk) 
เช่นกนั ถา้ก าหนดให ้Yt คือระยะห่างจากร้านเหลา้ของสุภาพสตรีท่ีก าลงัเมา ซ่ึงเขียนเป็นสมการได้
ดงัน้ี  

     Yt  = Yt ‒1 + εt         (9.12 ก) 

หรือ   Yt ‒ Yt‒1  = εt           (9.12 ข) 

โดยท่ี εt คือระยะห่างของการกา้วเดินในแต่ละกา้วของสุภาพสตรี ซ่ึงจะมีลกัษณะเป็นตวัรบกวน
ขาว (White noise) ท่ีมีค่าเฉล่ียเป็นศูนยแ์ละความแปรปรวนคงท่ี  

เม่ือสุภาพสตรีคนน้ีออกตามหาสุนัขของเธอท่ีหายไปจากร้านเหลา้ ตอ้งมีการคาดเดาถึง
ต าแหน่งท่ีสุนขัอยู่  และเน่ืองจากการกา้วเดินของสุนขัเป็นแบบสุ่ม  การคาดเดาว่าถึงต าแหน่งของ
สุนขัจะตอ้งใชค้่าท่ีเพิ่งเกิดขึ้นล่าสุด นัน่คือ เธอท าไดเ้พียงใชข้อ้มูลล่าสุดว่า สุนขัของเธออยู่ท่ีหนา้

 

 
16

 Murray, M. P., “A Drunk and her Dog: An Illustration of Cointegration and Error Correction,”  The 

American Statistician 48 (1994): 37‒39. 
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ร้านเหลา้นัน่เอง และยิ่งเวลาผา่นไปนานเท่าไหร่ความถูกตอ้งของการคาดเดาในต าแหน่งของสุนขั
ก็จะยิ่งลดลง เพราะระยะห่างของสุนขัจากร้านเหลา้จะยิ่งมีอณาเขตท่ีกวา้งมากขึ้นเร่ือย ๆ ตรงน้ีเอง
เป็นคุณสมบติัอีกอย่างหน่ึงของตวัแปรท่ีมีการเดินแบบสุ่ม  ซ่ึงจะมีความแปรปรวนเพิ่มขึ้นเร่ือย ๆ 
เม่ือเวลาผา่นไปนัน่เอง       

ในขณะท่ีสุภาพสตรีท่ีก าลงัอยูใ่นอาการมึนเมาออกตามหาสุนขันั้น เธอไดต้ะโกนเรียกช่ือ
สุนัขดว้ย และหลงัจากท่ีสุนัขไดย้ินเสียงตะโกนเรียกจากเจา้ของ ท าให้ไม่ว่ิงออกไปไกลมากนกั 
ทั้ งน้ีเพราะความผูกพันซ่ึงกันและกันของเจ้าของกับสุนัข ( เปรียบเสมือนมีแนวโน้มแบบสุ่ม
ร่วมกัน) และส่ิงน้ีเองท่ีท าให้ต าแหน่งของสุนัขกับของสุภาพสตรีไม่ห่างกันมากขึ้นเร่ือย ๆ17 
ดังนั้น เม่ือพิจารณาระยะห่างระหว่างต าแหน่งของสุนัขกับต าแหน่งของสุภาพสตรี จะพบว่า
ระยะห่างน้ีมีความน่ิง ถา้สุภาพสตรีคนน้ีสามารถจบัตวัสุนขัไดแ้ลว้ หรือระยะห่างระหวา่งสุนขักบั
เจา้ของเป็นศูนย ์(ut = 0) จะเปรียบเสมือนขณะน้ีไดเ้กิดดุลยภาพระยะยาวแลว้ และถา้สุภาพสตรียงั
จบัตวัสุนัขไม่ได้ หรือระยะห่างระหว่างสุนัขกับเจ้าของไม่เป็นศูนย ์ (ut ≠ 0) จะเปรียบเสมือน 
ขณะน้ียงัไม่เกิดดุลยภาพระยะยาว นัน่คือ ในช่วงเวลาถดัไป เจา้ของกบัสุนขัจะตอ้งมีการปรับตวัให้
เคล่ือนเขา้ใกลก้นั หรือมีการปรับตวัใหเ้ขา้สู่ดุลยภาพระยะยาว (เรียกวา่ error correction)   

รูปท่ี 9.4 แสดงตวัอย่างระยะทางท่ีห่างจากร้านเหลา้ของสุภาพสตรีและสุนขัของเธอ โดย
แกนนอนบอกถึงจ านวนกา้ว แกนตั้งคือระยะห่างจากร้านเหลา้18 ซ่ึงสังเกตไดว้่า เม่ือสุภาพสตรี
และสุนัขมีความผูกพนัต่อกนั (เปรียบเสมือนมีแนวโน้มแบบสุ่มร่วมกนั) ดงันั้น ระยะทางท่ีห่าง
จากร้านเหลา้ทั้งสุภาพสตรีและสุนขัจะเคล่ือนไปแบบไม่ห่างซ่ึงกนัและกนัมากนกั (หรือกล่าววา่มี
ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว)  
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 ผูเ้ขียนขออธิบายเพ่ิมเติมจาก Murray (1994) ว่า “ความผูกพนัซ่ึงกนัและกนัระหว่างเจ้าของกับสุนัข เปรียบเสมือน
แนวโน้มสุ่มร่วมกนั (Common Stochastic Trend)”  เพื่อเป็นการเน้นว่า การท่ีตวัแปรทั้งสองมีแนวโน้มสุ่มร่วมกนัเป็น
สาเหตุท่ีท าให้ตวัแปรทั้งสองน้ีเคล่ือนไปดว้ยกนั ไม่ไปคนละทิศคนละทาง และแนวโน้มสุ่มจะเป็นเร่ืองของนามธรรมท่ีไม่
สามารถเก็บขอ้มูลเป็นตวัเลขได ้ 
 
18 เคร่ืองหมายเป็นบวกแสดงระยะห่างของสุภาพสตรีและสุนัขอยู่ในทิศเหนือของร้านเหลา้ และถา้เป็นลบแสดงระยะห่าง
ของสุภาพสตรีและสุนขัอยูใ่นทิศใตข้องร้านเหลา้ 
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รูปท่ี 9.4 ระยะทางท่ีห่างจากร้านเหลา้ของสุภาพสตรีและสุนขั 

 ความสัมพนัธ์ของการมีแนวโน้มแบบสุ่มร่วมกัน  (Common Stochastic Trend) กับ
เวกเตอร์แสดงดุลยภาพระยะยาว (cointegrating vector) ในรูปสมการ อธิบายไดด้งัน้ี 

ก าหนดให ้อนุกรมเวลา Yt และ Xt อยูใ่นรูปแบบดงัสมการขา้งล่างน้ี 

Yt = μt + εYt            (9.13 ก) 

Xt = μt + εXt           (9.13 ข) 
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โดยท่ี μt คือการเดินแบบสุ่ม (Random walk) ส่วน εYt และ εXt  คือตวัรบกวนขาว  

จากสมการท่ี (9.13 ก) และ (9.13 ข) เราสามารถบอกไดว้่า อนุกรม Yt  และ Xt เป็นการ
เดินแบบสุ่มดว้ย เน่ืองจากอนุกรมเวลาทั้งคู่ขึ้นอยู่กบั μt ซ่ึงเป็นการเดินแบบสุ่ม เราสามารถกล่าว
ได้อีกอย่างว่า Yt และ Xt มีแนวโน้มแบบสุ่มร่วมกัน (Common Stochastic Trend) ซ่ึงก็คือ 
แนวโนม้แบบสุ่ม μt นัน่เอง 

และเราจะใชส้มการท่ี (9.13 ก) และ (9.13 ข) หาค่าของ Yt ‒ Xt   ไดด้งัน้ี 

   Yt ‒ Xt  = (μt ‒ μt )+ εYt ‒ εXt   

       =  εYt ‒ εXt             (9.14) 

จากสมการท่ี (9.14)  เม่ือพิจารณา εYt และ εXt เป็นตวัรบกวนขาว ดงันั้น εYt ‒ εXt ก็ยงัคงเป็นตวั
รบกวนขาว นัน่คือ อนุกรมเวลา Yt ‒ Xt เป็นอนุกรมเวลาท่ีมีความน่ิง โดยมีเวกเตอร์แสดงดุลยภาพ
ระยะยาวคือ [   1

−1
] หรือเขียนอีกอยา่งคือ [1  ‒1]ʹ 

หรือกล่าวในรูปทัว่ไปได้ดังน้ีว่า หาก Yt และ Xt มีความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว 

(Cointegration) ต่อกนัแลว้ จะตอ้งมีค่าสัมประสิทธ์ิ β1 และ β2 ซ่ึงไม่เท่ากบัศูนย ์ท่ีท าให้ 
(1) ผลบวกเชิงเส้นของ Yt และ Xt  (β1Yt + β2Xt) มีความน่ิง (Stationary) และเรียก

เวกเตอร์ [β1  β2]ʹ วา่เวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว (Cointegrating Vector) 

    

(2) แนวโนม้แบบสุ่มร่วมกนั (Common stochastic trend) ท่ีอยูใ่นตวัแปร Xt และ 
Yt  หมดไป  

และเม่ือกลบัไปเปรียบเทียบกบัตวัอย่างเม่ือครู่ ในกรณีท่ีสุภาพสตรียงัไม่สามารถจบัตวั
สุนขัได ้(หรือกล่าวว่า ยงัไม่เกิดดุลยภาพระยะยาว) ดงันั้น ตวัแปรทั้งสองน้ีจะมีการปรับตวัเพื่อให้
พบกัน (หรือกล่าวว่า มีการปรับตัวให้กลับเข้าสู่ดุลยภาพระยะยาว : equilibrium correction 

mechanism) โดยสมมุติใหสุ้ภาพสตรีและสุนขัมีการกา้วเดินแต่ละกา้วตามกระบวนการดงัสมการ
ต่อไปน้ี 

Yt ‒Yt‒1  =  εt  + ϕ1(Yt‒1 ‒Xt‒1)      (9.15 ก) 

Xt ‒Xt‒1  =  wt + ϕ2(Yt‒1 ‒Xt‒1)      (9.15 ข) 
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เราจะเรียก ϕ1(Yt‒1‒Xt‒1) และ ϕ2(Yt‒1‒Xt‒1) ว่ากลไกการปรับตวัให้เขา้สู่ดุลยภาพ (Equilibrium 

Correction Mechanism หรือ Error Correction Mechanism) และเรียกสมการท่ี (9.15 ก) 
และ  (9.15 ข) ว่าแบบจ าลองการปรับตัวระยะสั้ นเพื่อให้เข้า สู่ ดุลยภาพระยะยาว  (Error 

Correction Model: ECM) การใช้วิธีก าลงัสองน้อยท่ีสุดกบัแบบจ าลอง ECM จะไม่เกิดปัญหา
การถดถอยปลอม (Spurious regression) เน่ืองจากทั้งตวัแปรตาม ตวัแปรอิสระ และตวัแปรสุ่ม
คลาดเคล่ือนมีความน่ิงทั้งหมด 

จากสมการท่ี (9.15 ก) Yt‒1 ‒ Xt‒1 คือระยะห่างระหว่างสุภาพสตรีกับสุนัขในช่วงเวลา
ก่อนหนา้น้ี หรือเป็นความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว (Cointegration) ระหว่างสุภาพสตรีกบั
สุนขั โดยเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว (Cointegrating vector) คือ [1  ‒1]ʹ  
และ ϕ1 คือ ความเร็วของการปรับตวั (speeds of adjustment) ของสุภาพสตรีว่าจะเขา้ใกลสุ้นขั
ของเธอ (หรือเขา้สู่ดุลยภาพระยะยาว) ไดเ้ร็วหรือชา้เพียงใด โดย ‒1 < ϕ1 < 1    

o ถา้สุภาพสตรียงัพอครองสติได ้จะพบเจอสุนขัไดเ้ร็ว ดงันั้น |ϕ 1| จะมีค่าเขา้ใกล ้1 

o ถา้สุภาพสตรียงัเมามาก จะพบเจอสุนขัไดช้า้ |ϕ 1| จะมีค่าเขา้ใกล ้0   

ท านองเดียวกนั เม่ือพิจารณาสมการท่ี (9.15 ข) ϕ 2 คือ speeds of adjustment (ความเร็ว
ของการปรับตวั) ของสุนัข ว่าจะเขา้ใกลสุ้ภาพสตรี (หรือเขา้สู่ดุลยภาพระยะยาว) ไดเ้ร็วหรือช้า
เพียงใด โดย ‒1 < ϕ2 < 1 

o ถา้สุนขัไม่ด้ือมาก จะเดินกลบัไปหาเจา้ของเร็ว |ϕ2| จะมีค่าเขา้ใกล ้1   

o ถา้สุนขัค่อนขา้งด้ือ จะเดินกลบัไปหาเจา้ของชา้ |ϕ2| จะมีค่าเขา้ใกล ้0 

อย่างไรก็ดี มีขอ้ควรสังเกตเพิ่มเติมดงัน้ี  เม่ืออนุกรมเวลาทั้งสองยงัไม่อยู่ท่ีดุลยภาพ จะมี
การปรับตวัในระยะสั้นเพื่อใหเ้ขา้สู่ดุลยภาพระยะยาวในลกัษณะใดลกัษณะหน่ึงดงัน้ี 

(1) อนุกรมเวลาหน่ึงปรับตวัเพิ่มขึ้น ในขณะท่ีอนุกรมเวลาอีกตวัหน่ึงปรับตวัลดลง  
ตวัอยา่งเช่น ถา้ ϕ1 > 0 และ ϕ2 < 0 เปรียบเสมือนกบัการกา้วเดินของสุภาพสตรี ณ เวลา t  เป็นไป
ในทิศทางท่ีห่างจากร้านเหลา้มากขึ้น ในขณะท่ีการกา้วเดินของสุนขัเป็นไปในทิศทางท่ีใกลเ้ขา้สู่
ร้านเหลา้ขึ้นเร่ือย ๆ ซ่ึงทา้ยสุดจะพบเจอกนั 

(2) อนุกรมเวลาปรับตวัเพิ่มขึ้นทั้งคู่ (ϕ1 > 0, ϕ2 > 0)  โดยมีอนุกรมเวลาอีกตวัหน่ึง
ปรับตวัเพิ่มขึ้นเร็วกว่า ตวัอย่างเช่น การเดินของสุภาพสตรีและของสุนขัห่างจากร้านเหลา้มากขึ้น
ทั้งคู่ แต่สุภาพสตรีมีการกา้วเดินท่ีห่างจากร้านเหลา้เร็วมากกวา่ ซ่ึงทา้ยท่ีสุดจะท าใหต้ามสุนขัทนั 
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(3) อนุกรมเวลาปรับตวัลดลงทั้งคู่ (ϕ1 < 0, ϕ2 < 0) โดยมีอนุกรมเวลาอีกตัวหน่ึง
ปรับตวัลดลงเร็วกว่า ตวัอย่างเช่น การเดินของสุภาพสตรีและของสุนขัเขา้ใกลร้้านเหลา้เร่ือย ๆ ทั้ง
คู่ แต่สุนขัมีการกา้วเดินท่ีเขา้ใกลร้้านเหลา้เร็วมากกวา่ ซ่ึงทา้ยท่ีสุดจะท าให้ทั้งสองพบเจอกนั 

กล่าวโดยสรุป แบบจ าลองการปรับตวัในระยะสั้นเพื่อให้เขา้สู่ดุลยภาพระยะยาว (ECM) 
ตามสมการท่ี (9.15 ก) และ (9.15 ข) อธิบายไดด้งัน้ี 

พิจารณาสมการท่ี  (9.15 ก) : Yt–Yt–1= εt+ϕ1(Yt–1–Xt–1) อธิบายความหมายได้ว่า 
ต าแหน่งท่ีสุภาพสตรีอยูจ่ะห่างจากร้านเหลา้มากขึ้นหรือลดลงนั้น (Yt–Yt–1) ขึ้นอยูก่บัระยะการกา้ว
เดินตามปกติท่ีเป็นแบบตวัรบกวนขาว (εt) และความเร็วของการปรับตวัของสุภาพสตรีว่าจะเดิน
เขา้หาสุนขั (หรือปรับใหเ้ขา้หาดุลยภาพ) ไดเ้ร็วแค่ไหน ซ่ึงแสดงดว้ย ϕ1(Yt–1–Xt–1)  

เม่ือพิจารณาสมการท่ี (9.15 ข) : Xt –Xt–1= wt+ϕ2(Yt–1–Xt–1) อธิบายความหมายไดว้่า 
ต าแหน่งท่ีสุนขัอยู่จะห่างจากร้านเหลา้มากขึ้นหรือลดลงนั้น (Xt–Xt–1) ขึ้นอยู่กบัระยะการกา้วเดิน
ตามปกติท่ีเป็นแบบตวัรบกวนขาว (wt) และความเร็วของการปรับตวัของสุนัขว่าจะเดินเข้าหา
สุภาพสตรี (หรือปรับใหเ้ขา้หาดุลยภาพ) ไดเ้ร็วแค่ไหน ซ่ึงแสดงดว้ย ϕ2(Yt–1–Xt–1)   
 จากสมการท่ี (9.15 ก) และ (9.15 ข) เม่ือพบว่า ϕ1 = 0 ในขณะท่ี ϕ2 ≠ 0  จะหมายถึง 
สุภาพสตรีจะไม่เป็นผูป้รับตวัเขา้หาสุนขั (เช่น อาจเมามากจนไม่ไดย้ินเสียงสุนขัเห่าตอบ) ในกรณี
น้ีเราเรียกว่า ระยะการก้าวเดินของสุภาพสตรี (Yt) เป็นตัวแปรภายนอกแบบไม่มีพลัง (weak 
exogenous)  



 

 

บทที่ 10 

การประมาณความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว : วธีิใช้
สมการเดียว 
 

 

 

 

 

 

 

 

 จากบทท่ีแล้ว  เราได้ทราบถึงแนวคิดของความสัมพันธ์ เ ชิงดุลยภาพระยะยาว 

(Cointegration) ท่ีเสนอโดย Granger (1981) แลว้ ซ่ึงสรุปไดด้งัน้ี “หากอนุกรมเวลา 2 ชุดใด ๆ
เป็น I(1) และถ้ามีรูปแบบผลบวกเชิงเส้นของอนุกรมเวลาสองชุดน้ีเป็น I(1) แล้วเรากล่าวว่า 
อนุกรมเวลา 2 ชุดน้ีมีความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวต่อกนัแลว้”  นอกจากน้ียงัแสดงให้เห็น
อีกว่า จะสามารถหาสมการท่ีแสดงการปรับตวัระยะสั้นเพื่อให้เขา้สู่ดุลยภาพระยะยาวได้เสมอ 
(Error Correction Model: ECM)  

ในบทน้ี เราจะมาท าความเขา้ใจถึงวิธีการประมาณความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว ดว้ย
การใชส้มการเดียว (Single Equation) ตามแนวคิดท่ีเสนอโดย Engle and Granger (1987) ซ่ึง
จะแบ่งเป็น 4 หัวขอ้หลกัดงัน้ี หัวขอ้แรกจะกล่าวถึงการวิเคราะห์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะ
ยาวของอนุกรมเวลา 2 ชุด หัวขอ้ท่ี 2 จะกล่าวถึงความสัมพนัธ์ระหว่างแนวโน้มแบบสุ่มร่วมกนั 

(Common Stochastic Trend)กบัความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวเม่ือมีอนุกรมเวลาตั้งแต่ 3 

ชุดขึ้นไป หวัขอ้ท่ี 3 จะกล่าวถึงการอา้งอิงค่าพารามิเตอร์ในเวกเตอร์ท่ีแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลย‒

ภาพระยะยาวจากสมการเดียวด้วยวิ ธีก าลังสองน้อยท่ีสุดพลวัตรแบบทั่วไป  (Dynamic 

Generalized Least Square: DGLS) และหัวขอ้สุดทา้ยจะแสดงตวัอย่างการประมาณเวกเตอร์
ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวดว้ยวิธี DGLS  
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10.1 การวิเคราะห์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวของอนุกรมเวลา 2 ชุด 

ในหัวขอ้น้ีจะกล่าวถึงการวิเคราะห์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวของอนุกรมเวลา 2 
ชุดใด ๆ ซ่ึงได้แก่ (1) การทดสอบว่าอนุกรมเวลา 2 ชุดใด ๆ มีความสัมพนัธ์ดุลยภาพระยะยาว
หรือไม่ (2) วิธีการประมาณเวกเตอร์ท่ีแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว  (Cointegrating 

Vector) (3) การประมาณแบบจ าลองการปรับตวัระยะสั้นเพื่อให้เขา้สู่ดุลยภาพระยะยาว (ECM) 

และ (4) ตวัอยา่งการวิเคราะห์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว รายละเอียดแต่ละหวัขอ้มีดงัน้ี 

10.1.1 การทดสอบว่าอนุกรมเวลา 2 ชุดใด ๆ มีความสัมพนัธ์ดุลยภาพระยะยาวหรือไม่  

ก าหนดให้ Yt และ Xt เป็น I(1) และมีความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวต่อกนั แลว้เรา
สามารถเขียนสมการถดถอยเชิงดุลยภาพระยะยาว (Cointegrating regression)ไดด้งัน้ี  

           Yt  = βXt + εt             (10.1) 

โดยท่ี εt เป็นตวัรบกวนขาวท่ีมีค่าเฉล่ียเป็นศูนยแ์ละความแปรปรวนคงท่ี ( 2) หรือ εt ~ I(0)  และ
จะเห็นว่า ตวัแปร Yt  มีค่าสัมประสิทธ์ิเป็น 1  เราจะเรียกตวัแปร Yt ว่าตวัแปรท่ีถูกท าให้เป็นปกติ 

(Normalized Variable)
1จากสมการท่ี (10.1) เขียนไดอี้กแบบคือ 

           Yt ‒ βXt  = εt              (10.2) 

แล้วเรากล่าวว่า เวกเตอร์ท่ีแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวแบบปกติ2
 (Nomalized 

Cointegrating Vector) คือ [ 1
−𝛽

]  หรือเขียนไดว้า่   [1 ‒β]ʹ    

การทดสอบว่าอนุกรมเวลา Yt และ Xt มีความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวหรือไม่นั้น 

Engle and Granger (1987) ไดเ้สนอให้ทดสอบว่า εt มี unit root หรือไม่นัน่เอง โดยมีขั้นตอน
ดงัน้ี  ขั้นท่ี 1 ประมาณค่าพารามิเตอร์ในสมการท่ี (10.1) ดว้ยวิธี OLS  ขั้นท่ี 2 ค านวณค่าความ
ผิดพลาดท่ีไดจ้ากการประมาณสมการถดถอย (Residual: et)  ออกมา แลว้น าไปทดสอบวา่มี Unit 

Root หรือไม่ โดยหากผลการทดสอบสรุปว่า et มี Unit Root (หรือกล่าวว่า et ไม่มีความน่ิง) นัน่

 

 
1

 Engle, R. F. and Granger, C. W. J., Cointegration and error correction: Representation, estimation and 

testing, Econometrica 55 (1987):  p. 261. 

 
2 เราจะใช้ค าว่าแบบปกติก็ต่อเม่ือ ค่าสัมประสิทธ์ิของตวัแปรท่ีอยู่ทางซ้าย (ซ่ึงในท่ีน้ีคือ Y) มีค่าเท่ากบั 1  และอาจเรียก
เวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวก็ได ้โดยละค าว่า “แบบปกติ” ออกไป  
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คือ ตวัแปร Xt และ Yt ไม่มีความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว  แต่หากผลการทดสอบสรุปว่า et 

ไม่มี unit root (หรือกล่าวว่า et มีความน่ิง) นัน่คือ ตวัแปร Xt และ Yt มีความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพ
ระยะยาว (Cointegration) 
การทดสอบ unit root ของ et สามารถใชว้ิธีทดสอบของ ADF ซ่ึงเขียนไดด้งัน้ี 

 ∆𝑒𝑡 = 𝜓∗𝑒𝑡−1 + ∑ 𝜓𝑖
𝑝−1
𝑖=1 ∆𝑒𝑡 + 𝛿0 + 𝛿1𝑡 + 𝜔𝑡          (10.3) 

โดยท่ี ωt คือตวัรบกวนขาว โดยค่าคงท่ี (δ0) กบัตวัแปรอิสระแนวโนม้ก าหนดได ้(Deterministic 

Trend: t) จะใส่ในสมการท่ี (10.1) หรือ (10.3) สมการใดสมการหน่ึงเท่านั้น ดงันั้น สมมุติฐาน
หลกัและรองเพื่อใช้ทดสอบว่า ตวัแปร Xt กับ Yt มีความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวหรือไม่ 
เขียนไดด้งัน้ี 

H0: ψ* =0   และ H1: ψ* <0  

ค่าสถิติใดท่ีใชท้ดสอบสมมุติฐานขา้งตน้คือ ค่าสถิติ t* และค่าวิกฤตท่ีตอ้งค านวณจากวิธีการของ 

MacKinnon (1991, 1996)    

10.1.2 การประมาณเวกเตอร์ท่ีแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว  

เราทราบจากหัวขอ้ท่ีผ่านมาแลว้ว่า เวกเตอร์ท่ีแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว
แบบปกติ (Nomalized Cointegrating Vector) คือ  [1 ‒β]ʹ   Engle and Granger (1981) ได้
เสนอให้ประมาณค่าพารามิเตอร์ β  ดว้ยการใช้วิธีก าลงัสองน้อยท่ีสุดกับสมการท่ี (10.1) ซ่ึงตวั
ประมาณค่าท่ีไดจ้ะมีคุณสมบติัเป็น Super Consistency

3
 อยา่งไรก็ดี ตวัประมาณค่าท่ีไดน้ี้จะไม่มี

การแจกแจงแบบปกติแมว้า่จะมีตวัอยา่งขนาดใหญ่ก็ตาม4 ดงันั้น การอา้งอิงค่าพารามิเตอร์จะใชค้่า
วิกฤตจากตาราง t, F, Z ไม่ได ้   

  

 

 
3

 อยา่ลืมวา่ จ านวนตวัอยา่งใชป้ระมาณค่าสมการท่ี (10.1) ตอ้งมีขนาดใหญ่  หากใชต้วัอยา่งขนาดเลก็จะให้ผลการประมาณ
ค่าท่ีเอนเอียง (Biased Estimator) 

 
4 สรุปไวใ้นรูปท่ี 9.3 ของบทท่ี 9 
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10.1.3 แบบจ าลองการปรับตัวระยะส้ันเพ่ือให้กลบัเข้าสู่ดุลยภาพระยะยาว (Error 

Correction Model: ECM) 

ก าหนดให้ตวัแปรตาม Yt  ถูกกระทบจากค่าตวัแปรอิสระทั้งในปัจจุบนัและในอดีต      (Xt, Xt‒1, 

…, Xt‒q) ดงัน้ี 

  Yt =  γ0Xt + γ1Xt‒1 + γ2Xt‒2 +…+ γqXt‒q  + ut          (10.4) 

เราสามารถเรียกสมการท่ี (10.4) ว่าแบบจ าลองแจกแจงความล่าช้า (Distributed-lag Model) 

และผลกระทบระยะสั้น ระยะกลาง และระยะยาวของตวัแปรอิสระ X ท่ีมีต่อตวัแปรตาม Y สามารถ
หาไดด้งัน้ี 

• ผลกระทบระยะส้ัน (Short-run) ของตัวแปรอิสระ X ท่ีมีต่อตัวแปรตาม Y  หมายถึง
ผลกระทบท่ีเกิดขึ้นทนัที ณ เวลาเดียวกัน  นั่นคือ ผลกระทบระยะสั้นดังกล่าวสามารถ
แสดงไดด้ว้ยค่า γ0 

• ผลกระทบระยะกลาง (Interim) ของตัวแปรอิสระ X ท่ีมีต่อตัวแปรตาม Y  หมายถึง
ผลกระทบท่ีเกิดขึ้นเม่ือเวลาผ่านไปช่วงหน่ึง เช่น เม่ือเวลาผ่านไป 2 ช่วงเวลาท่ีแลว้ (t‒2)  
1 ช่วงเวลาท่ีแลว้ (t‒1) และช่วงเวลาปัจจุบนั (t)  นั่นคือ ผลกระทบระยะกลางดังกล่าว 
สามารถแสดงไดด้ว้ยค่า γ0 + γ1 + γ2   

• ผลกระทบระยะยาว (Long-run) ของตัวแปรอิสระ X ท่ีมีต่อตัวแปรตาม Y  หมายถึง
ผลกระทบของตัวแปรอิสระ  X  ท่ีผ่านมาทั้ งหมดท่ีส่งผลต่อตัวแปรตาม Y  นั่นคือ
ผลกระทบระยะยาวดงักล่าวสามารถแสดงไดด้ว้ยค่า  γ0 + γ1 + γ2 + …+ γq   

โดยปกติแลว้ เม่ือเวลาผ่านไป ผลกระทบของตวัแปรอิสระ X จะส่งผลกระทบต่อตวัแปร
ตามนอ้ยลงเร่ือย ๆ หรือเขียนไดว้่า γ0 > γ1 > …>  γq   จากสมการท่ี (10.4) เรากล่าวไดว้่า ถา้ตวั
แปร  X  และ Y  อยูท่ี่ดุลยภาพ ณ เวลา  t จะหมายถึงค่าของ X ไม่เปลี่ยนแปลงเม่ือเวลาผา่นไป หรือ
เขียนไดว้า่ Xt  = Xt‒1 = Xt‒2 = … = Xt‒q  และจะไม่มีความคลาดเคล่ือนใด ๆ เกิดขึ้น หรือเขียนได้
วา่ ut = 0 ดงันั้น ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวของ Y และ X  แสดงไดด้งัน้ี 

  Yt =  γ0Xt + γ1Xt + γ2Xt +…+ γqXt        

  Yt =  (γ0+ γ1+ γ2+…+ γq)Xt         
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ถา้ก าหนดให ้ตวัแปรตาม Yt ถูกกระทบจากค่าตวัแปรอิสระทั้งในปัจจุบนัและในอดีต (Xt, 

Xt‒1,…, Xt‒q) และค่าของตวัแปรตามในอดีต (Yt‒1, …,Yt‒p) ดงันั้น สมการท่ีแสดงการปรับตวั Yt 
เขียนไดด้งัน้ี 

  Yt =  γ0Xt + γ1Xt‒1 +…+ γqXt‒q + α1Yt‒1+ … + αpYt‒p + ut       (10.5) 

สมการท่ี (10.5) ก็คือแบบจ าลองพลวตั (Dynamic Model) หรือแบบจ าลอง Autoregressive 
นัน่เอง ถา้ Y และ X อยู่ท่ีดุลยภาพ ณ เวลา t จะหมายถึงค่าของ X และ Y ไม่เปล่ียนแปลงเม่ือเวลา
ผา่นไปและจะไม่มีความคลาดเคล่ือนใด ๆ เกิดขึ้น หรือเขียนไดว้า่ Xt  = Xt‒1=…= Xt‒q,             Yt  

= Yt‒1 =  … = Yt‒p  และ ut = 0 ดงันั้น ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวของ Y และ X  แสดง
ไดด้งัน้ี 

  Yt =  γ0Xt + γ1Xt +…+ γqXt + α1Yt+ … + αpYt  

(1‒α1 ‒ … ‒ αp)Yt=  (γ0 + γ1+…+ γq) Xt  

𝑌𝑡 =
𝛾0 + 𝛾1…+ 𝛾𝑞

1 − 𝛼1 −⋯− 𝛼𝑝
𝑋𝑡     

เม่ือพิจารณาสมการท่ี (10.5) ถา้  Xt, Xt‒1, Xt‒2…, Xt‒q  ไม่มีความสัมพนัธ์กบั ut   ดงันั้น เรากล่าว
ได้ว่า ตัวแปรอิสระ X  คือตัวแปรภายนอกแบบมีพลัง (Strongly Exogenous Variables) ซ่ึง
หมายถึง ตวัแปร Xt ส่งผลกระทบต่อ Yt  อีกทั้ง Xt‒1, Xt‒2,…,Xt‒q  ก็ส่งผลต่อ Yt ดว้ย5  ในขณะท่ี
อนุกรมเวลา Yt  ไม่ส่งผลกระทบใด ๆ ต่ออนุกรมเวลา Xt เลย หรือกล่าวว่า ตวัแปร Xt จะไม่มีการ
ปรับตวัทั้งในระยะสั้นและระยะยาว เพื่อให้กลบัเขา้สู่ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว ดงันั้น 
เราจึงไม่พิจารณาแบบจ าลอง ECM ของอนุกรมเวลา Xt  นอกจากน้ี แบบจ าลอง Autogressive 

(10.5) ยงัสามารถแสดงให้เห็นถึงว่า เม่ือหากอนุกรมเวลา X และ Y ไม่อยู่ในดุลยภาพระยะยาว
แลว้ อนุกรมเวลา Y จะปรับตวัเพิ่มขึ้นหรือลดลงเพื่อใหก้ลบัเขา้สู่ดุลยภาพระยะยาว  

เพื่อให้เขา้ใจถึงการปรับตวัในระยะสั้นเพื่อเขา้สู่ดุลยภาพระยะยาวไดง้่ายขึ้น เราจะเขียน
สมการท่ี (10.5) ใหม่ ใหอ้ยูใ่นกรณี p=1 และ q=1  ดงัน้ี 

 

 
5

 เม่ือตวัแปรล่าชา้ของ Xt ซ่ึงไดแ้ก่ Xt‒1, Xt‒2, …,Xt‒q ส่งผลกระทบต่อ Yt เราจะเรียกว่า  “อนุกรมเวลา Xt  เป็นสาเหตุท่ี
ก่อให้เกิดผลกระทบต่ออนุกรมเวลา Yt ตามแนวคิดของ Granger หรือเรียกย่อ ๆ ว่า X Granger cause Y ” รายละเอียดจะ
กล่าวในบทท่ี 11 
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                  Yt  = γ0Xt + γ1Xt‒1 + α1Yt‒1 + ut           (10.6) 

เม่ืออนุกรมเวลา Yt และ Xt อยู่ในดุลยภาพระยะยาวหมายถึง ค่าของอนุกรมเวลาทั้งสองน้ี
จะคงท่ีไม่เปล่ียนแปลง นัน่คือ จะไดว้า่ Xt = Xt‒1 และ Yt = Yt‒1 และจะไม่มีความคลาดเคล่ือน   ใด 
ๆ เกิดขึ้ น นั่นคือ ut = 0 แทนค่าเ ง่ือนไขเหล่า น้ีลงในสมการท่ี (10.5) จะได้สมการแสดง
ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวดงัน้ี  

        Yt  = γ0Xt + γ1Xt + α1Yt      

  

         (1‒α1)Yt  = (γ0+ γ1)Xt        

  

                              Yt = 
𝛾0+𝛾1

1−𝛼1
 Xt        

    

หรือเขียนไดว้า่        Yt   = β Xt               (10.7) 

โดย ท่ี   β = 
𝛾0+𝛾1

1−𝛼1
  จากสมการ ท่ี  (10.7) แสดงความสัมพันธ์ เ ชิ ง ดุลยภาพระยะยาว 

(Cointegration) ระหว่างอนุกรมเวลา Yt และ Xt และเวกเตอร์ท่ีแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพ
ระยะยาวแบบปกติ (Normalized Cointegrating vector) คือ [1  ‒β]ʹ 

ต่อมาเราจะมาพิจารณาถึงเง่ือนไขของค่า α1 ท่ีท าใหห้าผลกระทบระยะสั้นและระยะยาวได ้
จากสมการท่ี (10.6) เขียนใหม่ไดด้งัน้ี 

 

       Yt  =  γ0Xt  + γ1LXt + α1LYt + ut       

       (1‒α1L)Yt  = (γ0 + γ1L) Xt + ut      

 

       Yt  = 
𝛾0+𝛾1𝐿

1−𝛼1𝐿
Xt + εt                     (10.8) 

โดยท่ี  𝜀𝑡  = 
𝑢𝑡

1−𝛼1𝐿
  และ L คือตวัด าเนินการความล่าชา้ (Lag Operator) สมการท่ี (10.8) เขียน

ใหม่ไดด้งัน้ี 

       Yt  = 
𝛾0

1−𝛼1𝐿
Xt + 

𝛾1

1−𝛼1𝐿
Xt‒1 + εt  

สมการขา้งตน้สามารถเขียนใหอ้ยูใ่นรูปของอนุกรมอนนัตไ์ดด้งัน้ี 
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        Yt  = γ0(1+ α1L + 𝛼1
2𝐿2  + …)Xt + γ1(1+ α1L + 𝛼1

2𝐿2  + …)Xt‒1 +εt 

= γ0(Xt+ α1Xt‒1 + 𝛼1
2Xt‒2  + …) + γ1(Xt‒1+ α1Xt‒2 + 𝛼1

2 Xt‒3  + …) +εt 

  

จะเห็นวา่ หาก  0 < α1 < 1 แลว้จะท าใหส้ามารถหาผลกระทบทั้งระยะสั้นและระยะยาวได้6 

ต่อมาเราจะใชส้มการท่ี (10.6) สร้างแบบจ าลองการปรับตวัระยะสั้นของตวัแปร Y เพื่อให้
กลบัเขา้สู่ดุลยภาพระยะยาว (Error Correction Model) ไดด้งัน้ี 

จาก (10.6)         Yt  = γ0Xt + γ1Xt‒1 + α1Yt‒1 + ut   

น า Yt‒1 ไปหกัออกจากสมการน้ีทั้งสองขา้งจะได ้  

            Yt ‒Yt‒1   =  γ0Xt + γ1Xt‒1  ‒Yt‒1+α1Yt‒1  + ut     

น า ‒γ0Xt‒1+ γ0Xt‒1 ไปเพิ่มทางดา้นขวาของสมการ  

                 ∆Yt  =  γ0(Xt ‒Xt‒1) + (γ0 +γ1) Xt‒1 ‒ (1‒α1) Yt‒1+ ut   

               ∆Yt  = γ0∆Xt  ‒ (1‒ α1)(Yt‒1 ‒ 
𝛾0+𝛾1

1−𝛼1
Xt‒1) + ut    

     ∆Yt  = γ0∆Xt ‒ (1‒ α1)(Yt‒1 ‒ βXt‒1) + ut         (10.9)
7
 

โดยท่ี  β = 
𝛾0+𝛾1

1−𝛼1
 สมการท่ี (10.9) อธิบายไดว้่า เม่ือ Yt‒1 อยู่สูงกว่าค่าท่ีท าให้เกิดดุลยภาพระยะ

ยาว (นั่นคือ Yt‒1 ‒ βXt‒1 >0) แลว้จะพบว่า ∆Yt  จะติดลบ ซ่ึงแสดงถึง Yt ปรับตวัลดลงนั่นเอง 
ส่วน γ0 ก็คือผลกระทบในระยะสั้นของ X ท่ีมีต่อ Y นัน่เอง 
 สมการท่ี (10.6) อาจมีค่าคงท่ีเพิ่มเขา้มาอยูด่ว้ยก็ได ้ซ่ึงเขียนไดด้งัน้ี  

        Yt  = δ0 + γ0Xt + γ1Xt‒1 + α1Yt‒1 + ut           (10.10) 

สมการแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวในกรณีน้ี หาไดด้ว้ยการใชแ้นวคิดเดิมคือ           Yt 

= Yt‒1, Xt = Xt‒1  และ ut = 0 แสดงไดด้งัน้ี 

 

 6 เราไม่พิจารณากรณีท่ี  ‒1 < α1  < 0 เน่ืองจากจะหมายถึง ผลกระทบของ Xt ท่ีมีต่อ Yt จะตอ้งค่อย ๆ ลดลงเม่ือเวลาผา่นไป
ในลกัษณะท่ีเป็นบวกบา้ง เป็นลบบา้ง ซ่ึงกรณีน้ีไม่เกิดข้ึนในทางปฏิบติั 
 
7

 อยา่ลืมวา่ เรามีเง่ือนไขคือ 0< α1 < 1 ดงันั้นจะได ้(1‒α1) > 0 
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        Yt  = δ0 + γ0Xt + γ1Xt + α1Yt     

   

         (1‒α1)Yt  = δ0 +(γ0+ γ1) Xt       

   

Yt  = 
𝛿0

1−𝛼1
 + 
𝛾0+𝛾1

1−𝛼1
Xt 

หรือเขียนไดว้า่        Yt   = μ + β Xt             (10.11) 

โดยท่ี  μ = 
𝛿0

1−𝛼1
 และ β = 

𝛾0+𝛾1

1−𝛼1
  เราสามารถใช้วิธีเดียวกันในการหาแบบจ าลองการปรับตัว

ระยะสั้นเพื่อใหเ้ขา้สู่ดุลยภาพระยะยาวได ้(ECM) ของอนุกรมเวลา Yt ดงัน้ี 

         Yt  = δ0+ γ0Xt + γ1Xt‒1 + α1Yt‒1 + ut  

น า Yt‒1 ไปหกัออกจากสมการน้ีทั้งสองขา้งจะได ้  

            Yt ‒Yt‒1   = δ0 + γ0Xt +  γ1Xt‒1 ‒Yt‒1+α1Yt‒1 + ut 

น า ‒γ0Xt‒1+ γ0Xt‒1 ไปเพิ่มทางดา้นขวาของสมการ  

    ∆Yt  = δ0 + γ0(Xt ‒Xt‒1) + (γ0 + γ1)Xt‒1 ‒ (1‒α1) Yt‒1+ ut   

    ∆Yt  = δ0  + γ0∆Xt  ‒ (1‒ α1) (𝑌𝑡−1 −
𝛾0+𝛾1

1−𝛼1
𝑋𝑡−1) + ut   

    ∆Yt  = δ0  + γ0∆Xt  ‒ (1‒ α1)(Yt‒1 ‒ βXt‒1) + ut       (10.12) 

และถา้พบวา่  μ = 
𝛿0

1−𝛼1
  ดงันั้น δ0 = (1‒α1)μ  แทนค่าใน (10.12) จะได ้

       ∆Yt  =  γ0∆Xt  ‒ (1‒ α1)(Yt‒1 ‒ μ ‒ βXt‒1) + ut      (10.13)
8
 

นัน่คือ ค่าคงท่ีจะอยูใ่นเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวแบบปกติ เขียนไดด้งัน้ี 

[
   1
−𝜇
−𝛽

] หรือ [1 ‒μ   ‒β]ʹ และค่าคงท่ีใน ECM จะหายไป 

แต่หากพบวา่  μ ≠  
𝛿0

1−𝛼1
 โดยท่ี δ0 = μ(1‒α1) + λ  แทนค่าใน (10.12) จะได ้

               ∆Yt  = λ+ γ0∆Xt ‒ (1‒ α1)(Yt‒1 ‒ μ ‒ βXt‒1) + ut       (10.14) 

 

 
8

 อยา่ลืมวา่ เรามีเง่ือนไขคือ 0 < α1 < 1 ดงันั้นจะได ้(1‒α1) > 0 
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นัน่คือ ค่าคงท่ีจะอยูใ่นแบบจ าลอง ECM และอยู่ในเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะ

ยาวแบบปกติ [
   1
−𝜇
−𝛽

] หรือ [1 ‒μ   ‒β]ʹ  ดว้ย 

สมการท่ี (10.6) อาจมีตวัแปรแนวโนม้ก าหนดได ้(Deterministic Trend) เพิ่มขึ้นมาดว้ยก็ได ้ซ่ึง
เขียนไดด้งัน้ี  

                    Yt  = δ0 + δ1t + γ0Xt + γ1Xt‒1 + α1Yt‒1 + ut        (10.15) 

สมการแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวในกรณีน้ี หาไดด้ว้ยการใชแ้นวคิดเดิมคือ Yt = Yt‒

1,  Xt = Xt‒1  และ ut = 0 แสดงไดด้งัน้ี 

                    Yt  = δ0 + δ1t + γ0Xt + γ1Xt + α1Yt       

𝑌𝑡  =
𝛿0

1 − 𝛼1
+

𝛿1𝑡

1 − 𝛼1
+
𝛾0 + 𝛾1
1 − 𝛼1

𝑋𝑡 

หรือเขียนไดว้า่        Yt   = μ0 + μ1t + β Xt            (10.16) 

โดยท่ี  μ0 = 
𝛿0

1−𝛼1
, μ1 = 

𝛿1

1−𝛼1
  และ β = 

𝛾0+𝛾1

1−𝛼1
  เราสามารถใชว้ิธีเดียวกนัในการหาแบบจ าลอง

การปรับตวัระยะสั้นเพื่อใหเ้ขา้สู่ดุลยภาพระยะยาวได ้(ECM) ของอนุกรมเวลา Yt ดงัน้ี 

จาก (10.15)         Yt     = δ0+ δ1t + γ0Xt + γ1Xt‒1+ α1Yt‒1 + ut    

    Yt ‒Yt‒1  = δ0+ δ1t + γ0Xt + γ1Xt‒1  ‒Yt‒1+α1Yt‒1  + ut   

          ∆Yt = δ0 + δ1t + γ0 (Xt ‒Xt‒1) + (γ0+ γ1) Xt‒1 ‒(1‒α1) Yt‒1+ ut  

          ∆Yt = δ0+ δ1t + γ0 ∆Xt ‒ (1‒ α1) (𝑌𝑡−1 −
𝛾0+𝛾1

1−𝛼1
𝑋𝑡−1) + ut  

          ∆Yt = δ0+ δ1t + γ0 ∆Xt ‒ (1‒ α1)(Yt‒1 ‒ βXt‒1) + ut      (10.17) 

และถา้พบว่า  μ0 = 
𝛿0

1−𝛼1
 และ μ1 = 

𝛿1

1−𝛼1
  ดงันั้น δ0 = (1‒α1)μ0  และ δ1 = (1‒α1)μ1  แทนค่า 

δ0 และ δ1 ลงใน (10.17) จะได ้

           ∆Yt  = γ0 ∆Xt ‒ (1‒ α1)(Yt‒1 ‒ μ0‒μ1t ‒ βXt‒1) + ut       (10.18) 
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นัน่คือ ค่าคงท่ีและค่าสัมประสิทธ์ิของแนวโนม้ก าหนดไดจ้ะอยูใ่นเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิง

ดุลยภาพระยะยาวแบบปกติ เขียนไดด้งัน้ี [
  1
−𝜇0
−𝜇1
−𝛽

] หรือ [1 ‒μ0    ‒μ1   ‒β]ʹ   และไม่อยูใ่น ECM  

แต่หากพบว่า  μ0 ≠  
𝛿0

1−𝛼1
 และ μ1 ≠  

𝛿1

1−𝛼1
 โดยท่ี δ0 = μ0(1‒α1) + λ0  และ δ1 = μ1(1‒

α1) + λ1   แทนค่า δ0 และ δ1 ใน (10.17) จะได ้ECM ของอนุกรม Yt ดงัน้ี 

           ∆Yt  =λ0+λ1t + γ0 ∆Xt ‒ (1‒ α1)(Yt‒1 ‒ μ0 ‒ μ1t ‒ βXt ‒1) + ut      (10.19) 

นัน่คือ ค่าคงท่ีและค่าสัมประสิทธ์ิของแนวโนม้ก าหนดไดจ้ะอยูท่ ั้งในเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์

เชิงดุลยภาพระยะยาวแบบปกติ เขียนไดด้งัน้ี [
  1
−𝜇0
−𝜇1
−𝛽

] หรือ [1 ‒μ0    ‒μ1   ‒β]ʹ   และอยูใ่น ECM  

ท านองเดียวกนัหากสมการท่ี (10.5) อยูใ่นกรณี p=2 และ q=2 ดงัน้ี 

                   Yt = γ0Xt + γ1Xt‒1+ γ2Xt‒2 +α1Yt‒1+α2Yt‒2 + ut        (10.20) 

สมการท่ี (10.20) สามารถใช้หาแบบจ าลองการปรับตวัระยะสั้นเพื่อให้กลบัเขา้สู่ดุลยภาพระยะ
ยาวไดด้งัน้ี 

                ∆Yt  = γ0 ∆Xt  ‒ γ2 ∆Xt‒1 ‒ α2∆Yt‒1 ‒ (1‒α1‒α2) (Yt‒1 ‒ βXt‒1)  + ut     (10.21)
9
 

โดยท่ี β =  
𝛾0+𝛾1+𝛾2

1−𝛼1−𝛼2
 

ท านองเดียวกนัหากสมการท่ี (10.5) อยูใ่นกรณี p= 3 และ q= 3 ดงัน้ี 

                   Yt = γ0Xt + γ1Xt‒1+ γ3Xt‒3 + α1Yt‒1 + α2Yt‒2 + α3Yt‒3 + ut       (10.22) 

สมการท่ี (10.22) สามารถใช้หาแบบจ าลองการปรับตวัระยะสั้นเพื่อให้กลบัเขา้สู่ดุลยภาพระยะ
ยาวไดด้งัน้ี 

 

 

 

 
9 ดูวิธีพิสูจน์ในภาคผนวก 10ก 
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∆Yt  =  γ0∆Xt ‒ (γ2 + γ3)∆Xt‒1‒  γ3∆Xt‒2  ‒ (α2+α3)∆Yt‒1 ‒α3∆Yt‒2 

     ‒(1‒α1‒ α2)(𝑌𝑡−1 − 𝛽𝑋𝑡−1) +ut                             (10.23)
10

 

โดยท่ี β = 
𝛾0+𝛾1+𝛾2+𝛾3

1−𝛼1−𝛼2−𝛼3
 

และเราจะใชส้มการท่ี (10.5) เขียนใหเ้ป็นแบบจ าลอง ECM ในรูปทัว่ไปไดด้งัน้ี 

∆Yt   = γ0∆Xt  ‒ (γ2+…+γq)∆Xt‒1‒ (γ3+…+γq)∆Xt‒2‒…‒ γq∆Xt‒ (q‒1)   

 ‒(α2 +…+ αp)∆Yt‒1  ‒(α3 +…+ αp)∆Yt‒2 ‒… ‒ αp ∆Yt‒(p‒1)  

‒(1‒α1‒…‒αp) (Yt‒1 ‒ βXt‒1)+ut       (10.23) 

โดยท่ี β =  𝛾0+𝛾1+⋯+𝛾𝑞
1−𝛼1−⋯−𝛼𝑝

   สมการท่ี (10.23) เขียนอีกอยา่งคือ 

∆Yt   = γ0∆Xt  + 𝛾1
∗∆Xt‒1+𝛾2

∗∆Xt‒2 +…+ 𝛾𝑞−1
∗ ∆Xt‒ (q‒1) +𝛼1

∗∆Yt‒1  +𝛼2
∗∆Yt‒2 +…  

   + 𝛼𝑝−1
∗

 ∆Yt‒(p‒1) ‒α(Yt‒1 ‒ βXt‒1)+ ut      (10.24) 

โดยท่ี    𝛾1∗ =  ‒ (γ2+ γ3+…+γq),  

 𝛾2
∗ =  ‒ (γ3+…+γq) , 

  :  

 𝛾𝑞
∗ = ‒γq    

 𝛼1
∗ =  ‒(α2+ α3 +…+ αp), 

 𝛼2
∗ = ‒(α3 +…+ αp), 

  : 

 𝛼𝑝
∗  = ‒αp 

และ       α   = (1‒α1‒…‒αp)   

  

 

 
10 ดูวิธีพิสูจน์ในภาคผนวก 10ข 



 

 

222 การประมาณความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว : วิธีใชส้มการเดียว 

10.1.4 ตัวอย่างการวิเคราะห์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว 

จากหัวขอ้ 9.3 เราไดย้กตวัอย่างการวิเคราะห์ความสัมพนัธ์ของรายจ่ายเพื่อการบริโภคต่อ
หวั และอตัราเงินเฟ้อ จ านวน 50 เดือนของประเทศหน่ึง ดว้ยสมการต่อไปน้ี 

         ln(Cont )     = β1 + β2 Trend +β3 Inft + εt              (9.9) 

ผลการประมาณค่าพารามิเตอร์ของสมการท่ี (9.9) ดว้ยวิธีก าลงัสองนอ้ยท่ีสุด แสดงไดด้งัสมการท่ี 

(9.10) 

         ln(𝐶𝑜𝑛𝑡̂ )   = 1.835 + 0.022 Trend  + 0.007 Inft            (9.10) 

หรือเขียนไดอี้กอยา่งคือ 

         ln(Cont) ‒ 1.835 ‒ 0.022 Trend  ‒ 0.007 Inft =  et         (10.25) 

เ น่ืองจาก ln(Cont) ~ I(1), Inft ~ I(1) และ  ut ~ I(0) ดังนั้ น  ผลการประมาณค่าสมการ ท่ี  

(9.10) ดว้ยวิธีก าลงัสองนอ้ยท่ีสุดสามารถใชแ้สดงเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะ

ยาว ซ่ึงเขียนไดด้งัน้ี  [
1

-1.835

-0.022

-0.007

]  หรือ  [1  ‒1.835  ‒0.022  ‒0.007]ʹ และแบบจ าลองการปรับตวั

ระยะสั้นเพื่อใหเ้ขา้สู่ดุลยภาพระยะยาว เขียนไดด้งัน้ี 

      ∆ln(Cont) = γ0∆Inft  + 𝛾1
∗∆Inft‒1+𝛾2

∗∆Inft‒2 +…+ 𝛾𝑞−1
∗ ∆Inft‒ (q‒1)  

+ 𝛼1
∗∆ln(Cont‒1)  +𝛼2

∗∆ln(Cont‒2) +… + 𝛼𝑝−1
∗

 ∆ ln(Cont‒(p‒1))  

             ‒ α(ln(Cont‒1) ‒ 1.835 ‒ 0.022 Trend  ‒ 0.007 Inft‒1)+ ut         (10.26) 

หรือเขียนไดอี้กอยา่งคือ 

∆ln(Cont) = γ0∆Inft  + 𝛾1
∗∆Inft‒1+𝛾2

∗∆Inft‒2 +…+ 𝛾𝑞−1
∗ ∆Inft‒(q‒1)  

+ 𝛼1
∗∆ln(Cont‒1)  +𝛼2

∗∆ln(Cont‒2) +… + 𝛼𝑝−1
∗

 ∆ ln(Cont‒(p‒1))  

             ‒ α(et‒1)+ ut            (10.27)
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โดยท่ี  et‒1 ก็คือค่าความล่าชา้ 1 ช่วงเวลาของความผิดพลาดจากการประมาณสมการดว้ยวิธีก าลงั
สองนอ้ยท่ีสุดซ่ึงจะมีคุณสมบติัเป็น I(0) ดว้ย 

เม่ือเราสังเกตสมการท่ี  (10.27) จะพบว่า ทั้ งตัวแปรตามและตัวแปรอิสระทุกตัวมี
คุณสมบติัเป็น I(0) ดงันั้น เราสามารถใชว้ิธีก าลงัสองน้อยท่ีสุดในการประมาณค่าพารามิเตอร์ได ้
และสามารถใชค้่าสถิติ t หรือ F ในการอา้งอิงค่าพารามิเตอร์ไดด้วัย  ส่วนการเลือกความยาวของ
ตวัแปรล่าช้า (q‒1 และ p‒1) อาจใช้วิธี General to Specific กล่าวคือ จะก าหนดความยาวของ
ตวัแปรล่าชา้จ านวนหน่ึงและตดัตวัแปรท่ีไม่มีนยัส าคญัมากท่ีสุดออกไปก่อนแลว้น ามาประมาณค่า
ใหม่ ท าเช่นน้ีจนกว่าจะไดค้่าสัมประสิทธ์ิทุกตวัท่ีมีนยัส าคญัทางสถิติ  อย่างไรก็ดี จ านวนตวัอย่าง
ท่ีใชใ้นการประมาณค่าจะตอ้งมีขนาดใหญ่เท่านั้น 
 

10.2 ความสัมพนัธ์ระหว่างแนวโน้มแบบสุ่มร่วมกัน (Common Stochastic Trend) 
และความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว เม่ือมีอนุกรมเวลาตั้งแต่ 3 ชุดขึน้ไป 

เม่ือพิจารณากรณีมีอนุกรมเวลา 2 ชุด คือ Yt และ Xt โดยเป็น I(1) ทั้งคู่ และหากการวิเคราะห์
สมการถดถอย  

Yt = βXt + ut           (10.28) 

โดยท่ี ut เป็น I(0)  แลว้เราจะกล่าวไดว้่า Yt และ Xt มีความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวหรือไม่ 

โดยมีเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว11คือ [ 1
−𝛽

]  หรือ [1  ‒β]ʹ 

 ถา้ก าหนดให ้k คือค่าคงท่ี จะไดว้า่  kYt ‒kβXt  ยงัคงมีคุณสมบติัเป็น I(0) นัน่คือ [ 𝑘
−𝑘𝛽

] 

ก็เป็นเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวเช่นกนั นัน่คือ เรากล่าวไดว้่า จะมีเวกเตอร์
ท่ีแสดงความสัมพันธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวมากมายนับไม่ถ้วน แต่ เพื่อให้สามารถอธิบาย
ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวของ Y และ X ได ้เราตอ้งหาเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิง
ดุลยภาพระยะยาวแบบปกติ ซ่ึงก็คือ [1 ‒β]ʹ  นั่นเอง นอกจากน้ี เวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิง
ดุลยภาพระยะยาวแบบปกติจะตอ้งมีเพียงแบบเดียวคือ [1  ‒β]ʹ เท่านั้น โดยจะอยู่ในรูปแบบอ่ืน 
เช่น  [1  ‒γ]ʹ  ไม่ได ้ดงัจะแสดงวิธีการพิสูจน์ไดด้งัน้ี 

 

 
11 หรืออาจเรียกว่า เวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวแบบปกติ (Normalized Cointegrating Vector) 
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 ถา้  [1   ‒γ]ʹ คือเวกเตอร์ท่ีแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวของ Y และ X แลว้ เรา
จะเขียนไดว้า่ 

Yt = γXt + vt              (10.29) 

โดยท่ี vt เป็น I(0)  เม่ือเราน า (10.29) ไปหกัออกจาก (10.28) เราจะได ้

    0 = (β‒γ)Xt + (ut‒vt) 

หรือเขียนไดว้า่    (γ‒β)Xt = (ut‒vt)              (10.30) 

และเน่ืองจาก ut  และ vt  เป็น I(0) ทั้งคู่ ดงันั้น (ut‒vt)  ย่อมตอ้งเป็น I(0) ดว้ย และเม่ือพิจารณา
พจน์ทางดา้นซ้ายมือคือ Xt  ซ่ึงเป็น  I(1) ดงันั้น สมการท่ี (10.30) จะเป็นจริงไดใ้นกรณีเดียวก็คือ   
β = γ   

เราจึงสรุปไดว้่า หาก [1  ‒β]ʹ เป็นเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวแบบ
ปกติของ Y และ X แลว้ จะไม่มีเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวแบบปกติแบบ
อ่ืน ๆ อีก (Uniqueness) แต่หากมีตวัแปรตั้งแต่ 3 ตวัขึ้นไปจะพบว่า เวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์
เชิงดุลยภาพระยะยาวแบบปกติสามารถมีไดม้ากกวา่ 1 แบบได ้ดงัจะอธิบายดงัน้ี 
 จากตวัอย่างเร่ืองสุนัขและสุภาพสตรีในหัวขอ้ 9.4 ถา้ก าหนดเพิ่มเติมว่า สุภาพสตรีคน
ดงักล่าวมีชายคนรักท่ีอยู่ในอาการมึนเมาเช่นกนั12 และหลงัจากท่ีชายคนรักทราบว่าแฟนของเคา้
ออกตามหาสุนขัท่ีหลุดออกไปจากร้านเหลา้ ซ่ึงสุนขัตวัน้ีทั้งคู่ไดเ้ล้ียงมาดว้ยกนั ชายคนน้ีจึงออก
เดินตะโกนตามหาทั้งสุภาพสตรีและสุนขั  
 ถา้ก าหนดให้การกา้วเดินของชายคนรักท่ีก าลงัเมาเช่นกนัเป็นแบบ Random Walk และ
ถา้ก าหนดให ้Zt คือระยะห่างจากร้านเหลา้ของชายคนน้ี สามารถเขียนเป็นสมการไดด้งัน้ี  

Zt =  Zt‒1 + ut       (10.31 ก) 

  หรือ Zt  ‒  Zt‒1 = ut         (10.31 ข) 
โดยท่ี ut คือระยะห่างของการก้าวเดินในแต่ละก้าวของชายคนน้ี ซ่ึงจะมีลักษณะเป็น White 

Noise 

 

 
12

 อ่ าน เ พ่ิม เ ติ มได้ใน  Aaron Smith and Robin Harrison, “A Drunk, Her Dog, and A Boyfriend: An 

Illustration of Multiple Cointegration and Error Correction,” Department of Economics, University of  
Canterbury, NZ, 2004.  ก 

http://www-stat.wharton.upenn.edu/~steele/Courses/434/434Context/Co-integration/DrunkDogBoyfriendConintegration.pdf
http://www-stat.wharton.upenn.edu/~steele/Courses/434/434Context/Co-integration/DrunkDogBoyfriendConintegration.pdf
http://www-stat.wharton.upenn.edu/~steele/Courses/434/434Context/Co-integration/DrunkDogBoyfriendConintegration.pdf
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 เน่ืองจากทั้งสุภาพสตรี ชายคนรักของเธอ และสุนขัต่างก็มีความผูกพนัต่อกนั ดงันั้น การ
ออกตามหาดว้ยการตะโกนเรียกย่อมตอ้งท าใหท้ั้ง 3 คนน้ีเคล่ือนท่ีไปโดยไม่มีระยะห่างกนัมากขึ้น
เร่ือย ๆ เราทราบแลว้วา่ กรณีท่ีสุภาพสตรีออกตามหาสุนขั สามารถแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพ
ระยะยาวไดด้ว้ยสมการท่ี (9.14) ซ่ึงเขียนใหม่ไดด้งัน้ี 

   Yt ‒ Xt =  κ1t          (10.32)
13

 

โดยท่ี κ1t  = εYt ‒ εXt  ซ่ึงมีคุณสมบติัเป็น I(0) และมีเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะ

ยาวของสุภาพสตรี สุนขั และชายคนรัก คือ  [
1

-1
0

]   (เขียนแทนดว้ย  β1)
14 

 และเม่ือชายคนรักออกตามหาสุภาพสตรีคนน้ี จะเขียนสมการแสดงความสัมพนัธ์เชิง ดุลยภาพ
ระยะยาวไดด้งัน้ี  

  Zt ‒ Yt  =  κ2t             (10.33) 

โดยท่ี κ2t มีคุณสมบติัเป็น I(0) และมีเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวแบบปกติ

ของสุภาพสตรี สุนขั และชายคนรัก คือ [
-1
0

1

] (เขียนแทนดว้ย  β2)
15

 

ส าหรับอีกกรณีหน่ึงท่ีเป็นไปไดค้ือ ชายคนน้ีออกตามหาสุนขั ซ่ึงจะมีสมการแสดงความสัมพนัธ์
เชิงดุลยภาพระยะยาวดงัน้ี 

 Zt ‒ Xt  = κ3t              (10.34) 

โดยท่ี κ3t มีคุณสมบติัเป็น I(0) และมีเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวแบบปกติ

ของสุภาพสตรี สุนขั และชายคนรัก คือ [
0

−1
1
]   (เขียนแทนดว้ย  β3)

16
 

 

 
13

 κ คือตวัอกัษรกรีก อ่านออกเสียงว่า KAPPA 

 
14 เม่ือ β1 เป็นตวัเขม้ จะใชแ้สดงว่าเป็นเวกเตอร์ ไม่ใช่เป็นสเกลาร์ดงัเช่นท่ีผา่นมา 

 
15 เม่ือ β2 เป็นตวัเขม้ จะใชแ้สดงว่าเป็นเวกเตอร์ ไม่ใช่เป็นสเกลาร์ดงัเช่นท่ีผา่นมา 

 
16 เม่ือ β3 เป็นตวัเขม้ จะใชแ้สดงว่าเป็นเวกเตอร์ ไม่ใช่เป็นสเกลาร์ดงัเช่นท่ีผา่นมา 
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 แต่เน่ืองจากเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวแบบปกติจากสมการท่ี 

(10.34) ก็คือผลบวกของเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวแบบปกติจากสมการท่ี 

(10.32) และ (10.33) ซ่ึงแสดงไดด้งัน้ี 

  [
0

-1
1

] = [
1

-1
0

] + [
-1
0

1

]   

หรือ       β3    =   β1   +    β2 

เรากล่าวไดว้่า β3 ไม่เป็นอิสระกบั β1 และ β2 กล่าวคือ เราสามารถใช้ β1 และ β2 ในการหา β3 ได ้
หากกรณีเช่นน้ีเกิดขึ้น เราจะกล่าววา่มีเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว 2 รูปแบบ
เท่านั้น การมีเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว 2 รูปแบบ เกิดจากการท่ีอนุกรม
เวลาทั้ง 3 ชุดมีแนวโน้มแบบสุ่มร่วมกัน (Common Stochastic Trend) เหมือนกันหมด ดังจะ
อธิบายต่อไปน้ี 

ถา้ก าหนดให ้อนุกรมเวลา Yt , Xt และ Zt อยูใ่นรูปแบบดงัต่อไปน้ี 

Yt = μt + εYt         (10.35 ก) 

Xt = μt + εXt         (10.35 ข) 

Zt = μt + εZt         (10.35 ค) 

โดยท่ี μt คือการเดินแบบสุ่ม (Random walk) และ εYt , εXt และ εZt  คือตวัรบกวนขาว  

จากสมการท่ี (10.35 ก)‒(10.35 ค) เรากล่าวไดว้่า อนุกรม Yt , Xt  และ Zt เป็นการเดิน
แบบสุ่ม (Random Walk) ด้วยเช่นกัน เน่ืองจากอนุกรมเวลาทั้ งหมดน้ีขึ้ นอยู่กับ μt และเรา
สามารถกล่าวได้อีกอย่างว่า Yt, Xt  และ Zt มีแนวโน้มแบบสุ่มร่วมกัน (Common Stochastic 

Trend) เหมือนกนัทั้งหมด ซ่ึงก็คือ μt นัน่เอง 

การหาเวกเตอร์ท่ีแสดงความสัมพันธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวของ Yt , Xt  และ Zt ก็คือ
เวกเตอร์ท่ีท าให้ผลบวกเชิงเส้นของอนุกรมเวลาทั้งสามน้ีเป็น I(0) และเวกเตอร์เหล่าน้ีจะตอ้งเป็น
อิสระต่อกนั ซ่ึงแสดงได ้2 แบบดงัน้ี 
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แบบท่ี 1 :    Yt ‒ Xt  =  εYt ‒ εXt    จะไดเ้วกเตอร์ท่ีแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะ

ยาวของ Yt , Xt  และ Zt  คือ  β1 =  [
1

-1
0

]   

แบบท่ี 2 :    Zt ‒ Yt  =  εZt ‒ εXt    จะไดเ้วกเตอร์ท่ีแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะ

ยาวของ Yt , Xt  และ Zt  คือ  β2 =  [
-1
0

1

]   

จะเห็นว่า  β1 และ β2 เป็นอิสระต่อกัน ส่วนความสัมพนัธ์ระหว่าง Xt กับ Zt สามารถหาได้จาก
ผลบวกเชิงเส้นของ β1 และ β2  จึงกล่าวไดว้่ามีเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว
จ านวน 2 รูปแบบ และเราอาจเขียนเวกเตอร์ทั้งสองให้อยู่ในรูปเมทริกซ์ขนาด  3×2 ซ่ึงเขียนแทน
ดว้ย β  ดงัน้ี 

β = [β1   β2]3×2 =  [
1 −1

−1 0
0 1

]  

ลองพิจารณากรณีท่ีอนุกรมเวลาแต่ละชุดมีแนวโน้มแบบสุ่มเหมือนกันแต่มีขนาดท่ี
แตกต่างกนั ดงัสมการต่อไปน้ี   ก าหนดให ้อนุกรมเวลา Yt , Xt และ Zt อยูใ่นรูปแบบดงัต่อไปน้ี 

Yt = μt + εYt         (10.36 ก) 

Xt = 0.5μt + εXt        (10.36 ข) 

Zt = 0.1μt + εZt          (10.36 ค) 

ท านองเดียวกนักบักรณีท่ีผ่านมา การหาเวกเตอร์ท่ีแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะ
ยาวของ Yt , Xt  และ Zt ก็คือเวกเตอร์ท่ีท าให้ผลบวกเชิงเส้นของอนุกรมเวลาทั้งสามน้ีเป็น I(0) 
และเวกเตอร์เหล่าน้ีจะตอ้งเป็นอิสระต่อกนั ซ่ึงแสดงได ้2 แบบดงัน้ี 

แบบท่ี 1 :    Yt ‒ 2Xt  =  εYt ‒ 2εXt    จะได้เวกเตอร์ท่ีแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพ

ระยะยาวของ Yt , Xt  และ Zt  คือ  β1 =  [
1

-2
0

]   

แบบท่ี 2 :    Zt ‒ 0.1Yt  = εZt ‒ 0.1εXt    จะไดเ้วกเตอร์ท่ีแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพ

ระยะยาวของ Yt , Xt  และ Zt  คือ  β2 =  [
-0.1

0

1

]   
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ในกรณีน้ีเราอาจเขียนเวกเตอร์ทั้งสองใหอ้ยูใ่นรูปเมทริกซ์ขนาด  3×2 ซ่ึงเขียนแทนดว้ย β  ดงัน้ี 

β = [β1   β2]3×2 =  [
1 -0.1

-2 0

0 1

]  

 อย่างไรก็ดี อนุกรมเวลา 3 ชุดใด ๆ สามารถมีเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพ
ระยะยาว 1 รูปแบบได้ กรณีน้ีเกิดขึ้นเม่ืออนุกรมเวลาทั้ง 2 ชุดมีแนวโน้มแบบสุ่ม (Common 

Stochastic Trend) ต่างกนั ในขณะท่ีอนุกรมเวลาท่ีเหลืออีก 1 ชุด ไดร้วมเอาแนวโน้มแบบสุ่ม
จากอนุกรมเวลา 2 ชุดขา้งตน้เขา้ดว้ยกนั ดงัจะอธิบายต่อไปน้ี 

ก าหนดให ้อนุกรมเวลา Yt , Xt และ Zt อยูใ่นรูปแบบดงัต่อไปน้ี 

Yt = μYt + εYt         (10.37 ก) 

Xt = μXt + εXt         (10.37 ข) 

Zt = μZt + εZt         (10.37 ค) 

โดยท่ี μZt = μYt + μXt   นั่นคือ แนวโน้มแบบสุ่มมีเพียง 2 ตวั คือ  μYt และ μXt  เท่านั้น  การหา
เวกเตอร์ท่ีแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวของ Yt , Xt  และ Zt ก็คือเวกเตอร์ท่ีท าให้ผล
บวกเชิงเส้นของอนุกรมเวลาทั้งสามน้ีเป็น I(0) และเวกเตอร์เหล่าน้ีจะตอ้งเป็นอิสระต่อกนั ซ่ึงมี
เพียงแบบเดียวเท่านั้นดงัน้ี 

   Yt +Xt ‒ Zt  =  εYt + εYt ‒ εZt      

และจะไดเ้วกเตอร์ท่ีแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวของ Yt , Xt  และ Zt  คือ β1 = [
1

1

-1
]  

ซ่ึงมีเพียงรูปแบบเดียวเท่านั้น 

ส าหรับกรณีทีทั่วไปคือ มีอนุกรมเวลา n ชุด ได้แก่ Y1t, Y2t, …, Ynt  โดยทั้ งหมดน้ีมี

คุณสมบติัเป็น I(1) และอนุกรมเวลาทั้ง n ชุดน้ีจะถูกเขียนใหอ้ยูใ่นรูปเวกเตอร์  Yt = [

Y1t

Y2t

⋮
Ynt

]

n×1

  

และหากพบวา่ βʹYt = ut  เป็น I(0) โดย β คือเมทริกซ์ขนาด n×r  (r  n) แลว้เราจะกล่าวไดว้า่  β 

คือเมทริกซ์ท่ีแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวจ านวน r รูปแบบ   
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• โดยรูปแบบท่ี 1 จะแสดงไดด้ว้ยสดมภท่ี์ 1 ของเมทริกซ์ β  เขียนแทนดว้ย β1 

• โดยรูปแบบท่ี 2 จะแสดงไดด้ว้ยสดมภท่ี์ 2 ของเมทริกซ์ β   เขียนแทนดว้ย β2 

: 

• โดยรูปแบบท่ี r จะแสดงไดด้ว้ยสดมภท่ี์ r ของเมทริกซ์ β   เขยีนแทนดว้ย βr 

นัน่คือ เมทริกซ์ β ขนาด n× r เขียนไดด้งัน้ี 

  β = [β1  β2 … βr]n× r  

และเมทริกซ์ β มีคุณสมบติัต่อไปน้ี 
i. สมาชิกบางตวัของ β1,  β2, …, βr  อาจเป็นศูนยไ์ด ้

ii. ถา้อนุกรมเวลา n ชุดน้ี (Y1t, Y2t, …, Ynt) มีเวกเตอร์ท่ีแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลย
ภาพระยะยาวจ านวน n‒1 รูปแบบ (นัน่คือ r = n‒1) เรากล่าวไดว้่า อนุกรมเวลาเหล่าน้ีมีแนวโนม้
แบบสุ่มร่วมกนัจ านวน 1 ตวั17

 

iii. ถา้อนุกรมเวลา n ชุดน้ี (Y1t, Y2t, …, Ynt) มีเวกเตอร์ท่ีแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลย
ภาพระยะยาวจ านวน r รูปแบบ (โดยท่ี  1  r  n‒1) เรากล่าวไดว้า่ อนุกรมเวลาเหล่าน้ีมีแนวโนม้
แบบสุ่มร่วมกนัจ านวน n‒r  ตวั 

10.3 การอ้างอิงค่าพารามิเตอร์ในเวกเตอร์ท่ีแสดงความสัมพันธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว
จ ากสมการ เดี ย ว ด้ วยวิ ธี ก า ลั ง สอง น้อย ท่ี สุ ดพลวั ต แบบทั่ ว ไป (Dynamic 

Generalized Least Square: DGLS)  
 ในหัวขอ้ท่ีผ่านมา เราทราบแลว้ว่า ตามแนวคิดของ Engle and Granger (1987) การ
ประมาณเวกเตอร์ท่ีแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวของ Y กบั X  ดงัเช่น   

  Yt = β0 + β1Xt  + ut         (10.38) 

สามารถท าไดโ้ดยการใชว้ิธีก าลงัสองนอ้ยท่ีสุด โดยตวัประมาณค่าท่ีไดแ้มว้า่จะมีคุณสมบติั Super 

Consistency แต่จะไม่มีคุณสมบติั Asymptotically Normal Distributed ซ่ึงหมายถึง แมว้่าจะ
มีตวัอยา่งมีขนาดใหญ่แลว้ จะไดว้า่การแจกแจงความน่าจะเป็นของตวัประมาณค่าดว้ยวิธีก าลงัสอง

 

 
17

 อาจพูดสั้น ๆ ว่ามี 1 common trend 
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นอ้ยท่ีสุดกไ็ม่เขา้ใกลก้ารแจกแจงแบบปกติ ดงันั้น เราไม่สามารถใชค้่าสถิติ t หรือ F การอา้งอิงค่า
สัมประสิทธ์ิของความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวได ้  

Stock and Watson (1993)
18 ไดเ้สนอวิธีการท่ีเรียกว่าวิธีก าลังสองน้อยท่ีสุดพลวัตแบบ

ท่ัวไป (Dynamic Generalized Least Square: DGLS) ซ่ึงก็คือ การเพิ่มตวัแปรในอดีต  ปัจจุบนั 
และอนาคตของ ∆Xt  ดงัสมการต่อไปน้ี 

    Yt = β0+ β1Xt + ∑ 𝑑𝑗
𝑘
𝑗=−𝑘 ∆𝑋𝑡−𝑗 + vt          (10.39) 

โดยท่ี vt คือตวัรบกวนขาว และ k คือค่าน าและค่าล่าชา้ (Lead and Lag)  

การประมาณค่าพารามิเตอร์ของสมการ (10.39) ดว้ยวิธีก าลงัสองนอ้ยท่ีสุด จะเรียกว่าวิธี
ก าลงัสองนอ้ยท่ีสุดพลวตั (Dynamic Ordinary Least Square: DOLS) จะท าใหไ้ดต้วัประมาณ
ค่าเวกเตอร์ท่ีแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว อีกทั้งยงัสามารถใชค้่าสถิติ t หรือ F ในการ
อา้งอิงค่าสัมประสิทธ์ิของความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวไดด้ว้ย  หากพบว่า vt ในสมการท่ี 

(10.39) มีความสัมพนัธ์กนัเอง (หรือเกิดปัญหา Autocorrelation)  เราจะตอ้งท าการแกไ้ขปัญหา
ดังกล่าวด้วยการใช้วิธีก าลังสองน้อยท่ีสุดแบบทั่วไป และเรียกตัวประมาณค่าท่ีได้ว่า DGLS 

(Dynamic Generalized Least Square) ก 
 ส าหรับวิธีการเลือกค่าน าและค่าล่าช้าท่ีเหมาะสม (k* ) ของตวัแปร ∆Xt สามารถเลือกได้
สองวิธีคือ 

• ใชว้ิธี General to Specific กล่าวคือ เราเร่ิมจากการก าหนดค่า k ให้สูงในระดบั
หน่ึง จากนั้นทดสอบความมีนยัส าคญัทางสถิติของค่าสัมประสิทธ์ิ Lead and Lag ท่ีระดบัสุดทา้ย
คือ k โดยเราจะลดค่า k ท่ีไม่มีนัยส าคญัลงเร่ือย ๆ จนกว่าจะได้ค่าสัมประสิทธ์ิ Lead and Lag 

สุดทา้ยท่ีมีนยัส าคญัทางสถิติ    

• เราจะเร่ิมจากการก าหนดค่า k ในระดบัหน่ึง จากนั้นหา Lead and Lag ท่ีท าให้ 
Akaike (หรือ Schwarz, หรือ Hannan-Quinn) Information Criterion ต ่าท่ีสุด   
      

  

 

 
18

 Stock, J. and M. Watson, A Simple Estimator of Cointegrating Vectors in Higher Order Integrated 

Systems, Econometrica 61 (1993): 783‒820. 
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10.4 ตัวอย่างการประมาณเวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวด้วยวิธี DGLS 

 จากตวัอย่างในหัวขอ้ 9.3 นกัเศรษฐศาสตร์ของบริษทัแห่งหน่ึงไดว้ิเคราะห์ความสัมพนัธ์
ของรายจ่ายเพื่อการบริโภคต่อหัว และอตัราเงินเฟ้อ จ านวน 50 เดือนของประเทศหน่ึง ดว้ยสมการ
ท่ี (9.9) ต่อไปน้ี 

   ln(Cont ) = β1 + β2Trend  +β3Inft +  ut              (9.9) 

ซ่ึงเราไดพ้บว่า ln(Cont) ~ I(1), Inft ~ I(1) และ ut ~ I(0)  และจากบทก่อนหนา้น้ี เราทราบแลว้
ว่า เม่ือตวัแปรตามเป็น I(1) และตวัแปรอิสระก็เป็น I(1) ในขณะท่ี  ut เป็น I(0) แลว้ เราจะกล่าว
ได้ว่า  ตัวแปรตามและตัวแปรอิสระน้ีมีความสัมพันธ์ เ ชิงดุลยภาพระยะยาว  (Long-run 

equilibrium relationship หรือ Cointegration)  และเพื่อให้สามารถอา้งอิงค่าพารามิเตอร์ของ
เวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวดว้ยการใชค้่าสถิติ t และ F ได ้เราจะใชว้ิธีก าลังสอง
น้อยท่ีสุดพลวัตแบบท่ัวไป (Dynamic Generalized Least Square: DGLS) โดยก าหนดให้ค่า
น าและค่าล่าชา้จะใชค้ือ 5 (k = 5) ดงันั้นแบบจ าลองเขียนไดด้งัน้ี 

ln(Cont )= β1 + β2Trend  + β3Inft   + γ5∆Inft ‒5 + γ4∆Inft ‒4 + γ3∆Inft ‒3 + γ2 ∆Inft ‒2 

         + γ1∆Inft ‒1  + γ0∆Inft +θ1∆Inft +1+ θ2∆Inft +2+ θ3∆Inft +3 + θ4∆Inft +4 

         + θ5∆Inft +5 + vt 

 เน่ืองจาก Trend เป็นแนวโน้มก าหนดไดแ้น่นอน (Deterministic Trend) ท่ีถูกน ามาใช้เป็นตวั
แปรอิสระหน่ึง เพื่อใช้แสดงอิทธิพลขอแนวโน้มท่ีมีอยู่ในตวัแปร ln(Cont ) จึงไม่น ามาใส่ตอ้ง
น ามาใส่ค่าน าและค่าตาม ดงัเช่นตวัแปรอิสระ Inft  และจากการใชว้ิธีการเลือกค่าน าและค่าล่าชา้ท่ี
เหมาะสม ด้วยวิธี General to Specific  ซ่ึงจะเร่ิมตดั ∆inflationt+5 ออกไปก่อนเน่ืองจากไม่มี
นยัส าคญัมากท่ีสุด และท าเช่นน้ีไปเร่ือย ๆ จนกระทัง่ไดค้่าน าและค่าล่าชา้สุดทา้ยท่ีมีนยัส าคญัทาง
สถิติ  ซ่ึงแสดงไดด้งัน้ี 
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ln(Cont ) =1.817 + 0.022Trend + 0.011Inft +0.011∆Inft +1+ 0.006∆Inft +2+ et    (10.40) 

ค่าสถิติ t = (244.1)***  (88.95)***  (7.63)***     (6.32)***           (3.29)*** 

  R2 = 0.9955  Adjusted R2 = 0.9951 

 ค่าสถิติ  Durbin-Watson  = 0.4287 

จากสมการท่ี (10.40)  จะได้ว่า เวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์ดุลยภาพระยะยาวคือ β = 

[

1

-1.817

-0.022

-0.011

]  ถูกประมาณขึ้นดว้ยวิธี DOLS และค่าสัมประสิทธ์ิทุกตวัในเวกเตอร์ β มีนยัส าคญัทาง

สถิติท่ีร้อยละ 0.01 อย่างไรก็ดี เม่ือพิจารณาค่าสถิติ Durbin-Watson พบว่าแบบจ าลองยงัคงมี
ปัญหาความสัมพนัธ์กนัเองของตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือน ดงันั้น เราจึงตอ้งแกไ้ขปัญหาดงักล่าวดว้ย
วิธี GLS ไดผ้ลลพัธ์ดงัน้ี 

ln(Cont ) =1.833+0.022Trend + 0.0085Inft +0.009∆Inft +1+ 0.004∆Inft +2+ et   (10.41) 

ค่าสถิติ t =(58.01)*** (23.81)***   (3.89)***       (5.65)***          (2.57)*** 

  R2 = 0.9984  Adjusted R2 = 0.9982 

  ค่าสถิติ  Durbin-Watson  = 1.74 

จากสมการท่ี (10.41)  จะได้ว่า เวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์ดุลยภาพระยะยาวคือ  β = 

[

1

-1.833

-0.022

-0.0085

]  ถูกประมาณขึ้นด้วยวิธี DGLS และค่าสัมประสิทธ์ิทุกตวัในเวกเตอร์ β มีนัยส าคญั

ทางสถิติท่ีร้อยละ 0.01 เราจะใชเ้วกเตอร์น้ีไปอธิบายความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวระหว่าง
ตวัแปร ln(Cont) และ Inft   โดยในกรณีน้ีตวัแปรท่ีถูกท าให้เป็นปกติ (Normalized Variable) 
คือ ln(Cont)  
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แบบจ าลอง Vector Autoregressive (VAR) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ในหวัขอ้ท่ีแลว้ เราไดศึ้กษาถึงการวิเคราะห์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวดว้ยการใช้
สมการเดียว (Single Equation) อย่างไรก็ดี การวิเคราะห์ดังกล่าวมีข้อจ ากัดคือ การใช้วิธีการ
วิเคราะห์แบบสมการเดียว สามารถประมาณความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวได้คร้ังละ 1 

รูปแบบเท่านั้น ดงันั้น ในกรณีท่ีจ านวนความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวมีมากกว่า 1 รูปแบบ 
การวิเคราะห์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวดว้ยสมการเดียว จะท าให้ไม่ไดรั้บขอ้มูลท่ีแสดง
ดว้ยเวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวแบบอ่ืน ๆ ท่ีเหลือ และความแปรปรวนของตวั
ประมาณค่าความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวท่ีได้จะไม่ต ่าสุดเม่ือเทียบกบัวิธีการประมาณค่า
แบบอ่ืน (Inefficiency)  

ดังนั้ น หากมีความสัมพันธ์ เชิงดุลยภาพระยะยาวมากกว่า  1 รูปแบบการวิเคราะห์
ความสัมพันธ์ เชิงดุลยภาพระยะยาว ควรวิเคราะห์โดยใช้วิ ธีหลายสมการ  (Multivariate 

Equations) ซ่ึงมีพื้นฐานการวิเคราะห์จากแบบจ าลอง Vector Autoregressive (VAR) ดังนั้น 
เราจึงควรมาท าความเขา้ใจในเร่ืองดังกล่าวเสียก่อนในบทน้ี จากนั้นจึงจะศึกษาถึงการวิเคราะห์
ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวดว้ยวิธีหลายสมการ ซ่ึงจะกล่าวในบทท่ี 12 ซ่ึงเป็นบทสุดทา้ย
ของหนงัสือเล่มน้ี 
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11.1 แนวคิดเบ้ืองต้นของแบบจ าลอง VAR 

 ในโลกแห่งความเป็นจริง ตวัแปรหลาย ๆ ตวัมกัจะสัมพนัธ์ซ่ึงกนัและกนั ตวัอย่างเช่น 
หากราคาหุ้นของบริษทัหน่ึงเปล่ียนแปลง ย่อมกระทบกบัราคาหุ้นของบริษทัอ่ืน ๆ ท่ีเก่ียวขอ้งดว้ย 
ในทางกลบักนั หากราคาหุ้นของบริษทัอ่ืน ๆ บริษทัใดบริษทัหน่ึงท่ีเก่ียวขอ้งมีการเปล่ียนแปลงก็
จะส่งผลต่อราคาหุ้นของบริษทัน้ีด้วย  ดังนั้น การวิเคราะห์ราคาหุ้นของบริษทัหน่ึงจะให้ผลท่ี
สมบูรณ์เม่ือน าราคาหุ้นของบริษทัอ่ืน ๆ ท่ีเก่ียวขอ้งมาพิจารณาพร้อม ๆ กนั  แบบจ าลองอนุกรม
เวลาหน่ึงท่ีสามารถวิเคราะห์อนุกรมเวลา ท่ีมีผลกระทบซ่ึงกันและกันในลักษณะน้ีได้คือ
แบบจ าลอง Vector Autoregressive (VAR) ซ่ึงจะศึกษาในหัวขอ้น้ี โดยจะกล่าวถึงลกัษณะของ
แบบจ าลอง VAR ล าดับท่ี 1 ก่อน จากนั้ นจึงจะกล่าวถึงลักษณะของแบบจ าลอง VAR(p) 
รายละเอียดมีดงัน้ี 

11.1.1 แบบจ าลอง VAR ล าดับที่ 1 : VAR(1) 

 สมมุติให้อนุกรมเวลา 2 ชุด Yt กับ Zt เป็น I(0) ทั้งคู่ ซ่ึงส่งผลกระทบซ่ึงกันและกันใน
รูปแบบดงัต่อไปน้ี 

        Yt  =  β10 ‒ β12 Zt + γ11Yt‒1  + γ12 Zt‒1 + εyt       (11.1 ก) 

        Zt  =  β20 ‒ β21 Yt + γ21Yt‒1  + γ22 Zt‒1 + εzt       (11.1 ข) 

โดยที  εyt และ εzt ตัวรบกวนขาวท่ีมีค่าเฉล่ียเป็นศูนย์ และมีความแปรปรวนคือ 𝜎𝑦2 และ 𝜎𝑧2 
ตามล าดบั เราอาจเรียก εyt และ εzt ว่าเหตุการณ์ไม่คาดฝัน (Shock) ของอนุกรมเวลา Yt และ Zt 
ตามล าดับ และเราจะสมมุติให้อนุกรม εyt และ εzt  ไม่มีความสัมพันธ์ต่อกันหรือเขียนได้ว่า 
Cov(εyt, εzt ) = 0   

จากสมการท่ี (11.1 ก) ค่าพารามิเตอร์ ‒β12 แสดงถึงผลกระทบของ Zt ท่ีมีต่อ Yt  ส่วน
ค่าพารามิเตอร์ ‒β21 จากสมการท่ี (11.1 ข) แสดงถึงผลกระทบของ Yt ท่ีมีต่อ Zt  จะเห็นวา่ อนุกรม
เวลาทั้งสองน้ีส่งผลกระทบซ่ึงกนัและกนั และเม่ือแทนค่าสมการท่ี (11.1 ก) ลงในสมการท่ี (11.1 
ข) จะไดว้่า หาก  ‒β21 ≠ 0 แลว้ เหตุการณ์ท่ีไม่คาดฝันท่ีเกิดขึ้นกบัอนุกรมเวลา Yt (εyt) จะส่งผล
กระทบทางอ้อมต่อ  Zt

 ด้วย ท านองเดียวกันหากแทนค่าสมการท่ี  (11.1 ข) ลงในสมการท่ี      
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(11.1 ก) จะไดว้่า หาก ‒β12 ≠ 0 แลว้ เหตุการณ์ท่ีไม่คาดฝันท่ีเกิดขึ้นกบัอนุกรมเวลา Zt (εzt ) จะ
ส่งผลกระทบทางออ้มต่อ Yt

  ดว้ย และถา้เราจดัรูประบบสมการใหม่ดงัน้ี 

      Yt + β12 Zt  =  β10 + γ11Yt‒1  + γ12 Zt‒1 + εyt        (11.2 ก) 

β21 Yt +      Zt  =  β20 + γ21Yt‒1  + γ22 Zt‒1 + εzt        (11.2 ข) 

เราสามารถเขียนระบบสมการท่ี (11.2 ก) และ (11.2 ข) ใหอ้ยูใ่นรูปเมทริกซ์ไดด้งัน้ี 

[
1 𝛽12
𝛽21 1

] [
𝑌𝑡
𝑍𝑡
] = [

𝛽10
𝛽20

] + [
𝛾11 𝛾12
𝛾21 𝛾22

] [
𝑌𝑡−1
𝑍𝑡−1

] + [
𝜀𝑦𝑡
𝜀𝑧𝑡
]       (11.3 ก) 

หรือเขียนไดว้า่ 

               BXt   =  0 + 1Xt‒1 + εt                    (11.3 ข)
1
 

โดยท่ี  B = [
1 𝛽12
𝛽21 1

] , Xt =  [
𝑌𝑡
𝑍𝑡
], 0 =[

𝛽10
𝛽20

], 1=  [𝛾11 𝛾12
𝛾21 𝛾22

], εt=[
𝜀𝑦𝑡
𝜀𝑧𝑡
] 

จาก (11.3 ข) น า B‒1 คูณตลอดจะได ้

Xt   =  B‒10 + B‒11Xt‒1 + B‒1εt         (11.3 ค) 

ถา้ก าหนดให ้ A0 = B‒10, A1 =B‒11 และ ut = B‒1εt แลว้ สมการท่ี (11.3 ค) จะเขียนไดด้งัน้ี 

        Xt  = A0 + A1Xt‒1 + ut           (11.4) 

โดยท่ี  A0 = [
𝑎01
𝑎02

] , A1 = [
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

]  และ ut =  [𝑢1𝑡𝑢2𝑡] ดงันั้น สมการท่ี (11.4) สามารถเขียน
ไดเ้ป็นระบบสมการไดด้งัน้ี 

        Yt  =  a10 + a11Yt‒1  +a12Zt‒1 + u1t         (11.5 ก) 

        Zt  =  a20 + a21Yt‒1  + a22Zt‒1 + u2t        (11.5 ข) 

 

 
1

 ให้สงัเกตว่า เม่ือตวัอกัษรท่ีแสดงเป็นตวัเขม้ จะหมายถึงเมทริกซ์หรือเวกเตอร์ มิใช่ตวัแปรสเกลาร์ (Scalar) 
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จะเห็นว่า ระบบสมการท่ี (11.1 ก) และ (11.1 ข) โดยแทจ้ริงก็คือระบบสมการท่ี (11.5 ก) และ 

(11.5 ข) นัน่เอง เพียงแต่มีการเปล่ียนรูปแบบการเขียนเท่านั้น  
• การเขียนระบบสมการในรูปท่ี (11.1 ก)‒(11.1 ข) จะเรียกว่าแบบจ าลอง Structural 

Vector Autoregressive ล าดบัท่ี 1 หรือเขียนยอ่วา่ SVAR(1) 

• การเขียนระบบสมการในรูป ท่ี (11.5 ก)‒(11.5 ข) จะเรียกว่าแบบจ าลอง Vector 

Autoregressive ล าดับท่ี 1 หรือเรียกสั้ น ๆ ว่า Vector Autoregressive ล าดับท่ี 1 ซ่ึง
เขียนยอ่วา่  VAR(1)

2
 

แบบจ าลองขา้งตน้มีล าดบัท่ี 1 มีสาเหตุมาจากค่าของตวัแปรล่าชา้ท่ีสูงท่ีสุดท่ีอยูใ่นระบบสมการคือ 
1 นัน่เอง   
  จากสมการ   ut  =  B‒1εt    เขียนไดด้งัน้ี 

   [
𝑢1𝑡
𝑢2𝑡
] = [

1 𝛽12
𝛽21 1

]
−1

[
𝜀𝑦𝑡
𝜀𝑧𝑡
] 

[
𝑢1𝑡
𝑢2𝑡
] =

1

1 − 𝛽21𝛽12
[
1 −𝛽12

−𝛽21 1
] [
𝜀𝑦𝑡
𝜀𝑧𝑡
]                                                     (11.6) 

[
𝑢1𝑡
𝑢2𝑡
] =

[
 
 
 

1

1 − 𝛽21𝛽12
(𝜀𝑦𝑡 − 𝛽12𝜀𝑧𝑡)

1

1 − 𝛽21𝛽12
(𝜀𝑧𝑡 − 𝛽21𝜀𝑦𝑡)]

 
 
 

 

นัน่คือ จะไดว้า่ 

𝑢1𝑡 =
1

1 − 𝛽21𝛽12
(𝜀𝑦𝑡 − 𝛽12𝜀𝑧𝑡)                                                             (11.7 ก) 

𝑢2𝑡 =
1

1 − 𝛽21𝛽12
(𝜀𝑧𝑡 − 𝛽21𝜀𝑦𝑡)                                                            (11.7 ข)  

โดย u1t  และ u2t
  คือตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนของอนุกรมเวลา Yt และ Zt  ในแบบจ าลอง VAR  

ตามล าดบั ส่วนคุณสมบติัของค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของ u1t  และ u2t  แสดงไดด้งัน้ี3 

 

 
2

 แบบจ าลอง VAR  อาจเรียกว่าเป็นแบบจ าลองลดรูป (Reduced Form) ก็ได ้
 
3

 ดูวธีิพิสูจน์ในภาคผนวก 11ก 
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 E(u1t) =  0            (11.8 ก) 

 E(u2t) =  0            (11.8 ข) 

𝑉𝑎𝑟(𝑢1𝑡) = (
1

1 − 𝛽21𝛽12
)
2

(σy
2 + 𝛽12

2 σz
2)   = 𝜎1

2                                           (11.8 ค) 

𝑉𝑎𝑟(𝑢2𝑡) = (
1

1 − 𝛽21𝛽12
)
2

(𝜎𝑧
2 + 𝛽

21
2 𝜎𝑦

2)  = 𝜎2
2                                           (11.8 ง ) 

 Cov(𝑢1𝑡, 𝑢2𝑡) = −
(𝛽21σy

2 + 𝛽12σz
2)

(1 − 𝛽21𝛽12)2
= 𝜎12 ≠ 0                                                    (11.8 จ)  

สมการท่ี (11.8 จ) บอกเราว่า u1t และ u2t มีความสัมพนัธ์ต่อกัน และเราจะได้เมทริกซ์
ความแปรปรวนร่วม (Covariance Matrix) ของ u1t

 และ u2t ซ่ึงเขียนแทนด้วยสัญลกัษณ์ Σ ดงั
แสดงต่อไปน้ี 

Σ = E(𝒖𝒕𝒖𝒕
′) = E ([

𝑢1𝑡
𝑢2𝑡
] [𝑢1𝑡 𝑢1𝑡])          

= E [
𝑢1𝑡
2 𝑢1𝑡𝑢2𝑡

𝑢2𝑡𝑢1𝑡 𝑢2𝑡
2 ]   =   [

𝐸(𝑢1𝑡
2 ) 𝐸(𝑢1𝑡𝑢2𝑡)

𝐸(𝑢2𝑡𝑢1𝑡) 𝐸(𝑢2𝑡
2 )

]    

= [
𝑉𝑎𝑟(𝑢1𝑡) 𝐶𝑜𝑣(𝑢1𝑡, 𝑢2𝑡)

𝐶𝑜𝑣(𝑢1𝑡, 𝑢2𝑡) 𝑉𝑎𝑟(𝑢2𝑡)
] 

=

[
 
 
 
 (

1

1 − 𝛽21𝛽12
)
2

(σy
2 + 𝛽12

2 σz
2) −

(𝛽21σy
2 + 𝛽12σz

2)

(1 − 𝛽21𝛽12)2

−
(𝛽21σy

2 + 𝛽12σz
2)

(1 − 𝛽21𝛽12)2
(

1

1 − 𝛽21𝛽12
)
2

(𝜎𝑧
2 + 𝛽

21
2 𝜎𝑦

2)
]
 
 
 
 

 

= [
𝜎1
2 𝜎12

𝜎21 𝜎2
2 ]                                                                                           (11.8 ฉ) 

โดยท่ี    𝜎1
2  = Var(u1t)  , 𝜎2

2 = Var(u2t),    12 = Cov(u1t, u2t) = 21  
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และเม่ือพิจารณาค่าสมการท่ี  (11.5 ก) และ (11.5 ข) จะพบวา่ ตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนใน
แต่ละสมการจะไม่มีความสัมพนัธ์กันเอง4 ดงันั้น การใช้วิธีก าลงัสองน้อยท่ีสุดในการประมาณ
ค่าพารามิเตอร์ของสมการทั้งสองน้ีจะมีความแปรปรวนของตวัประมาณค่าต ่าสุด 

ดงันั้น เราจะหาค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของแบบจ าลอง VAR(1) ดงัแสดงในสมการ
ท่ี 11.4 ไดด้งัน้ี5 

 E(Xt)  =  μ =  (I‒A1)‒1A0                    (11.9 ก)6 

         Var(Xt) =  𝚺 + 𝑨𝟏𝜮𝑨𝟏
′ + 𝑨𝟏

𝟐𝜮(𝑨𝟏
𝟐)
′
+ 𝑨𝟏

𝟑𝜮(𝑨𝟏
𝟑)
′
+⋯     (11.9 ข) 

โดยท่ี  𝑨𝟏
𝒋
→ 𝟎  เ ม่ือ j → ∞  นั่นหมายถึงความแปรปรวนของอนุกรมเวลาทุกตัวท่ีอยู่ใน

เวกเตอร์ Xt สามารถหาค่าได ้กล่าวโดยสรุป  ลกัษณะของแบบจ าลอง VAR(1)  
(1) ut คือเวกเตอร์ท่ีรวมเหตุการณ์ไม่คาดฝันทั้งของ Yt และ Zt   

(2) อนุกรมเวลาแต่ละตวัในแบบจ าลอง VAR(1) จะขึ้นอยู่กบัเหตุการณ์ไม่คาดฝัน
ในอดีตท่ีผา่นมาทั้งหมดของทุก ๆ อนุกรมเวลาท่ีอยูใ่นแบบจ าลอง  

(3) ยิ่งเหตุการณ์ไม่คาดฝันท่ีเกิดขึ้นมาแลว้นานมากเท่าไหร่จะส่งผลต่ออนุกรมเวลา
ใน VAR(1) นอ้ยลงเร่ือย ๆ เท่านั้น   

11.1.2 แบบจ าลอง VAR ล าดับที่ p : VAR(p) 

อนุกรมเวลามี 2 ชุด คือ Yt และ Zt  เขียนใหอ้ยูใ่นรูปแบบจ าลอง VAR(p) ไดด้งัน้ี 
Yt = a10 + a11,1Yt‒1 + a12,1Zt‒1 + a11,2Yt‒2 + a12,2 Zt‒2 + …+ a11,pYt‒p  + a12,p Zt‒p+ u1t        

(11.10 ก) 

Zt = a20 + a21,1Yt‒1 + a22,1Zt‒1 + a21,2Yt‒2 + a22,2 Zt‒2 + …+ a21,pYt‒p  + a22,p Zt‒p+ u2t         

(11.10 ข) 

 

 
4 ดูวิธีพิสูจน์ในภาคผนวก 11ข 

 
5 ดูวิธีพิสูจน์ในภาคผนวก 11ค 

 
6 สัญลกัษณ์ μ คือเวกเตอร์ค่าเฉลี่ย โดยสมาชิกในแต่ละตวัของ μ คือค่าเฉลี่ยในสมาชิกแต่ละตวัของเวกเตอร์ Xt (ให้สังเกตวา่ 
ถา้เป็นตวัเขม้จะใชแ้ทนเวกเตอร์หรือเมทริกซ์เสมอ) 
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ถา้เรามีอนุกรมเวลา n ชุด ไดแ้ก่ X1t, X2t, …, Xnt  เราจะเขียนอนุกรมเวลาดงักล่าวให้อยู่
ในรูปแบบจ าลอง VAR(p) ไดด้งัน้ี 

Xt =  A0 + A1Xt‒1 + A2Xt‒2 + … + ApXt‒p + ut        (11.11) 

โดยท่ี 𝑿𝒕 = [

𝑋1𝑡
𝑋2𝑡
⋮
𝑋𝑛𝑡

]

𝑛×1

, A0 = [

𝑎01
𝑎02
⋮
𝑎0𝑛

]

n×1

, Ai = [

𝑎11,𝑖 ⋯ 𝑎1𝑛,𝑖
𝑎21,𝑖 ⋯ 𝑎2𝑛,𝑖
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑛1,𝑖 ⋯ 𝑎𝑛𝑛,𝑖

]

𝑛×𝑛

, i=1,…, p  และ    

ut = [

𝑢1𝑡
⋮
𝑢𝑛𝑡

]

𝑛×1

 

การหาค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของแบบจ าลอง VAR(p) สามารถใช้วิธีเดียวกันกับของ 

VAR(1) ซ่ึงจะไม่ขอกล่าวซ ้าอีก จากแบบจ าลอง VAR(p) น้ีจะพบว่ามีค่าพารามิเตอร์จ านวน
มาก กล่าวคือ ค่าพารามิเตอร์ท่ีเป็นค่าคงท่ีมีจ านวน n ตวั ส่วนค่าพารามิเตอร์ท่ีเป็นค่าสัมประสิทธ์ิ
ของ Xt‒1, Xt‒2,…, Xt‒p มีจ านวน  n2 + n2 +…+ n2  = pn2 ตัว ดังนั้ น จ านวนค่าพารามิเตอร์
ทั้งหมดในแบบจ าลอง VAR ก็คือ n+ pn2 ตวั ยิ่งมีจ านวนอนุกรมเวลามากขึ้นเพียง 1 ตวั หรือมี
ล าดบัของ VAR เพิ่มขึ้นอีก 1 ความล่าชา้ อาจท าให้มีค่าพารามิเตอร์เพิ่มขึ้นเยอะมาก  ดงันั้น การ
น าอนุกรมเวลาใด ๆ มาใชใ้นแบบจ าลอง VAR ควรเป็นอนุกรมท่ีสามารถอธิบายถึงผลกระทบซ่ึง
กนัและกนัได ้

11.2 การประมาณค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง VAR  

จากแบบจ าลอง VAR(p) ต่อไปน้ี 

Xt =  A0 + A1Xt‒1 + A2Xt‒2 + … + ApXt‒p + ut      

โดยท่ี  Xt  คือ เวกเตอร์มิติ n×1 ของอนุกรมเวลา n ชุด ท่ีมีคุณสมบติัเป็น I(0) ทั้งหมด 
 A0 คือ เวกเตอร์มิติ n×1 ของค่าคงท่ี       

 Ai  คือ เมทริกซ์มิติ n×n ของค่าสัมประสิทธ์ิของ Xt‒i (i=1,.., p)   

 ut  คือ เวกเตอร์มิติ n×1 ของตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือน  

เราทราบแลว้ว่า อนุกรมเวลา n ชุดท่ีจะน ามาอยู่ในเวกเตอร์ Xt ของแบบจ าลอง VAR 
จะตอ้งมีความเก่ียวขอ้งต่อกนัและกนัได ้โดยจุดมุ่งหมายหลกัของการวิเคราะห์แบบจ าลอง VAR 
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คือตอ้งการหาความสัมพนัธ์ท่ีมีซ่ึงกนัและกนัของอนุกรมเวลาใน Xt  ดงันั้น การเลือกล าดบั (p) ท่ี
จะน ามาใชใ้นแบบจ าลอง VAR ควรมีค่าท่ีเหมาะสม ไม่ใช่ค่าท่ีท าให้ตอ้งประมาณค่าพารามิเตอร์
มากเกินจ าเป็น และไม่ใช่ค่าท่ีนอ้ยจนไม่สามารถแสดงความสัมพนัธ์ซ่ึงกนัและกนัของอนุกรมเวลา
ท่ีอยู่ในแบบจ าลองได ้  โดยหลกัเกณฑ์ท่ีใช้ในการเลือกล าดบั (p) ของแบบจ าลอง VAR ในขั้น
แรกอาจใช้หลักเกณฑ์ว่า ล าดับ p  ต้องเป็นล าดับท่ีท าให้ค่า  Akaike Information Criterion 
(AIC) มีค่าต ่าท่ีสุด ซ่ึงมีสูตรการค านวณดงัน้ี 

AIC(𝑝) = −2(
𝑙

𝑇
) +

2

𝑇
𝑘   

โดยท่ี l คือค่าความน่าจะเป็นของการแจกแจงแบบปกติแบบหลายตวัแปร (Multivariate Normal 

Distribution) ท่ีจะค านวณจากตวัประมาณค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลองของ  VAR(p)
7 , T คือ

จ านวนตวัอย่างท่ีใช้ในการประมาณค่าแบบจ าลอง  และ  k  คือจ านวนพารามิเตอร์ท่ีประมาณใน
แบบจ าลอง VAR ซ่ึงมีค่าเท่ากบั n+pn2 , n คือจ านวนอนุกรมเวลาในแบบจ าลอง VAR    

ในขั้นท่ี 2 เราตอ้งตรวจสอบว่า ล าดบั p ท่ีเลือกมาในขั้นแรกนั้นจะเหมาะสมเพียงพอก็
ต่อเม่ือ ตอ้งไม่ท าให้เกิดปัญหาความสัมพนัธ์กันเองของตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนในแบบจ าลอง 

VAR(p)  แต่หากพบว่ายงัท าให้เกิดปัญหาดงักล่าว อาจลองเลือกล าดบัอ่ืน ๆ ท่ีใกลเ้คียงของเดิม 
เช่น เพิ่มไป 1 หรือ 2 ล าดับ ส าหรับการทดสอบว่าแบบจ าลอง VAR เกิดปัญหาความสัมพนัธ์
กนัเองในตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนหรือไม่8 สามารถท าไดด้ว้ยการทดสอบสมมุติฐานดงัต่อไปน้ี 

 

 

 
7

 สูตรในการค านวณค่า l คือ   𝑙 = −
𝑇

2
{𝑛(1 + ln 2𝜋) + ln|𝜮̂|} 

โดยท่ี  𝜮̂  =  
1

𝑇−(𝑝+1)
∑ (𝒆𝒕𝒆𝒕

′ )𝑇
𝑡=1   ซ่ึงก็คือเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของ e1t, e2t, …, ent นัน่เอง  

             et =   [ 𝑒1𝑡   𝑒2𝑡…𝑒𝑛𝑡]′  และ eit คือค่า Residual ท่ีไดจ้ากการประมาณค่าดว้ยวิธีก าลงัสองน้อยท่ีสุดในสมการท่ี i 

(i =1, 2, …, n) , T คือจ านวนตวัอยา่งท่ีใชใ้นการประมาณค่าแบบจ าลอง, p+1 คือจ านวนพารามิเตอร์ท่ีตอ้งประมาณค่าใน
แต่ละสมการ, n คือจ านวนอนุกรมเวลาในแบบจ าลอง VAR  
 
8 ในกรณีแบบจ าลองหลายสมการดงัเช่นแบบจ าลอง VAR ความสัมพนัธ์กนัเองของตวัแปรสุ่มคลาดเคลื่อนจะซบัซ้อนกว่า
กรณีแบบจ าลองท่ีเป็นสมการเดียว โดยในกรณีน้ีจะตอ้งทดสอบว่าตวัแปรสุ่มคลาดเคลื่อนของสมการ m (umt) สัมพนัธ์กบัตวั
แปรสุ่มคลาดเคลื่อนของสมการ m ในอดีตหรือไม่ (um,t‒i) รวมถึงสัมพนัธ์กบัตวัแปรสุ่มคลาดเคลื่อนของสมการ j ในอดีต

ดัวยหรือไม่ (uj,t‒i)  ซ่ึงสามารถเขียนให้อยู่ในรูป  Cov(ut, ut‒i) = E(𝑢𝑡𝑢𝑡−𝑖
′ )  โดยท่ี   𝑢𝑡 = [

𝑢1𝑡
⋮
𝑢𝑛𝑡

]  และ 𝑢𝑡−𝑖′ =

[𝑢1,𝑡−𝑖 ⋯ 𝑢𝑛,𝑡−𝑖]  
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      H0: ไม่เกิดปัญหาความสัมพนัธ์กนัเองใน ut  หรือ E(𝒖𝒕𝒖𝒕−𝒊
′ ) = 0, i =1, .., h   โดยท่ี h > p  

      H1: ไม่เกิดปัญหาความสัมพนัธ์กนัเองใน ut  หรือ E(𝒖𝒕𝒖𝒕−𝒊
′ )  อยา่งนอ้ย 1 ตวัไม่เป็นศูนย ์  

ค่าสถิติท่ีใชท้ดสอบสมมุติฐานขา้งบนก็คือ ค่าสถิติ Ljung Box Qh ซ่ึงมีสูตรในการค านวณดงัน้ี9 

𝑄ℎ = 𝑇∑ 𝑡𝑟ℎ
𝑗=1 (𝑪̂𝒋

′𝑪̂𝟎
−𝟏𝑪̂𝒋𝑪̂𝟎

−𝟏)~𝜒
(𝑛2(ℎ−𝑝))

2       

 โดยท่ี  𝐶̂𝑖
′ = 𝑇−1∑ 𝒆𝒕𝒆𝒕−𝒊

′𝑇
𝑡=𝑖+1    

 𝒆𝒕 คือเวกเตอร์ค่า Residual จากแบบจ าลอง VAR(p) 

 n  คือจ านวนอนุกรมเวลาท่ีอยูใ่นในแบบจ าลอง VAR(p) 

ส่วนการประมาณค่าพารามิเตอร์ในแต่ละสมการของแบบจ าลอง VAR สามารถประมาณ
ไดด้ว้ยวิธีก าลงัสองนอ้ยท่ีสุด10

 หรือวิธีความน่าจะเป็นสูงสุดก็ได้ ซ่ึงจะให้ผลการประมาณค่าท่ีมี
คุณสมบัติ เ ป็นทั้ ง  Consistent  และ  Asymptotically Efficient

11  ในการประมาณค่ า
แบบจ าลอง VAR มกัพบว่า ค่าสัมประสิทธ์หลายตวัจะไม่มีนัยส าคญัทางสถิติ เน่ืองจากตวัแปร
อิสระในแบบจ าลองVAR มกัมีความสัมพนัธ์เชิงเส้นต่อกนัในระดบัสูง (high multicollinearity) 
จะท าใหค้่าสถิติ t มีต ่ากวา่ความเป็นจริง ดงันั้น เราจึงไม่ควรใชค้่าสถิติ t* เป็นเกณฑใ์นการก าจดัตวั
แปรอิสระออกไปจากแบบจ าลอง VAR  นอกจากน้ี ตอ้งเขา้ใจว่า จุดมุ่งหมายหลกัของการสร้าง
แบบจ าลอง VAR ก็คือ การหาความสัมพนัธ์ซ่ึงกนัและกนัของอนุกรมเวลาท่ีอยูใ่นแบบจ าลอง การ
ก าจดัตวัแปรอิสระออกจากแบบจ าลอง VAR อย่างไม่ถูกตอ้ง อาจท าให้สูญเสียขอ้มูลส าคัญไป
ได้12

 

 

 
9

 Lutkepohl, H., New Introduction to Multiple Time Series Analysis, 2nd edition. (Springer, 2005), p. 

169. 

 
10 การใชว้ิธี Seemingly Unrelated Regression (SUR) ก็ไม่ท าให้ตวัประมาณค่ามีประสิทธิภาพ (Efficient) มากข้ึน 
เพราะตวัแปรอิสระทุกตวัเหมือนกนัทุกสมการ  
 
11

 Tsay, R. S., Analysis of Financial Time Series (John Wiley & Sons, Inc, 2002), p. 316.  ส่ ว น 

Consistency หมายถึงเม่ือตวัอย่างมีขนาดใหญ่จะพบว่าความน่าจะเป็นของตวัประมาณค่าจะตรงกบัค่าจริง ๆ ของมนั และ 
Asymptotically Efficient หมายถึงเม่ือตัวอย่างมีขนาดใหญ่จะพบว่าความแปรปรวนของตัวประมาณค่าจะต ่ากว่าตวั
ประมาณค่าดว้ยวิธีอื่นท่ีมีคุณสมบติั Consistency เหมือนกนั 
 
12

 Enders, W., Applied Econometric Time Series, 3rd edition. (John Wiley & Sons, Inc., 2010), p. 303. 
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11.2.1 ตัวอย่างการประมาณแบบจ าลอง VAR   
ก าหนดใหน้กัเศรษฐศาสตร์คนหน่ึงรวบรวมขอ้มูลรายเดือนจ านวน 264 เดือนของอนุกรม

เวลาดงัต่อไปน้ี ลอการิทึมฐานธรรมฐาน (Natural Logarithm) ของปริมาณเงินความหมายแคบ 

(LM1), ลอการิทึมฐานธรรมฐานของรายได้ (LIP) และอตัราดอกเบ้ียพนัธบตัรรัฐบาล (TB3) 

โดยนกัเศรษฐศาสตร์คนน้ีตอ้งการใช้แบบจ าลอง VAR ในการวิเคราะห์ความสัมพนัธ์ซ่ึงกันและ
กนัของอนุกรมเวลาทั้งสามน้ี 

จากการทดสอบความน่ิงของอนุกรมเวลาทั้ งสามน้ีด้วยวิธีการทดสอบ ADF พบว่า 
อนุกรมเวลาทั้งสามน้ีเป็น I(1) ดงันั้น เพื่อใหส้ามารถน าอนุกรมเวลาทั้งสามน้ีไปใชก้บัแบบจ าลอง 
VAR ได ้เราตอ้งแปลงอนุกรมเวลาทั้งสามน้ีให้มีความน่ิงด้วยวิธีการท าผลต่างล าดบัท่ี 1 ดงันั้น
แบบจ าลอง VAR ท่ีนกัเศรษฐศาสตร์คนน้ีใชใ้นการวิเคราะห์เขียนไดด้งัน้ี 

∆Xt = A0 + A1∆Xt‒1  + A2∆Xt‒2+… + Ap∆Xt ‒p+  ut     

โดยท่ี ∆𝑿𝒕 = [

∆𝐿𝑀1𝑡
∆𝐿𝐼𝑃𝑡
∆𝑇𝐵3𝑡

]

3×1

, 𝑨𝟎 = [

𝛽01
𝛽02
𝛽03

]

3×1

, 𝑨𝒊 = [

𝛽11,𝑖 𝛽12,𝑖 𝛽13,𝑖
𝛽21,𝑖 𝛽22,𝑖 𝛽23,𝑖
𝛽31,𝑖 𝛽32,𝑖 𝛽33,𝑖

]

3×3

,   

 i  = 1,…, p  และ 𝒖𝒕 = [

𝑢1𝑡
𝑢2𝑡
𝑢3𝑡
]

n×1

 

 ในขั้นแรก เราตอ้งหาล าดบั (p) ของแบบจ าลอง VAR ท่ีท าใหไ้ดค้่า AIC ต ่าสุด ซ่ึงในท่ีน้ี
ไดล้องก าหนดให้ล าดบั p มีค่าเร่ิมตั้งแต่ 1 จนถึง 8 และค านวณค่า AIC แสดงไดด้งัตาราง 11.1 
ซ่ึงจะเห็นว่า ค่า AIC ของแบบจ าลอง VAR(3) มีค่า ‒14.484 ซ่ึงมีค่าต ่าท่ีสุดเม่ือเทียบกบัล าดบั
อ่ืน ๆ ตั้งแต่  1‒8  และเพื่อให้แน่ใจว่าล าดบั  p = 3 แบบจ าลอง VAR  มีความเหมาะสมเพียงพอ
หรือไม่ เราจะตรวจสอบว่าแบบจ าลองดังกล่าวเกิดปัญหาความสัมพันธ์กันเองตัวแปรสุ่ม
คลาดเคล่ือนหรือไม่ โดยสมมุติฐานท่ีใชใ้นการทดสอบเขียนไดด้งัน้ี 

H0: ไม่เกิดปัญหาความสัมพนัธ์กันเองในเวกเตอร์ ut  หรือ E(𝒖𝒕𝒖𝒕−𝒊
′ ) = 0, i =1,.., h   โดยท่ี    

h > 3  (∵p = 3) 

H1:  เกิดปัญหาความสัมพนัธ์กนัเองในเวกเตอร์ ut  หรือ E(𝒖𝒕𝒖𝒕−𝒊
′ )  อย่างนอ้ย 1 ตวัไม่เป็นศูนย ์  
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ค่าสถิติท่ีใชท้ดสอบสมมุติฐานขา้งบนก็คือ ค่าสถิติ Ljung Box Qh  แสดงไดใ้นตารางท่ี 

11.2 ซ่ึงจะเห็นว่าค่า Probability ของ Ljung Box Qh  มีค่ามากกว่า 0.01 ทั้งหมด นั่นคือ เรา
สามารถสรุปไดว้่า แบบจ าลอง VAR(3) ไม่มีปัญหาความสัมพนัธ์กนัเองในเวกเตอร์ตวัแปรสุ่ม
คลาดเคล่ือน (ut)  ท่ีระดบันัยส าคญั 0.01 ดงันั้น แบบจ าลอง VAR(3) จึงมีความเหมาะสมเพียง
พอท่ีจะน าไปใชใ้นการวิเคราะห์ความสัมพนัธ์ซ่ึงกนัและกนัของอนุกรมเวลาทั้งสามน้ี 

ตารางท่ี 11.1 แสดงค่า AIC ของแบบจ าลอง VAR(p) , p = 1, 2, …, 8   

ล าดับ p ของแบบจ าลอง VAR ค่า AIC 

1 ‒14.451 

2 ‒14.436 

3 ‒14.484* 

4 ‒14.442 

5 ‒14.430 

6 ‒14.465 

7 ‒14.434 

8 ‒14.396 

   หมายเหตุ : * แสดงค่าต ่าสุดของ AIC 

 

ตารางท่ี 11.2 แสดงค่าสถิติ Ljung Box Qh  (h > 3) 

h ค่าสถิติ Ljung Box Qh ค่า Probability ของ  
Ljung Box Qh 

1 NA NA 

2 NA NA 

3 NA NA 

4 13.669 0.1346 

5 23.504 0.1720 

6 41.071 0.0405 

7 50.539 0.0546 

8 56.893 0.1100 

9 65.904 0.1284 

10 75.725 0.1306 

หมายเหตุ : NA หมายถึงไม่สามารถหาได ้(Not Available) เน่ืองจากค่าสถิติ Ljung Box Qh จะสามารถเร่ิม
ค านวณไดท่ี้ความล่าชา้มากกว่าล าดบั p ของแบบจ าลอง VAR ซ่ึงในท่ีน้ีคือ 3 
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11.3 การระบุความสัมพนัธ์ในแบบจ าลอง SVAR  

 จากแบบจ าลอง SVAR(1) ดงัสมการท่ี (11.1 ก) และ (11.1 ข) 

        Yt  =  β10 ‒ β12 Zt + γ11Yt‒1  + γ12 Zt‒1 + εyt       (11.1 ก) 

        Zt  =  β20 ‒ β21 Yt + γ21Yt‒1  + γ22 Zt‒1 + εzt       (11.1 ข) 

หรือเขียนไดด้งัสมการท่ี (11.3 ข) 

               BXt   =  0 + 1Xt‒1 + εt           (11.3 ข) 

โดยท่ี  B = [
1 𝛽12
𝛽21 1

] , Xt =  [
𝑌𝑡
𝑍𝑡
], 0 =[

𝛽10
𝛽20

], 1=  [𝛾11 𝛾12
𝛾21 𝛾22

], εt=[
𝜀𝑦𝑡
𝜀𝑧𝑡
] 

เม่ือพิจารณาสมการท่ี (11.1 ก) จะได้ว่า εyt จะส่งผลกระทบต่อ Yt  และเม่ือพิจารณาสมการท่ี 

(11.1 ข) จะไดว้า่ Yt  จะส่งผลกระทบต่อ Zt  (หรือเขียนยอ่ ๆ วา่  εyt → Yt → Zt)  ดงันั้น เรากล่าว
ได้ว่า Cov(Zt, εyt) ≠ 0 หรืออนุกรมเวลา Zt และ εyt  มีความสัมพันธ์กันซ่ึงผิดข้อสมมุติของ 

CLRM  ดงันั้น การประมาณค่าพารามิเตอร์ในสมการท่ี (11.1 ก) จะไดต้วัประมาณค่าท่ีเอนเอียง 

(Biased Estimator) และแม้ว่าตัวอย่างจะมีขนาดใหญ่ก็ตาม จะพบว่าความน่าจะเป็นของตัว
ประมาณค่าดว้ยวิธีก าลงัสองนอ้ยท่ีสุดจะไดไ้ม่ตรงกบัค่าจริง ๆ ของมนั (Inconsistent Estimator) 
อีกดว้ย ซ่ึงสมการท่ี (11.1 ข) ก็จะใหผ้ลเช่นน้ีเหมือนกนั 

อย่างไรก็ดี เม่ือเราแปลงแบบจ าลอง SVAR(1) ให้เป็นแบบจ าลองลดรูป หรือเรียกว่า
แบบจ าลอง VAR(1) ดว้ยการน า B‒1 คูณสมการท่ี (11.3 ข) ตลอดจะไดส้มการท่ี (11.4) 

       Xt  = A0 + A1Xt‒1 + ut           (11.4) 

โดยท่ี  A0 = B‒10 = [
𝑎01
𝑎02

],  A1 =B‒11= [
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

] และ ut = B‒1εt = [
𝑢1𝑡
𝑢2𝑡
]  หรือเขียนได้

ดงัสมการท่ี (11.5 ก) และ (11.5 ข) ไดด้งัน้ี 

        Yt  =  a10 + a11yt‒1  +a12Zt‒1 + u1t         (11.5 ก) 

        Zt  =  a20 + a21yt‒1  + a22Zt‒1 + u2t        (11.5 ข) 
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จะเห็นวา่แบบจ าลอง VAR(1) จะไม่ท าใหเ้กิดปัญหาดงัเช่นท่ีอธิบายไปในแบบจ าลอง SVAR(1) 
เม่ือครู่น้ี ดงันั้น เราสามารถประมาณค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง VAR(1) ดว้ยวิธีก าลงัสองนอ้ย
ท่ีสุดได ้ 
 จากการสังเกตแบบจ าลอง SVAR(1) และแบบจ าลอง VAR(1) จะพบวา่  

• ค่าพารามิเตอร์ท่ีอยู่ในแบบจ าลอง VAR(1) โดยแทจ้ริงแลว้ เกิดจากค่าพารามิเตอร์ใน
แบบจ าลอง SVAR(1) นัน่เอง  หรือค่าพารามิเตอร์ของทั้ง 2 แบบจ าลองมีความสัมพนัธ์กนั 

• จ านวนค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง VAR(1) มีทั้งหมด 9 ตวั ไดแ้ก่ a10, a11, a12, a20, 

a21, a22, ค่าพารามิเตอร์ Var(u1t), ค่าพารามิเตอร์ของ Var(u2t) และค่าพารามิเตอร์ของ          Cov 

(u1t, u2t)  
• จ านวนค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง SVAR(1) มีทั้งหมด 10 ตวั ได้แก่ β10, β11, β20, 

β21, γ11, γ12, γ21, γ22 และค่าพารามิเตอร์ทั้งของ Var(ε1t) และ Var(ε2t)
13    

จะเห็นว่าจ านวนค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง VAR(1) มีนอ้ยกว่าในแบบจ าลอง SVAR(1) นัน่
คือ แม้ว่าเราจะสามารถประมาณค่าพารามิเตอร์ทุกตัวจากแบบจ าลอง  VAR(1) ได้ แต่เราไม่
สามารถใช้ความสัมพนัธ์ระหว่างค่าพารามิเตอร์ของทั้งสองแบบจ าลองในการใช้ตวัประมาณค่า
จากแบบจ าลอง VAR(1) เพื่อยอ้นกลบัไปหาตวัประมาณค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง SVAR(1) 
ได ้

 อยา่งไรก็ดี หากเราสามารถใส่ขอ้จ ากดับางอนัในแบบจ าลอง SVAR(1) แลว้ท าใหจ้ านวน
ค่าพารามิเตอร์ลดลงเหลือ 9 ตวั จะท าให้เราสามารถใช้ตวัประมาณค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง 

VAR(1) ยอ้นกลบัไปหาตวัประมาณค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง SVAR(1) ได ้ โดยขอ้จ ากดัท่ี
ใส่มกัจะอยูภ่ายใตพ้ื้นฐานทางทฤษฏีของเศรษฐศาสตร์หรือทางการเงิน  

 ตวัอย่างเช่น ก าหนดให้ Yt คืออตัราดอกเบ้ียของประเทศเล็ก ๆ ประเทศหน่ึง ส่วน Zt คือ
อตัราดอกเบ้ียของต่างประเทศท่ีเป็นประเทศมหาอ านาจ สมมุติว่าในช่วงเวลาใดเวลาหน่ึง อตัรา
ดอกเบ้ียของประเทศเล็ก ๆ ประเทศหน่ึงย่อมไม่ส่งผลกระทบต่ออัตราดอกเบ้ียของประเทศ
มหาอ านาจ (แต่เม่ือเวลาผ่านไปอาจส่งผลกระทบต่ออตัราดอกเบ้ียของประเทศมหาอ านาจบ้าง) 
ในขณะท่ีอัตราดอกเบ้ียของประเทศมหาอ านาจย่อมส่งผลต่ออัตราดอกเบ้ียในประเทศเล็ก ๆ 

 
13 อยา่ลืมว่า Cov(ε1t, ε 2t) = 0 
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ประเทศหน่ึงในทันทีและเม่ือเวลาผ่านไป ดังนั้ น เราสามารถใส่ข้อจ ากัด   β21 = 0  ดังนั้ น
แบบจ าลอง SVAR(1) จะเขียนไดด้งัน้ี 

        Yt  =  β10 ‒ β12 Zt + γ11Yt‒1  + γ12 Zt‒1 + εyt     (11.12 ก) 

        Zt  =  β20             + γ21Yt‒1  + γ22 Zt‒1 + εzt     (11.12 ข) 

หรือจดัรูปใหม่ดงัน้ี 

      Yt + β12 Zt  =  β10 + γ11Yt‒1  + γ12 Zt‒1 + εyt      (11.13 ก) 

                  Zt  =  β20 + γ21Yt‒1  + γ22 Zt‒1 + εzt      (11.13 ข) 

เราสามารถเขียนระบบสมการท่ี (11.13 ก) และ (11.13 ข) ใหอ้ยูใ่นรูปเมทริกซ์ไดด้งัน้ี 

[
1 𝛽12
0 1

] [
𝑌𝑡
𝑍𝑡
] = [

𝛽10
𝛽20

] + [
𝛾11 𝛾12
𝛾21 𝛾22

] [
𝑌𝑡−1
𝑍𝑡−1

] + [
𝜀𝑦𝑡
𝜀𝑧𝑡
]      (11.14 ก) 

หรือเขียนไดด้งัสมการท่ี (11.14 ข) 

               BXt   =  0 + 1Xt‒1 + εt        (11.14 ข) 

โดยท่ี  B = [
1 𝛽12
0 1

] , Xt =  [
𝑌𝑡
𝑍𝑡
], 0 =[

𝛽10
𝛽20

], 1=  [
𝛾11 𝛾12
𝛾21 𝛾22

], εt=[
𝜀𝑦𝑡
𝜀𝑧𝑡
] 

จาก (11.14 ก) ใชแ้กส้มการหาแบบจ าลองลดรูปหรือแบบจ าลอง VAR(1) จะได ้

[
𝑌𝑡
𝑍𝑡
] = [

1 𝛽12
0 1

]
−1

[
𝛽10
𝛽20

] + [
1 𝛽12
0 1

]
−1

[
𝛾11 𝛾12
𝛾21 𝛾22

] [
𝑌𝑡−1
𝑍𝑡−1

] + [
1 𝛽12
0 1

]
−1

[
𝜀𝑦𝑡
𝜀𝑧𝑡
]           

 = [
1 −𝛽12
0 1

] [
𝛽10
𝛽20

] + [
1 −𝛽12
0 1

] [
𝛾11 𝛾12
𝛾21 𝛾22

] [
𝑌𝑡−1
𝑍𝑡−1

] + [
1 −𝛽12
0 1

] [
𝜀𝑦𝑡
𝜀𝑧𝑡
]           

 = [
𝛽10 − 𝛽12𝛽10

𝛽20
] + [

𝛾11 − 𝛽12𝛾21 𝛾12 − 𝛽12𝛾22
𝛾21 𝛾22

] [
𝑌𝑡−1
𝑍𝑡−1

] 

+ [
𝜀𝑦𝑡 − 𝛽12𝜀𝑧𝑡

𝜀𝑧𝑡
]                                                                                                (11.15) 

หรือแบบจ าลอง VAR(1) เขียนไดอี้กอยา่งคือ 
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        Yt  =  a10 + a11yt‒1  +a12Zt‒1 + u1t              

        Zt  =  a20 + a21yt‒1  + a22Zt‒1 + u2t             

โดยท่ี     a10 =  β10 ‒ β12β10,    a20 = β20 

  a11 = γ11 ‒ β12γ21,  a12 = γ12 ‒ β12γ22 

   และ  a21 = γ21,   a22 = γ22 

ส่วนตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนจะมีค่าดงัน้ี  u1t  = εyt ‒β12εzt   และ  u2t =  εzt   ซ่ึงจะมีส่วนเมทริกซ์
ความแปรปรวน เขียนไดด้งัน้ี 

Σ = E(𝒖𝒕𝒖𝒕
′) = E ([

𝑢1𝑡
𝑢2𝑡
] [𝑢1𝑡 𝑢1𝑡])          

= E [
𝑢1𝑡
2 𝑢1𝑡𝑢2𝑡

𝑢2𝑡𝑢1𝑡 𝑢2𝑡
2 ]   =   [

𝐸(𝑢1𝑡
2 ) 𝐸(𝑢1𝑡𝑢2𝑡)

𝐸(𝑢2𝑡𝑢1𝑡) 𝐸(𝑢2𝑡
2 )

]    

= [
σy
2 + 𝛽12

2 σz
2 −𝛽12σz

2

−𝛽12σz
2 𝜎𝑧

2
] = [

𝜎1
2 𝜎12

𝜎12 𝜎2
2 ]            

นัน่คือ  σ1
2 = σy

2 + 𝛽12
2 σz

2 

σ2
2 = σz

2 

𝜎12 = −𝛽12σz
2 

จากระบบสมการท่ี (11.16) และ (11.17)
14

 จะท าให้เราสามารถแก้สมการเพื่อยอ้นกลบัไปหา
ค่าพารามิเตอร์ของแบบจ าลอง SVAR(1) ได ้ และเม่ือพิจารณา (11.15) แสดงให้เห็นว่า เม่ือเกิด
เหตุการณ์ไม่คาดฝันขึ้นในตวัแปรอตัราดอกเบ้ียของประเทศมหาอ านาจ (εzt ≠ 0) จะส่งผลกระทบ
ต่อทั้งอนุกรมเวลาอตัราดอกเบ้ียของประเทศเล็กและของประเทศมหาอ านาจเองดว้ย  ในขณะท่ี
หากเกิดเหตุการณ์ไม่คาดฝันขึ้นในอตัราดอกเบ้ียของประเทศเล็ก (εyt ≠ 0) จะส่งผลกระทบเพียง
แค่อนุกรมเวลาอตัราดอกเบ้ียของประเทศเล็กเท่านั้น ไม่ส่งผลกระทบใด ๆ ต่ออตัราดอกเบ้ียของ
ประเทศมหาอ านาจ  จะเห็นวา่การใส่ขอ้จ ากดั β21 = 0 จะท าใหเ้มทริกซ์ B เป็นเมทริกซ์สามเหล่ียม

 

 
14 เน่ืองจากมี 9 สมการ สามารถน าไปใชแ้ก้สมการเพื่อหาค่าพารามิเตอร์  9 ตวั คือ 10, 12, 20, 11, 12, 21, 22, 𝜎𝑦

2, 

𝜎𝑧
2 ได ้

(11.16) 

(11.17) 
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บน (Upper Triangular Matrix)
15

 และจะท าให้เราสามารถบงัคบัให้ตวัแปรหน่ึงส่งผลกระทบ
ต่ออีกตวัแปรหน่ึงได ้ 
 และในกรณีท่ีแบบจ าลอง VAR  มีอนุกรมเวลา จ านวน n ชุดแลว้ B จะเป็นเมทริกซ์มิติ 
n×n  การใส่ข้อจ ากัดเพื่อให้สามารถยอ้นกลบัไปหาค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง  SVAR ได้ 
จะต้องท าให้เมทริกซ์ B เป็นเมทริกซ์สามเหล่ียม (Triangular matrix) นั่นคือ ต้องมีข้อจ ากัด
จ านวน  𝑛

2−𝑛

2
  ตวั ใส่ลงในเมทริกซ์ B 

11.4 การวิเคราะห์แรงกระตุ้นและการตอบสนอง (Impulse Response Analysis) 

เม่ือมีการน าอนุกรมเวลาหลาย ๆ ตัวไปใช้วิเคราะห์ทฤษฏีทางเศรษฐศาสตร์หรือทาง
การเงิน หากเราสนใจว่า เม่ือมีแรงกระตุน้จากตวัแปรหน่ึง (Impulse) แลว้อนุกรมเวลาอ่ืน ๆ ใน
แบบจ าลอง VAR จะมีการตอบสนอง (Response) อยา่งไรเม่ือเวลาผา่นไป การวิเคราะห์ดงักล่าว
เรียกว่าการวิเคราะห์แรงกระตุน้และการตอบสนอง (Impulse Response Analysis) ซ่ึงสามารถ
วิเคราะห์ไดจ้ากทั้งแบบจ าลอง VAR หรือแบบจ าลอง VMA (Vector Moving Average) ก็ได ้
เราจะเร่ิมจากการวิเคราะห์แรงกระตุน้และการตอบสนองดว้ยแบบจ าลอง VAR รายละเอียดมีดงัน้ี 
 เพื่อให้การวิเคราะห์แรงกระตุน้และการตอบสนองสามารถเขา้ใจง่าย เราจะอธิบายด้วย
แบบจ าลอง VAR(1) ในการพิจารณา โดยสมมุติใหมี้อนุกรมเวลา 2 ตวั คือ Yt และ Zt  เขียนในรูป
เวกเตอร์ไดด้งัน้ี 

Xt     =  A0 + A1Xt‒1 +ut          (11.18 ก) 

หรือ 

 [
𝑌𝑡
𝑍𝑡
] = [

𝑎10
𝑎20

] + [
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

] [
𝑌𝑡−1
𝑍𝑡−1

] + [
𝑢1𝑡
𝑢2𝑡
]      (11.18 ข) 

เพื่อให้เขา้ใจไดง้่ายขึ้น ก าหนดให้ Yt  คืออตัราการเติบโตของปริมาณเงิน (ร้อยละ) ส่วน 
Zt คืออตัราการเติบโตของรายได ้(ร้อยละ) สมมุติวา่อนุกรมเวลาทั้งสองน้ีมีความน่ิง โดยท่ี E(Yt) = 

 

 
15 เราอาจใส่ข้อจ ากัดแล้วท าให้ B เป็นเมทริกซ์สามเหลี่ยมล่างก็ได้ (Lower Triangular Matrix) ข้ึนอยู่กับทฤษฎีทาง
เศรษฐศาสตร์หรือการเงิน 
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0 และ E(Zt) = 0 (นัน่คือ a10 = a20 =0)  และ Yt = Zt = 0 เม่ือ t < 0  และก าหนดใหค้่าพารามิเตอร์
แบบจ าลอง VAR(1) มีค่าเป็นดงัน้ี 

 [
𝑌𝑡
𝑍𝑡
] = [

0.631 0.090

0.286 0.430
] [
𝑌𝑡−1
𝑍𝑡−1

] + [
𝑢1𝑡
𝑢2𝑡
]         (11.19) 

จากสมการท่ี (11.19) จะได้ว่า ถ้า ณ เวลา t = 0 อัตราการเติบโตของปริมาณเงิน (Yt) 

เท่ากบัร้อยละ 1 ในขณะท่ีอตัราการเติบโตของรายได้ (Zt) ไม่มีการเปล่ียนแปลงใด ๆ จะสามารถ
แสดงไดด้ว้ย 

 ut  =  [𝑢10𝑢20] =  [
1

0
]  

ดงันั้น สมการท่ี (11.19) เขียนไดว้า่     

[
𝑌0
𝑍0
] = [

0.631 0.090

0.286 0.430
] [
𝑌−1
𝑍−1

] + [
𝑢10
𝑢20

]         (11.20) 

เน่ืองจาก u10 = 1  และ u20 = 0 และเม่ือ t < 0 , นัน่คือ Y‒1 = Z‒1 = 0 ดงันั้น เราเขียนไดว้า่ 

 [
Y0
Z0
] = [

0.631 0.090

0.286 0.430
] [

0

0
] + [

1

0
]   

ดงันั้น   [
Y0
Z0
] = [

1

0
] 

ก าหนดให ้ณ เวลา t = 1 อนุกรมเวลาทั้งสองน้ีไม่มีแรงกระตุน้ใด ๆ มาแทรกอีก จะไดว้า่อตัราการ
เติบโตของปริมาณเงิน (Yt) กบัอตัราการเติบโตของรายได ้(Zt) ณ เวลา t = 1 เป็นดงัน้ี 

 [
𝑌1
𝑍1
]  = [

0.631 0.090

0.286 0.430
] [
𝑌0
𝑍0
] = [

0.631 0.090

0.286 0.430
] [

1

0
] = [

0.631

0.286
]   

เราจึงอธิบายไดว้่า เม่ีอมีแรงกระตุน้ท าให้อตัราการเติบโตของปริมาณเงินเพิ่มขึ้นร้อยละ 1 แลว้
หลงัจากนั้นอีก 1 ช่วงเวลาถดัไปจะพบว่า อตัราการเติบโตของปริมาณเงินเพิ่มขึ้นร้อยละ 0.631 

และอตัราการเติบโตของรายไดเ้พิม่ขึน้ร้อยละ 0.286 

 ส่วนผลกระทบของอนุกรมเวลาทั้งสอง ณ  t = 2 เม่ือไม่มีแรงกระตุน้ใด ๆ มาแทรกอีก จะ
หาไดด้งัน้ี 
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[
𝑌2
𝑍2
]  = [

0.631 0.090

0.286 0.430
] [
𝑌1
𝑍1
] =  [

0.631 0.090

0.286 0.430
]

2

[
𝑌0
𝑍0
] =  [

0.631 0.090

0.286 0.430
]

2

[
1

0
] 

    = [
0.424

0.304
]   

เราจะอธิบายไดว้่า  เม่ีอมีแรงกระตุน้ท าให้อตัราการเติบโตของปริมาณเงินเพิ่มขึ้นร้อยละ 1 แลว้
หลงัจากนั้นอีก 2 ช่วงเวลาถดัไปจะพบว่า อตัราการเติบโตของปริมาณเงินเพิ่มขึ้นร้อยละ 0.424 
และอตัราการเติบโตของรายไดเ้พิ่มขึ้นร้อยละ 0.304 

ส่วนผลกระทบของอนุกรมเวลาทั้งสอง ณ  t = 3 เม่ือไม่มีแรงกระตุน้ใด ๆ มาแทรกอีก จะหาได้
ดว้ยวิธีเดียวกนัดงัน้ี 

[
𝑌3
𝑍3
] = [

0.631 0.090

0.286 0.430
] [
𝑌2
𝑍2
] =  [

0.631 0.090

0.286 0.430
]

3

[
𝑌0
𝑍0
] =  [

0.631 0.090

0.286 0.430
]

3

[
1

0
] 

   = [
0.295

0.252
]   

ซ่ึงจะอธิบายไดว้่า  เม่ีอมีแรงกระตุน้ท าให้อตัราการเติบโตของปริมาณเงินเพิ่มขึ้นร้อยละ 1 แลว้
หลงัจากนั้นอีก 3 ช่วงเวลาถดัไปจะพบว่า อตัราการเติบโตของปริมาณเงินเพิ่มขึ้นร้อยละ 0.295 
และอตัราการเติบโตของรายไดเ้พิ่มขึ้นร้อยละ 0.252 

ท านองเดียวกนั ผลกระทบของอนุกรมเวลาทั้งสอง ณ  t = 9 เม่ือไม่มีแรงกระตุน้ใด ๆ มาแทรก
อีก จะหาไดด้งัน้ี 

 [
𝑌9
𝑍9
] = [

0.631 0.090

0.286 0.430
] [
𝑌8
𝑍8
] =  [

0.631 0.090

0.286 0.430
]

9

[
𝑌0
𝑍0
] = [

0.0397

0.0391
] 

 

จากการสังเกต เรากล่าวไดว้า่ เมทริกซ์  𝐴1𝑖 =  [
0.631 0.090

0.286 0.430
]
𝑖

   สามารถแสดงถึงการตอบสนอง 

(Response) ท่ีเกิดขึ้นของอนุกรมเวลาทุกตวัในแบบจ าลอง VAR จากการท่ีอตัราการเติบโตของ
ปริมาณเงินเพิ่มขึ้นร้อยละ1 และเม่ือน าค่าการตอบสนองของอตัราการเติบโตของปริมาณเงิน ณ 
ช่วงเวลาท่ี 1, 2, 3, … ถดัไป (Y1, Y2, Y3, …) หลงัเกิดแรงกระตุน้ให้อตัราการเติบโตของปริมาณ
เงินเพิ่มขึ้นร้อยละ 1 (u10 = 1) มาเขียนกราฟ จะแสดงไดด้งัรูปท่ี 11.1 ดงัน้ี16

 

 

 

 
16 เป็นค่าตวัเลขค านวณจากโปรแกรมส าเร็จรูปซ่ึงแสดงทศนิยม 4 ต าแหน่ง 



 

 

251 แบบจ าลอง Vector Autoregressive (VAR) 

 

รูปท่ี 11.1 การตอบสนองของ Y  เม่ือเกิดแรงกระตุน้ให้ Y เพิ่มขึ้นร้อยละ 1 (Y → Y) 

 จากรูปท่ี 11.1 จะเห็นว่า การเกิดแรงกระตุน้จากอตัราการเติบโตของปริมาณเงินเพิ่มขึ้น
ร้อยละ 1 ณ เวลาปัจจุบนั (t = 0) จะท าให้อตัราการเติบโตของปริมาณเงินเพิ่มขึ้นอีก 0.631 ใน 1 
ช่วงเวลาถดัไป และเพิ่มขึ้น 0.424 ในอีก 2 ช่วงเวลาถดัไป และเพิ่มขึ้น 0.295 ในอีก 3 ช่วงเวลา
ถดัไป จากนั้นกอ็ตัราการเพิ่มขึ้นก็จะลดลงอยา่งรวดเร็วจนเขา้ใกลศู้นยเ์ม่ือเวลาผา่นไป 

ท านองเดียวกนั เม่ือน าค่าการตอบสนองของอตัราการเติบโตของรายได้ ณ ช่วงเวลาท่ี 1, 

2, 3, … ถัดไป (Z1, Z2, Z3, …) หลังเกิดแรงกระตุ้นให้อัตราการเติบโตของปริมาณเงิน  (Y) 

เพิ่มขึ้นร้อยละ 1 มาเขียนกราฟ จะแสดงไดด้งัรูปท่ี 11.2 ดงัน้ี 

 
 

 

 

 

 

 

1.0000

0.6308

0.4237

0.2946

0.2085
0.1489

0.1067
0.0767 0.0552 0.0397 0.0286

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

            

ร้อยละ

เวลา



 

 

252 แบบจ าลอง Vector Autoregressive (VAR) 

 

รูปท่ี 11.2 การตอบสนองของ Z เม่ือเกิดแรงกระตุน้ให้ Y เพิ่มขึ้นร้อยละ 1 (Y → Z) 

จากรูปท่ี 11.2 จะเห็นว่าการเกิดแรงกระตุน้จากอตัราการเติบโตของปริมาณเงินเพิ่มขึ้น
ร้อยละ 1 ณ เวลาปัจจุบนั จะพบวา่อตัราการเติบโตของรายไดเ้พิ่มขึ้นร้อยละ 0.2863 ใน 1 ช่วงเวลา
ถัดไป และเพิ่มขึ้ นอีกร้อยละ 0.3036 ในอีก  2 ช่วงเวลาถัดไป และเพิ่มขึ้ น 0.2518 ในอีก 

3 ช่วงเวลาถดัไป จากนั้นก็อตัราการเพิ่มขึ้นก็จะลดลงจนเขา้ใกลศู้นยเ์ม่ือเวลาผา่นไป 

ในทางกลบักนั เม่ือมีแรงกระตุน้ให้อตัราการเติบโตของรายได้ (Z) เพิ่มขึ้นร้อยละ 1 เรา
สามารถหาการตอบสนองต่ออตัราการเติบโตของปริมาณเงิน (Y) และต่ออตัราการเติบโตของ
รายได ้(Z) ในช่วงเวลาท่ี 1, 2, 3, … ถดัไปเร่ือย ๆ ดว้ยวิธีเดียวกนัน้ี  ซ่ึงผลการตอบสนองแสดง
ไดด้งัตารางท่ี 11.3 ดงัน้ี 
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ตารางท่ี 11.3 แสดงการตอบสนองของอตัราการเติบโตของปริมาณเงิน (Y) และอตัราการเติบโต
ของรายได ้(Z) เม่ือมีแรงกระตุน้ใหอ้ตัราการเติบโตของรายได ้(Z) เพิ่มขึ้นร้อยละ 1 

ช่วงเวลา 
การตอบสนองของ Y เม่ือเกิดแรง
กระตุน้ให ้Z เพิ่มขึ้นร้อยละ 1 

(Z→ Y) 

การตอบสนองของ Z เม่ือเกิดแรง
กระตุน้ให ้Z เพิ่มขึ้นร้อยละ 1 

(Z→ Z) 

0 0 1.0000 

1 0.0902 0.4297 

2 0.0956 0.2105 

3 0.0793 0.1178 

4 0.0606 0.0733 

5 0.0449 0.0489 

6 0.0327 0.0338 

7 0.0237 0.0239 

8 0.0171 0.0170 

9 0.0123 0.0122 

10 0.0089 0.0088 

 

เม่ือน าค่าการตอบสนองของอตัราการเติบโตของปริมาณเงิน และอตัราการเติบโตของ
รายไดจ้ากการเกิดแรงกระตุน้ให้อตัราการเติบโตของปริมาณเงิน  (Y) เพิ่มขึ้นร้อยละ 1 มาเขียน
กราฟ จะแสดงไดด้งัรูปท่ี 11.3 และ 11.4 ตามล าดบั 

 

รูปท่ี 11.3 การตอบสนองของ Y เม่ือเกิดแรงกระตุน้ให้ Z เพิ่มขึ้นร้อยละ 1 (Z→ Y) 

  

0.0000

0.0902
0.0956

0.0793

0.0606

0.0449

0.0327

0.0237
0.0171

0.0123
0.0089

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

            

ร้อยละ

เวลา



 

 

254 แบบจ าลอง Vector Autoregressive (VAR) 

 

รูปท่ี 11.4 การตอบสนองของ Z เม่ือเกิดแรงกระตุน้ให้ Z เพิ่มขึ้นร้อยละ 1 (Z→ Z) 

การวิเคราะห์แรงกระตุ้นและการตอบสนองแสดงการตอบสนองในแต่ละช่วงเวลา 
อย่างไรก็ดี เราสามารถแสดงการตอบสนองแบบสะสมได ้กล่าวคือ น าค่าการตอบสนองมาบวก
เพิ่มขึ้นทีละช่วงเวลา ท าเช่นน้ีไปเร่ือย ๆ และเราอาจเรียกว่าการตอบสนองในระยะยาว โดยหา
อนุกรมเวลาในเวกเตอร์ Xt  มีความน่ิงทั้งหมดแลว้จะไดว้่า การตอบสนองในระยะยาวจะตอ้งลู่เขา้
หาค่าคงท่ีค่าหน่ึง  รูปท่ี  1.5‒1.8  แสดงการตอบสนองแบบสะสมของรูปท่ี 1.1‒1.4  

 

รูปท่ี 11.5 การตอบสนองแบบสะสมของ Y เม่ือเกิดแรงกระตุน้ให้ Y เพิ่มขึ้นร้อยละ 1 (Y→Y) 
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รูปท่ี 11.6 การตอบสนองแบบสะสมของ Z เม่ือเกิดแรงกระตุน้ให้ Y เพิ่มขึ้นร้อยละ 1 (Y→Z) 

 
 

 

รูปท่ี 11.7 การตอบสนองแบบสะสมของ Y เม่ือเกิดแรงกระตุน้ให ้Z เพิ่มขึ้นร้อยละ 1 (Z→Y) 
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รูปท่ี 11.8 การตอบสนองแบบสะสมของ Z เม่ือเกิดแรงกระตุน้ให้ Z เพิ่มขึ้นร้อยละ 1 (Z→Z) 

จากรูปท่ี 11.5‒11.6 ท าให้เราทราบว่า หากเกิดแรงกระตุน้ท่ีท าให้อตัราการเติบโตของ
ปริมาณเงินเพิ่มขึ้นร้อยละ 1 แลว้จะพบว่าในระยะยาวอตัราการเติบโตของปริมาณเงินจะเพิ่มขึ้น
ประมาณร้อยละ 3 ส่วนอตัราการเติบโตของรายไดจ้ะเพิ่มขึ้นประมาณร้อยละ 1.6 ส่วนรูปท่ี 11.7‒

11.8 อธิบายไดว้่า หากเกิดแรงกระตุน้ท่ีท าให้อตัราการเติบโตของรายไดเ้พิ่มขึ้นร้อยละ 1 แลว้จะ
พบว่า ในระยะยาวอตัราการเติบโตของปริมาณเงินจะเพิ่มขึ้นประมาณร้อยละ 0.5 ส่วนอตัราการ
เติบโตของรายไดจ้ะเพิ่มขึ้นประมาณร้อยละ 2 

ในการวิเคราะห์แรงกระตุ้นและการตอบสนองในแบบจ าลอง  VAR นั้ น หากพบว่า
อนุกรมเวลาท่ีอยูใ่นแบบจ าลอง VAR มีหน่วยท่ีแตกต่างกนัมาก เช่น อนุกรมเวลาท่ีใชว้ิเคราะห์คือ 

GDP ซ่ึงมีหน่วยเป็นลา้นบาท และอตัราเงินเฟ้อ (INF) ซ่ึงมีหน่วยเป็นร้อยละ การวิเคราะห์แรง
กระตุน้และการตอบสนองของอนุกรมเวลาทั้งสองน้ีควรพิจารณาในรูปของการเกิดแรงกระตุน้ใน 
GDP ขนาด 1 ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนของสมการ GDP หรือการเกิด
แรงกระตุน้ในอตัราเงินเฟ้อขนาด 1 ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนของสมการ
อตัราเงินเฟ้อ การท าเช่นน้ีจะช่วยให้รูปท่ีแสดงการกระตุ้นและการตอบสนองระหว่างตัวแปร    
ต่าง ๆ ในแบบจ าลอง VAR มีความชดัเจนและง่ายต่อการอธิบายมากขึ้น 
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ตวัอย่างเช่น ก าหนดให้เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม (Covariance Matrix: ) ของตวั
แปรสุ่มคลาดเคล่ือนจากสมการ GDPt (uGDP,t)

  และจากสมการอตัราเงินเฟ้อ (uINF,t) เป็นดงัน้ี 

 = [
1.5 0.35

0.35 0.01
] 

ดังนั้น แรงกระตุ้นใน GDP ขนาด 1 ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของตัวแปรสุ่มคลาดเคล่ือนของ
สมการ GDP ก็คือ √1.5 = 1.223 ล้านบาท ส่วนแรงกระตุ้นในอัตราเงินเฟ้อขนาด  1 ส่วน
เบ่ียงเบนมาตรฐานของตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนของสมการ INF จะค านวณจาก √0.01  ซ่ึงจะได้
ร้อยละ 0.1 นัน่เอง 

• การวิเคราะห์แรงกระตุ้นและการตอบสนองด้วยแบบจ าลอง Vector Moving Average 

ในบทท่ี 3 เราทราบแลว้ว่า แบบจ าลอง AR(p) สามารถแปลงให้เป็นแบบจ าลอง MA(∞)

ได้ ท านองเดียวกันแบบจ าลอง VAR(p) ก็สามารถแปลงให้เป็นแบบจ าลอง Vector Moving 

Average ล าดบั ∞ หรือเขียนย่อว่า VMA(∞) ไดเ้ช่นกนั ดงันั้น การวิเคราะห์แรงกระตุน้และการ
ตอบสนองสามารถอธิบายไดด้ว้ยแบบจ าลอง VMA(∞)  ดงัจะอธิบายต่อไปน้ี 
 เพื่อใหเ้ขา้ใจง่าย เราจะใชแ้บบจ าลอง VAR(1) ในการอธิบาย 

      Xt = A0 + A1Xt‒1 +ut               (11.18 ก) 

โดยท่ี  Xt  =  [
𝑌𝑡
𝑍𝑡
] ,  Xt‒1 =  [

𝑌𝑡−1
𝑍𝑡−1

]  ,  A0 = [
𝑎10
𝑎20

] , A1 = [
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

] และ ut = [
𝑢1𝑡
𝑢2𝑡
]  

เม่ือเราแปลงแบบจ าลอง VAR(1) ใหอ้ยูใ่นรูปแบบจ าลอง VMA(∞) จะเขียนไดด้งัน้ี 

𝑿𝒕 = 𝝁 +∑𝑨𝟏
𝒊 𝒖𝒕−𝒊

∞

𝒊=𝟎

                                                                            (11.21 ก)
17 

โดยท่ี  𝝁 = 𝑬(𝑿𝒕)  ซ่ึงก็คือค่าเฉล่ียของเวกเตอร์  Xt ในแบบจ าลอง VAR  จะเห็นว่า สมการท่ี 

(11.21 ก) ก็คือแบบจ าลอง VMA(∞) นัน่เอง และเราสามารถเขียนไดอี้กแบบคือ 

𝑿𝒕 = 𝝁 +∑𝜱𝒊𝒖𝒕−𝒊

∞

𝒊=𝟎

                                                                            (11.21 ข) 

 
17 ดูวิธีพิสูจน์ในภาคผนวก 11ง 
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โดยท่ี  𝜱𝒊 = 𝑨1
𝑖   ซ่ึงเป็นเมทริกซ์ของค่าสัมประสิทธ์ิตวัท่ี i ในแบบจ าลอง VMA  และ 𝜱𝟎 = 𝑰𝒏 

(n คือจ านวนอนุกรมเวลาในแบบจ าลอง VAR) ดงันั้น เมทริกซ์ 𝜱𝒊 จึงสามารถใช้วิเคราะห์แรง
กระตุ้นและการตอบสนองได้เช่นกัน  ซ่ึงจะเห็นได้ชัดเจนเม่ือเราเขียนสมการท่ี (11.21 ข) 

ดงัต่อไปน้ี 

[
𝑌𝑡
𝑍𝑡
] = [

𝜇𝑦
𝜇𝑧
] + [

1 0
0 1

] [
𝑢1𝑡
𝑢2𝑡
] + [

𝜙11,1 𝜙12,1
𝜙21,1 𝜙22,1

] [
𝑢1,𝑡−1
𝑢2,𝑡−1

] + [
𝜙11,2 𝜙12,2
𝜙21,2 𝜙22,2

] [
𝑢1,𝑡−2
𝑢2,𝑡−2

] 

+[
𝜙11,3 𝜙12,3
𝜙21,3 𝜙22,3

] [
𝑢1,𝑡−3
𝑢2,𝑡−3

] + ⋯                                                           (11.21 ค) 

ความหมายของค่าพารามิเตอร์ ∅11,𝑖, ∅12,𝑖, ∅21,𝑖และ ∅22,𝑖 อธิบายไดด้งัน้ี 
• ค่าพารามิเตอร์ ∅11,𝑖  จะแสดงถึงการตอบสนองของอนุกรมเวลา Y  ใน i ช่วงเวลาถดัมา 

หลงัเกิดแรงกระตุน้ของตวัแปร Y ขนาด 1 หน่วย ณ เวลา t = 0 โดยตวัแปรอ่ืน ๆ คงท่ี    
• ค่าพารามิเตอร์ ∅12,𝑖  จะแสดงถึงการตอบสนองของอนุกรมเวลา Y  ใน i ช่วงเวลาถดัมา 

หลงัเกิดแรงกระตุน้ของตวัแปร Z ขนาด 1 หน่วย ณ เวลา t = 0 โดยตวัแปรอ่ืน ๆ คงท่ี     

• ค่าพารามิเตอร์ ∅21,𝑖  จะแสดงถึงการตอบสนองของอนุกรมเวลา Z  ใน i ช่วงเวลาถดัมา 
หลงัเกิดแรงกระตุน้ของตวัแปร Y ขนาด 1 หน่วย ณ เวลา t = 0 โดยตวัแปรอ่ืน ๆ คงท่ี     

• ค่าพารามิเตอร์ ∅22,𝑖  จะแสดงถึงการตอบสนองของอนุกรมเวลา Z  ใน i ช่วงเวลาถดัมา 
หลงัเกิดแรงกระตุน้ของตวัแปร Z ขนาด 1 หน่วย ณ เวลา t = 0 โดยตวัแปรอ่ืน ๆ คงท่ี     

และผลท่ีไดจ้ะเท่ากบัการวิเคราะห์การตอบสนองต่อแรงกระตุน้ดว้ยแบบจ าลอง VAR  

11.5 การวิเคราะห์แรงกระตุ้นและการตอบสนองแบบตั้งฉาก (Orthogonal 

Impulse Response Analysis) 

 ในหวัขอ้ท่ีผา่นมาเราไดศึ้กษาถึงการวิเคราะห์แรงกระตุน้และการตอบสนอง กล่าวคือ เม่ือ
มีแรงกระตุน้ในตวัแปรใดตวัแปรหน่ึง เช่น ตวัแปร Z จะส่งผลกระทบต่อตวัแปรอ่ืน ๆ ท่ีเหลือ
ทั้งหมดในแบบจ าลอง VAR ในช่วงเวลาท่ี 1, 2, 3, … ถดัไปเร่ือย ๆ แต่แรงกระตุน้ในตวัแปร Y  
และ Z  มกัจะไม่เป็นอิสระต่อกัน ซ่ึงยืนยนัได้จาก Cov(u1t,u2t) ≠ 0 ดังแสดงในเมทริกซ์ความ
แปรปรวนร่วมของ u1t และ u2t จากสมการท่ี (11.8 ฉ)  
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𝜮 = E(𝒖𝒕𝒖𝒕
′) =  [

𝜎1
2 𝜎12

𝜎21 𝜎2
2 ]                                                                    (11.8 ฉ) 

นั่นคือ การสมมุติให้แรงกระตุน้ของตวัหน่ึงมีค่าเป็น 1 ในขณะท่ีแรงกระตุน้ของอีกตวัหน่ึงเป็น
ศูนย ์ดงัเช่น u0 =  [𝑢10𝑢20] =  [

1

0
]  เป็นการปิดบงัถึงผลกระทบจากแรงกระตุน้ของอนุกรมเวลาหน่ึง

ท่ีมีต่ออนุกรมเวลาอีกชุดหน่ึงในทันที ปัญหาดงักล่าวสามารถแกไ้ขไดด้ว้ยการวิเคราะห์แรงกระตุน้
และการตอบสนองแบบตั้งฉาก (Orthogonal Impulse Response Analysis) ซ่ึงมีรายละเอียด
ดงัน้ี 

พิจารณาแบบจ าลอง VMA(∞) ดงัน้ี 

𝑿𝒕 = 𝝁 +∑𝜱𝒊𝒖𝒕−𝒊

∞

𝒊=𝟎

                                                                                  (11.21 ข) 

เน่ืองจากเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของ ut ซ่ึงเขียนแทนด้วย   จะต้องมีคุณสมบัติเป็น 

Positive Definite  เสมอ ดงันั้นจะตอ้งมีเมทริกซ์สามเหล่ียมล่าง (Lower Triangular Matrix)  

P  ท่ีมีคุณสมบติัดงัน้ี 

 PPʹ =              (11.22 ก) 

สมการท่ี (11.22 ก) เรียกว่า วิธีการแยกแบบ Choleski (Choleski Decomposition) 
ตวัอยา่งเช่น ถา้ก าหนดใหเ้มทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของ u1t และ u2t  เป็นดงัน้ี 

  = [1.5056719×10
−5

2.2337878×10
−7

2.2337878×10
−7

8.9719295×10
−5
] 

แลว้จะสามารถหาเมทริกซ์สามเหล่ียมล่าง ไดแ้ก่ P = [
0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
]  ซ่ึงมีคุณสมบติั

คือ 

𝑷𝑷′ = [
0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
] [

0.0038803 0.0000576

0 0.0094719
] 

 = [1.5056719×10
−5

2.2337878×10
−7

2.2337878×10
−7

8.9719295×10
−5
] = 𝜮 

จากเมทริกซ์  P  = [
0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
]   สามารถเขียนใหอ้ยูใ่นรูปดงัต่อไปน้ีได ้
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  = [
1 0

0.0000576

0.0038803
1
] [

0.0038803 0

0 0.0094719
] 

  = [
1 0

0.014844 1
] [

0.0038803 0

0 0.0094719
] 

หรือ         P  = WD            (11.22 ข) 

โดยท่ี D = [
0.0038803 0

0 0.0094719
] ซ่ึงก็คือเมทริกซ์ทแยงมุมท่ีมีสมาชิกต าแหน่งทแยงมุม

เหมือนกบัสมาชิกต าแหน่งทแยงมุมของเมทริกซ์ P ส่วน W = [
1 0

0.014844 1
]  ซ่ึงก็คือเมทริกซ์

สามเหล่ียมล่างท่ีท าให้สมการท่ี (11.22 ข) เป็นจริงโดยมีสมาชิกต าแหน่งแนวทแยงมุมจะเป็น 1 
ทั้งหมด และถา้ก าหนดให ้

        εt  =  W‒1ut           (11.22 ค) 

จะไดว้า่ เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของ εt =  [𝜀1𝑡𝜀2𝑡]  (ใชส้ัญลกัษณ์ 𝜮𝜺) ค  านวณไดด้งัน้ี 

𝜮𝜺 = E(𝜺𝒕𝜺𝒕
′) 

= E[(𝑾−𝟏𝒖𝒕)(𝑾
−𝟏𝒖𝒕)

′] 

  = E[(𝑾−𝟏)𝒖𝒕𝒖𝒕
′(𝑾−𝟏)′] 

  = (𝑾−𝟏)E[𝒖𝒕𝒖𝒕
′](𝑾−𝟏)′        เน่ีองจาก W‒1  คือเมทริกซ์ของค่าคงท่ี 

  = (𝑾−𝟏)𝜮(𝑾′)−1    เน่ืองจาก Σ = E[𝒖𝒕𝒖𝒕′] และ  (𝑾′)−1 = (𝑾−𝟏)′ 

  = (𝑾−𝟏)𝑷𝑷′(𝑾′)−1    เน่ืองจาก Σ =  PPʹ 

  = (𝑾−𝟏)𝑾𝑫𝟐𝑾′(𝑾′)−1    เน่ืองจาก P =  WD 

  =  D2       
    (11.22 ง) 

หรือเขียนไดว้า่ 

Σ𝜀 = [
𝑣𝑎𝑟(𝜀1𝑡) 𝑐𝑜𝑣(𝜀1𝑡, 𝜀2𝑡)

𝑐𝑜𝑣(𝜀2𝑡, 𝜀1𝑡) 𝑣𝑎𝑟(𝜀2𝑡)
] = 𝐷2 
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= [
0.0038803 0

0 0.0094719
]

2

 

= [
(0.0038803)2 0

0 (0.0094719)2
]                                                   11.22 จ) 

 

จากสมการท่ี (11.22 จ) ท าให้เราสรุปไดว้่า สมาชิกต าแหน่งทแยงมุม (j,j) ของเมทริกซ์ P และ D 

ก็คือส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือน εjt นั่นเอง ( j = 1, 2)  และตวัแปรสุ่ม
คลาดเคล่ือน  ε1t และ ε2t จะเป็นอิสระต่อกันหรือไม่ มีความสัมพันธ์ ต่อกัน ทั้ ง น้ี เพราะ 

𝑐𝑜𝑣(𝜀1𝑡, 𝜀2𝑡) = 𝑐𝑜𝑣(𝜀2𝑡, 𝜀1𝑡) = 0 

ถา้น าเมทริกซ์  WW‒1 = I   เขา้ไปแทรกอยูใ่นสมการท่ี (11.21 ข) ในรูปต่อไปน้ี 

𝑿𝒕 = 𝝁+∑𝜱𝒊𝑾𝑾
−𝟏𝒖𝒕−𝒊

∞

𝒊=𝟎

                                                                       (11.23 ก) 

และจาก  (11.22 ค)    εt  =  W‒1u   แทนค่าลงในสมการขา้งบนจะได ้

𝑿𝒕 = 𝝁 +∑𝜱𝒊𝑾𝜺𝒕−𝒊

∞

𝒊=𝟎

  

และเน่ืองจาก  P =  WD   หรือ   W  = PD‒1   แทนค่าในสมการขา้งบนจะได ้

𝑿𝒕 = 𝝁 +∑𝜱𝒊𝑷(𝑫
−𝟏𝜺𝒕−𝒊)

∞

𝒊=𝟎

  

และเขียนใหม่เป็นดงัน้ี 

𝑿𝒕 = 𝝁 +∑𝚯𝒊(𝑫
−𝟏𝜺𝒕−𝒊)

∞

𝒊=𝟎

                                                                           (11.23 ข) 

โดยท่ี  𝚯𝒊 = 𝜱𝒊𝑷 , ส่วน D ก็คือเมทริกซ์ทแยงมุมโดยสมาชิกต าแหน่งแนวทแยงมุมท่ี (j, j) ก็คือ
ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของ εjt นั่นเอง จากสมการท่ี (11.23 ข) บอกเราว่า ในการวิเคราะห์แรง
กระตุน้และการตอบสนองแบบตั้งฉาก (Orthogonal Impulse Response Analysis) จะเป็นการ
วิเคราะห์จากการท่ีค่าของ ε1t (หรือ ε2t) เพิ่มขึ้น 1 ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานนั่นเอง ดงัจะอธิบายให้
เห็นภาพไดช้ดัเจนขึ้นดงัน้ี 
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ก าหนดให้  𝑫−𝟏𝜺𝒕 = 𝝎𝒕                  (11.23 ค)18
 

แทนค่าในสมการท่ี (11.23 ข) จะได ้

𝑿𝒕 = 𝝁+∑𝚯𝒊𝝎𝒕−𝒊

∞

𝒊=𝟎

                                                                            (11.23 ง) 

ก าหนดให ้𝝎𝒕 = [
𝜔1𝑡
𝜔2𝑡

] = [
1
0
]  แทนค่าใน (11.23 ค) แลว้พิจารณาดงัน้ี 

[
√𝑣𝑎𝑟(𝜀1𝑡) 0

0 √𝑣𝑎𝑟(𝜀2𝑡)
]

−1

[
𝜀1𝑡
𝜀2𝑡
] = [

1
0
] 

[
𝜀1𝑡
𝜀2𝑡
] = [

√𝑣𝑎𝑟(𝜀1𝑡) 0

0 √𝑣𝑎𝑟(𝜀2𝑡)
] [
1
0
]    

[
𝜀1𝑡
𝜀2𝑡
] = [√𝑣𝑎𝑟(𝜀1𝑡)

0
]  

ดังนั้ น เราจึงอธิบายได้ว่า หาก 𝝎𝒕 = [
𝜔1𝑡
𝜔2𝑡

] = [
1
0
]  จะมีค่าเท่ากับ  [𝜀1𝑡𝜀1𝑡] = [

√𝑣𝑎𝑟(𝜀1𝑡)

0
]  

นั่นเอง หรือกล่าวอีกอย่างหน่ึงคือ เม่ือ ω1t เพิ่มขึ้น 1 หน่วยในขณะท่ี ω2t ไม่เปล่ียนแปลง จะมี
ความเท่ากบัค่า ε1t เพิม่ขึน้ 1 ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานน่ันเอง 

จะเห็นว่า สมการท่ี (11.23 ง) เป็นสมการในรูป VMA(∞)  ท่ีเราไดเ้คยใชใ้นหัวขอ้ก่อน
หน้าน้ีมาแลว้นั่นเอง ดังนั้น เราสามารถใช้สมการดังกล่าวในการวิเคราะห์แรงกระตุน้และการ
ตอบสนองไดด้งัน้ี 

สมการท่ี (11.23 ง) เขียนไดอี้กอยา่งดงัน้ี 

[
𝑌𝑡
𝑍𝑡
] = [

𝜇𝑦
𝜇𝑧
] + [

𝜃11,0 0

𝜃21,0 𝜃22,0
] [
𝜔1𝑡
𝜔2𝑡

] + [
𝜃11,1 𝜃12,1
𝜃21,1 𝜃22,1

] [
𝜔1,𝑡−1
𝜔2,𝑡−1

] 

   + [
𝜃11,2 𝜃12,2
𝜃21,2 𝜃22,2

] [
𝜔1,𝑡−2
𝜔2,𝑡−2

] + [
𝜃11,3 𝜃12,3
𝜃21,3 𝜃22,3

] [
𝜔1,𝑡−3
𝜔2,𝑡−3

] + ⋯                  (11.23 จ) 

 

 
18

 ω  คืออกัษรกรีก อ่านว่าโอเมกา (Omega) 



 

 

263 แบบจ าลอง Vector Autoregressive (VAR) 

จากสมการขา้งบน ถา้ก าหนดให้ 𝝎𝟎 = [
𝜔10
𝜔20

] = [
1
0
]  ซ่ึงมีค่าเท่ากบั19  [𝜀10𝜀20] = [

√𝑣𝑎𝑟(𝜀1𝑡)

0
] 

ดงันั้น เราจึงอธิบายไดว้่า เม่ือเกิดแรงกระตุน้ขนาด 1 ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของ ε1t ในอนุกรม
เวลา Y  แลว้จะส่งผลกระทบในทันทีต่อตวัแปร Z  หรือเขียนไดว้า่ Z0 =  θ21,0  

เม่ือพิจารณาเมทริกซ์ความแปรปรวนของ ω1t และ ω2t ในสมการท่ี (12.23 ง)  

𝚺𝝎 =  𝑽𝒂𝒓(𝝎𝒕) 

 =  𝑽𝒂𝒓(𝑫−𝟏𝜺𝒕) 

 =  𝑫−𝟏𝑽𝒂𝒓(𝜺𝒕)𝑫
−𝟏′ 

 =  𝑫−𝟏𝚺𝜺𝑫
−𝟏′   

 =  𝑫−𝟏𝑫𝟐(𝑫′)−𝟏  เน่ืองจาก  (𝑫′)−𝟏 = 𝑫−𝟏′ 

 =  𝑫−𝟏𝑫𝑫′(𝑫′)−𝟏  เน่ืองจาก  D เป็นเมทริกซ์ทแยงมุม ดงันั้น D = Dʹ 

= 𝑰𝒏  (n คือจ านวนอนุกรมเวลาในแบบจ าลอง)    (11.23 ฉ) 

จะเห็นว่า Cov(ω1t, ω2t) = 0 นั่นคือ ω1t ไม่มีความสัมพันธ์กับ ω2t หรือเรียกว่าตัวแปรสุ่ม
คลาดเคล่ือนทั้ง 2 ตวัน้ีตั้งฉากกัน (Orthogonal) นั่นคือ หาก ω1t เปล่ียนแปลงไป จะไม่ส่งผล
กระทบใด ๆ ต่อ ω2t เราจึงเรียกการวิเคราะห์การกระตุ้นและการตอบสนองจากสมการ ท่ี      
(11.23 ง) หรือ (11.23 ข) ว่า การวิเคราะห์ตอบสนองต่อแรงกระตุ้นแบบตั้งฉาก (Orthogonal 

Impulse Response Analysis)  

เพื่อใหเ้ขา้ใจไดง้่ายขึ้น ขอใชต้วัอยา่งท่ีแลว้ Yt คืออตัราการเติบโตของปริมาณเงิน       (ร้อย
ละ) Zt คืออตัราการเติบโตของรายได ้(ร้อยละ) และก าหนดใหค้่าพารามิเตอร์แบบจ าลอง VAR(1) 
มีค่าเป็นดงัน้ี 

 [
𝑌𝑡
𝑍𝑡
] = [

0.631 0.090

0.286 0.430
] [
𝑌𝑡−1
𝑍𝑡−1

] + [
𝑢1𝑡
𝑢2𝑡
]      (11.24 ก) 

หรือเขียนไดว้า่ 

 

 
19 อย่าลืมว่า εt = W‒1ut  และ W‒1 คือเมทริกซ์ท่ีเป็นค่าคงท่ี ดงันั้น εt จึงเป็นตวัรบกวนขาวเช่นเดียวกบั ut ด้วย นั่นคือ  
Var(ε1t) และ Var(ε2t) จึงมีค่าคงท่ีทุก ๆ ช่วงเวลา 
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Xt     =  A1Xt‒1 +ut         (11.24 ข) 

โดยท่ี   Xt  = [
𝑌𝑡
𝑍𝑡
],  A1 = [

0.631 0.090

0.286 0.430
]  และ  ut = [

𝑢1𝑡
𝑢2𝑡
]  และก าหนดให้ เมทริกซ์ความ

แปรปรวนร่วมของ u1t และ u2t  คือ   = [1.5056719×10
−5

2.2337878×10
−7

2.2337878×10
−7

8.9719295×10
−5
]  และสมการท่ี 

(11.24 ข) สามารถเขียนใหอ้ยูใ่นรูปแบบจ าลอง VMA(∞) ไดด้งัน้ี  

𝑿𝒕 =∑𝜱𝒊𝒖𝒕−𝒊

∞

𝒊=𝟎

                                                                                              (11.24 ค) 

โดยท่ี   𝜱𝒊 = 𝑨𝟏
𝒊      นัน่คือ เราจะได ้

𝑿𝒕 = 𝑨𝟏
𝟎𝒖𝒕 + 𝑨𝟏

𝟏𝒖𝒕−𝟏 + 𝑨𝟏
𝟐𝒖𝒕−𝟐 + 𝑨𝟏

𝟑𝒖𝒕−𝟑 +⋯ 

= [
1 0

0 1
] [
𝑢1𝑡
𝑢2𝑡
] + [

0.631 0.090

0.286 0.430
] [
𝑢1,𝑡−1
𝑢2,𝑡−1

] + [
0.631 0.090

0.286 0.430
]
2

[
𝑢1,𝑡−2
𝑢2,𝑡−2

] 

+[
0.631 0.090

0.286 0.430
]
3

[
𝑢1,𝑡−3
𝑢2,𝑡−3

] + ⋯                                                       (11.24 ง) 

เราทราบแลว้ว่า จากการใช้วิธีการแยกแบบ Choleski จะท าให้เราเขียนเมทริกซ์ความแปรปรวน
ร่วมของ u1t และ u2t ไดด้งัน้ี  

  = [1.5056719×10
−5

2.2337878×10
−7

2.2337878×10
−7

8.9719295×10
−5
] 

    = [
0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
] [

0.0038803 0.0000576

0 0.0094719
] 

    =  PPʹ   

โดยท่ี  P = [
0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
]  และจากสมการท่ี (11.22 ข)  เราสามารถเขียนไดว้า่  

          P   =                        W  D 

[
0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
]   = [

1 0

0.014844 1
]  ∙ [

0.0038803 0

0 0.0094719
] 

โดยท่ี W = [
1 0

0.014844 1
] , D= [

0.0038803 0

0 0.0094719
]  ดงันั้น สมการท่ี (11.24 ค) และ 

(11.24 ง) เขียนไดด้งัน้ี 
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𝑿𝒕 =∑𝜱𝒊𝑷(𝑫
−𝟏𝜺𝒕−𝒊)

∞

𝒊=𝟎

                                                                                (11.24 จ) 

= [
1 0

0 1
] [

0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
] [

0.0038803 0

0 0.0094719
]
−1

[
𝜀1𝑡
𝜀2𝑡
] 

+[
0.631 0.090

0.286 0.430
] [

0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
] [

0.0038803 0

0 0.0094719
]
−1

[
𝜀1,𝑡−1
𝜀2,𝑡−1

] 

+[
0.631 0.090

0.286 0.430
]

2

[
0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
] [

0.0038803 0

0 0.0094719
]
−1

[
𝜀1,𝑡−2
𝜀2,𝑡−2

] 

+[
0.631 0.090

0.286 0.430
]

3

[
0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
] [

0.0038803 0

0 0.0094719
]
−1

[
𝜀1,𝑡−3
𝜀2,𝑡−3

]  

+⋯             (11.24 ฉ) 

หรือเขียนใหม่ไดว้า่ 

𝑿𝒕 =∑𝚯𝒊𝝎𝒕−𝒊

∞

𝒊=𝟎

                                                                                              (11.24 ช) 

= [
0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
] [
𝜔1𝑡
𝜔2𝑡

] 

+([
0.631 0.090

0.286 0.430
] [

0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
]) [

𝜔1,𝑡−1
𝜔2,𝑡−1

] 

+([
0.631 0.090

0.286 0.430
]

2

[
0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
]) [

𝜔1,𝑡−2
𝜔2,𝑡−2

]  

+([
0.631 0.090

0.286 0.430
]

3

[
0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
]) [

𝜔1,𝑡−3
𝜔2,𝑡−3

] + ⋯  

= [
0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
] [
𝜔1𝑡
𝜔2𝑡

] 

+[
0.00245 0.00085

0.00114 0.00407
] [
𝜔1,𝑡−1
𝜔2,𝑡−1

] 

+[
0.00165 0.0009

0.00119 0.0019
] [
𝜔1,𝑡−2
𝜔2,𝑡−2

]  

+[
0.00115 0.00075

0.00098 0.00112
] [
𝜔1,𝑡−3
𝜔2,𝑡−3

] + ⋯                                              (11.24 ซ) 
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นัน่คือ เราจะได ้𝚯𝟎 =  [0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
],   𝚯𝟏 =  [

0.002454 0.000852

0.001135 0.004073
], 

𝚯𝟐 = [
0.001650 0.000904

0.001190 0.001995
] , 𝚯𝟑 = [

0.001148 0.000750

0.000984 0.001117
] , …  จากนั้ นเราจึงสามารถ

วิเคราะห์แรงกระตุน้และการตอบสนองแบบตั้งฉาก ดงัจะอธิบายต่อไปน้ี 

ถา้ก าหนดให ้𝝎𝟎 = [
𝜔10
𝜔20

] = [
1

0
]   เราจะได ้

𝚯𝟎𝝎𝟎 =   [
0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
] [

1

0
]= [

0.0038803

0.0000576
]   

ซ่ึงหมายถึง เม่ือเกิดแรงกระตุ้นในอัตราการเติบโตของปริมาณเงิน 1 ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน    
(ร้อยละ 0.0038803)

 ของ ε1t   จะพบว่า อตัราการเติบโตของรายไดมี้การตอบสนองเพิ่มขึ้นทันที 
ร้อยละ 0.0000576  

ในทางกลบักนั ถา้ก าหนดให ้𝝎𝟎 = [
𝜔10
𝜔20

] = [
0

1
]   เราจะได ้ 

𝚯𝟎𝝎𝟎 =   [
0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
] [

0

1
]= [

0

0.0095
]  

นั่นคือ เม่ือเกิดแรงกระตุ้นในอัตราการเติบโตของรายได้ 1 ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน (ร้อยละ 
0.0095) ของ ε2t แลว้จะพบวา่ อตัราการเติบโตของปริมาณเงินจะไม่มีการตอบสนองใด ๆ  

จากวิธีการแยกแบบ Choleski จะท าให้เราเห็นว่า เม่ือเกิดแรงกระตุน้ในอตัราการเติบโต
ของปริมาณเงิน (Yt ) จะพบวา่อตัราการเติบโตของรายได ้(Zt) มีการตอบสนองในทันที  แต่ในทาง
กลบักัน หากเกิดแรงกระตุน้ในอตัราการเติบโตของรายได้ (Zt ) จะพบว่าอตัราการเติบโตของ
รายได ้(Zt) ไม่มีการตอบสนองในทันที 

การวิเคราะห์แรงกระตุน้และการตอบสนองในลกัษณะน้ีเป็นคุณสมบติัของการวิเคราะห์
แรงกระตุน้และการตอบสนองแบบตั้งฉาก (Orthogonal Impulse Response Analysis) ส่วน
การวิเคราะห์แรงกระตุน้และการตอบสนองแบบตั้งฉากในช่วงเวลาถดัไป สามารถท าไดด้ว้ยการ
พิจารณาจากเมทริกซ์ 𝚯𝟏, 𝚯𝟐, 𝚯𝟑, …  ดงัจะยกตวัอยา่งต่อไปน้ี 
 เราทราบแลว้ว่า เมทริกซ์ของค่าพารามิเตอร์ 𝚯𝟏 = [0.00245 0.00085

0.00114 0.00407
] ซ่ึงอธิบาย

ความหมายไดด้งัน้ี 
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• เม่ือเกิดแรงกระตุน้ในอตัราการเติบโตของปริมาณเงิน จ านวน 1 ส่วนเบ่ียงเบน
มาตรฐาน (ร้อยละ 0.0038803) ของ ε1t แลว้ ใน 1 ช่วงเวลาถัดไป จะพบว่า อตัราการเติบโตของ
ปริมาณเงินจะเพิ่มขึ้นร้อยละ 0.00245 และอตัราการเติบโตของรายไดจ้ะเพิ่มขึ้น 0.00114 

• เม่ือเกิดแรงกระตุ้นในอัตราการเติบโตของรายได้ จ านวน 1 ส่วนเบ่ียงเบน
มาตรฐาน (ร้อยละ  0.0094719) ของ ε2t  แลว้ ใน 1 ช่วงเวลาถัดไป จะพบว่าอตัราการเติบโตของ
ปริมาณเงินจะเพิ่มขึ้นร้อยละ 0.00085 และอตัราการเติบโตของรายไดจ้ะเพิ่มขึ้น 0.00407 ท านอง
เดียวกนัเราสามารถอธิบายเมทริกซ์ของค่าพารามิเตอร์ 𝚯𝟐 = [0.00165 0.0009

0.00119 0.0019
] ไดด้งัน้ี 

• เม่ือเกิดแรงกระตุน้ในอตัราการเติบโตของปริมาณเงิน จ านวน 1 ส่วนเบ่ียงเบน
มาตรฐาน (ร้อยละ 0.0038803) ของ ε1t  แลว้ ใน 2 ช่วงเวลาถัดไป จะพบว่า อตัราการเติบโตของ
ปริมาณเงินจะเพิ่มขึ้นร้อยละ 0.00165 และอตัราการเติบโตของรายไดจ้ะเพิ่มขึ้น 0.00119 

• เม่ือเกิดแรงกระตุ้นในอัตราการเติบโตของรายได้ จ านวน 1 ส่วนเบ่ียงเบน
มาตรฐาน (ร้อยละ 0.0094719) ของ ε2t แลว้ ใน 2 ช่วงเวลาถัดไป จะพบว่าอตัราการเติบโตของ
ปริมาณเงินจะเพิ่มขึ้นร้อยละ 0.0009 และอตัราการเติบโตของรายไดจ้ะเพิ่มขึ้น 0.0019 

ส่วนการอธิบายเมทริกซ์ค่าพารามิเตอร์ 𝚯𝟑, 𝚯𝟒…  สามารถอธิบายไดใ้นลกัษณะเดียวกนั
น้ี จากการวิเคราะห์แรงกระตุน้และการตอบสนองแบบตั้งฉากเราสามารถน ามาเขียนเป็นกราฟได ้
ดงัแสดงในรูปท่ี 11.9‒11.12 (ในกราฟจะแสดงตวัเลขเป็นทศนิยม 4 ต าแหน่ง) 
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รูปท่ี 11.9 การตอบสนองแบบตั้งฉากของ Y 

เม่ือเกิดแรงกระตุน้ให้ Y เพิ่มขึ้น 1 ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน (Y → Y) 

 
 

 

รูปท่ี 11.10 การตอบสนองแบบตั้งฉากของ Z 

เม่ือเกิดแรงกระตุน้ให้ Y เพิ่มขึ้น 1 ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน (Y → Z) 
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รูปท่ี 11.11 การตอบสนองแบบตั้งฉากของ Y 

เม่ือเกิดแรงกระตุน้ให้ Z เพิ่มขึ้น 1 ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน (Z → Y) 

 

 

รูปท่ี 11.12 การตอบสนองแบบตั้งฉากของ Z 

เม่ือเกิดแรงกระตุน้ให้ Z เพิ่มขึ้น 1 ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน (Z → Z) 
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 มีส่ิงหน่ึงท่ีพึงระวงัในการวิเคราะห์แรงกระตุน้และการตอบสนองแบบตั้งฉากก็คือ ล าดบั
ของตวัแปรท่ีเปล่ียนไปจะท าให้การวิเคราะห์ได้ผลต่างกันด้วย กล่าวคือ ท่ีผ่านมาเราวิเคราะห์
แบบจ าลอง VAR ดงัสมการท่ี (11.24 ก) 

 [
𝑌𝑡
𝑍𝑡
] = [

0.631 0.090

0.286 0.430
] [
𝑌𝑡−1
𝑍𝑡−1

] + [
𝑢1𝑡
𝑢2𝑡
]      (11.24 ก) 

ซ่ึงมีเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของ u1t และ u2t คือ  

𝜮 = [1.5056719×10
−5

2.2337878×10
−7

2.2337878×10
−7

8.9719295×10
−5
] 

และ เราได้ใช้วิ ธี แยกแบบ  Choleski กับ เมท ริกซ์  Σ  ข้า งต้น  ท า ให้ ได้ เมท ริกซ์  𝑷 =
[
0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
]  ซ่ึงจะท าให้เราสามารถแสดงให้เห็นว่า เม่ือมีแรงกระตุ้นในอตัราการ

เติบโตของปริมาณเงินแลว้ อตัราการเติบโตของรายไดจ้ะมีการตอบสนองทนัที (Y→ Z) ในขณะท่ี
เม่ือมีแรงกระตุน้ในอตัราการเติบโตของรายได้แลว้ อตัราการเติบโตของปริมาณเงินจะไม่มีการ
ตอบสนองทนัที (Z ↛ Y)   

 หากแบบจ าลอง VAR มีการเรียงล าดบัดงัน้ี 

 [
𝑍𝑡
𝑌𝑡
] = [

0.286 0.430

0.631 0.090
] [
𝑍𝑡−1
𝑌𝑡−1

] + [
𝑢2𝑡
𝑢1𝑡
]     (11.25) 

ดงันั้น เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของ u2t และ u1t  หรือเขียนไดว้า่  

𝜮𝟐  = [8.9719295×10
−5

2.2337878×10
−7

2.2337878×10
−7

1.5056719×10
−5
] 

จะตอ้งถูกน ามาแยกเพื่อหาเมทริกซ์  P2 ดว้ยวิธีการแยกแบบ Choleski  ซ่ึงจะได ้ 

P2 = [
0.0094719 0

0.0000236 0.0038803
] 

ซ่ึงจะท าให้เราสามารถแสดงให้เห็นว่า เม่ือมีแรงกระตุน้ในอตัราการเติบโตของรายได้แลว้ อตัรา
การเติบโตของปริมาณเงินจะมีการตอบสนองทนัที (Z→ Y) ในขณะท่ีเม่ือมีแรงกระตุน้ในอตัรา
การเติบโตของปริมาณเงินแลว้ อตัราการเติบโตของรายไดจ้ะไม่มีการตอบสนองทนัที (Y ↛ Z)  

และเรายงัพบวา่การใชเ้มทริกซ์ P2 ในการวิเคราะห์แรงกระตุน้และการตอบสนองแบบตั้งฉากจะท า
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ให้แรงกระตุน้จาก Y  ท่ีจะส่งผลต่อ Y  (Y→ Y) และแรงกระตุน้จาก Z  ท่ีจะส่งผลต่อ Z  (Z→ Z)  

ต่างไปจากเดิมอีกดว้ย  เราสามารถแสดงผลการวิเคราะห์แรงกระตุน้และผลกระทบแบบตั้งฉากจาก
การใชส้มการท่ี (11.25) ไดด้งัตารางท่ี 11.4 และ 11.5 ดงัน้ี 

ตารางท่ี 11.4 แสดงการตอบสนองแบบตั้งฉากของอตัราการเติบโตของรายได ้(Z) เม่ือเกิดแรง
กระตุน้ให้อตัราการเติบโตของรายได ้(Z) เพิ่มขึ้นร้อยละ 0.0094719  และเม่ือเกิดแรงกระตุน้ให้
อตัราการเติบโตของปริมาณเงิน (Y) เพิ่มขึ้น 0.0038803  

ช่วงเวลา 
การตอบสนองของ Z เม่ือเกิดแรง

กระตุน้จาก Z (Z→ Z) 

การตอบสนองของ Z เม่ือเกิดแรง
กระตุน้จาก Y (Y→ Z) 

0 0.0095 0.0000 

1 0.0041 0.0011 

2 0.0020 0.0012 

3 0.0011 0.0010 

4 0.0007 0.0007 

5 0.0005 0.0006 

6 0.0003 0.0004 

7 0.0002 0.0003 

8 0.0002 0.0002 

9 0.0001 0.0002 

10 0.000084 0.0001 
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ตารางท่ี 11.5 แสดงการตอบสนองแบบตั้งฉากของอตัราการเติบโตของปริมาณเงิน (Y) เม่ือเกิด
แรงกระตุน้ใหอ้ตัราการเติบโตของรายได ้(Z) เพิ่มขึ้นร้อยละ 0.0094719  และเม่ือเกิดแรงกระตุน้
ใหอ้ตัราการเติบโตของปริมาณเงิน (Y) เพิ่มขึ้น 0.0038803  

ช่วงเวลา 
การตอบสนองของ Y เม่ือเกิดแรง

กระตุน้จาก Z (Z→ Y) 

การตอบสนองของ Y เม่ือเกิดแรง
กระตุน้จาก Y (Y→ Y) 

0 0.000024 0.0039 

1 0.0009 0.0024 

2 0.0009 0.0016 

3 0.0008 0.0011 

4 0.0006 0.0008 

5 0.0004 0.0006 

6 0.0003 0.0004 

7 0.0002 0.0003 

8 0.0002 0.0002 

9 0.0001 0.0002 

10 0.000085 0.0001 

 

 ในกรณีท่ีแบบจ าลอง VAR มีอนุกรมเวลามากกวา่ 2 ตวั เช่น  

 [
𝑌𝑡
𝑍𝑡
𝑅𝑡

] = [
0.994 0.009 -0.000015

0.001 1.001 -0.001

-0.056 0.078 1.004

] [
𝑌𝑡−1
𝑍𝑡−1
𝑅𝑡−1

] + [

𝑢1𝑡
𝑢2𝑡
𝑢3𝑡
]      (11.26) 

โดยท่ี Rt คือผลต่างล าดบัท่ี 1 ของอตัราดอกเบ้ีย (หรือกล่าววา่เป็นการเปล่ียนแปลงในอตัราดอกเบ้ีย
ก็ได)้ ถา้เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของ u1t, u2t และ u3t คือ  

𝜮 = [
1.19×10

−5
1.14×10

−6
3.13×10

−5

1.14×10
−6

0.000102 0.000453

3.13×10
−5

0.000453 0.118052

]                                             (11.27) 

และเม่ือใชว้ิธีแยกแบบ Choleski กบัเมทริกซ์ Σ ขา้งตน้ ท าใหไ้ดเ้มทริกซ์ P ดงัน้ี 

𝑷 = [
0.0034553 0 0

0.0003309 0.0100920 0

0.0090674 0.0446277 0.3405561

]                                         (11.28) 
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ซ่ึงจะท าให้เราสามารถแสดงให้เห็นว่า เม่ือมีแรงกระตุน้ในอตัราการเติบโตของปริมาณเงินแลว้ 
อตัราการเติบโตของรายไดแ้ละการเปล่ียนแปลงอตัราดอกเบ้ียจะมีการตอบสนองทนัที (Y→Z และ 

Y→R)  และเม่ือมีแรงกระตุน้ในอตัราการเติบโตของรายได้จะท าให้การเปล่ียนแปลงของอตัรา
ดอกเบ้ียจะมีการตอบสนองทนัที (Z→R)  แต่ในทางกลบักนั เม่ือมีแรงกระตุน้ในอตัราการเติบโต
ของรายไดแ้ลว้ อตัราการเติบโตของปริมาณเงินจะไม่มีการตอบสนองทนัที (Z↛Y)  รวมทั้งเม่ือมี
แรงกระตุน้ในอตัราการเติบโตของอตัราดอกเบ้ียแลว้ อตัราการเติบโตของปริมาณเงิน และอตัรา
การเติบโตของรายได้จะไม่มีการตอบสนองทนัที (R↛Y และ R↛Z)  ดังนั้น การเรียงล าดับตวั
แปรจะส่งผลต่อการวิเคราะห์แรงกระตุน้และการตอบสนองแบบตั้งฉาก นอกจากน้ีส่ิงท่ีต้องพึง
ระวงัเพิ่มเติมก็คือ หากตัวแปรท่ีมีความส าคัญมิได้ถูกน าเข้าไปร่วมวิเคราะห์ในแบบจ าลอง 

VAR จะท าให้การวิเคราะห์แรงกระตุน้และการตอบสนองทั้งแบบปกติและแบบตั้งฉากอาจไม่
สะทอ้นค่าท่ีแทจ้ริงได ้
 

11.6 การพยากรณ์ (Forecasting) 

 เราสามารถพยากรณ์อนุกรมเวลาทุกตวัท่ีอยู่ในแบบจ าลอง VAR ได้  เพื่อให้เขา้ใจง่าย 
พิจารณาแบบจ าลอง VAR(1) จากสมการท่ี (11.18 ก)  และ (11.18 ข) ถา้ t = 1, 2, …, T ดงันั้น
เราจะเขียนสมการดงักล่าว ณ เวลาท่ี T ไดด้งัน้ี 

XT     =  A0 + A1XT‒1 +uT        (11.29 ก) 

หรือเขียนไดว้า่ 

 [
𝑌𝑇
𝑍𝑇
] = [

𝑎10
𝑎20

] + [
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

] [
𝑌𝑇−1
𝑍𝑇−1

] + [
𝑢1𝑇
𝑢2𝑇

]      (11.29 ข) 

ดงันั้น ณ เวลา T + 1   จะเขียนไดด้งัน้ี 

XT+1     = A0 + A1XT +uT+1        (11.30 ก) 

หรือเขียนไดว้า่ 

 [
𝑌𝑇+1
𝑍𝑇+1

] = [
𝑎10
𝑎20

] + [
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

] [
𝑌𝑇
𝑍𝑇
] + [

𝑢1,𝑇+1
𝑢2,𝑇+1

]     (11.30 ข) 
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เราสามารถใชแ้นวคิดเดียวกบับทท่ี 7 ในการหาค่าพยากรณ์ 1 ช่วงเวลาล่วงหนา้ของอนุกรมเวลาใน
เวกเตอร์ Xt ไดด้งัน้ี 

 𝑿̂𝑻+𝟏 = E(𝑿𝑻+𝟏|𝑰𝑻)          (11.30 ค) 

โดยท่ี  IT  คือข่าวสาร ณ ช่วงเวลา T ของอนุกรมเวลาท่ีอยูใ่นเวกเตอร์ X  และสมการท่ี (11.30 ค) 

เขียนไดด้งัน้ี 

 𝑿̂𝑻+𝟏 = 𝑨𝟎 + 𝑨𝟏𝑿𝑻          (11.30 ง) 

และการค านวณค่าผิดพลาดในการพยากรณ์ 1 ช่วงเวลาล่วงหนา้ (1 step ahead forecast error) 
ของอนุกรมเวลาในเวกเตอร์ X จะเขียนแทนดว้ย eT(1) ซ่ึงมีวิธีในการค านวณดงัน้ี 

eT(1) =  XT+1 ‒ 𝑿̂𝑻+𝟏  = uT+1          (11.30 จ) 

ส่วนค่าพยากรณ์  2 ช่วงเวลาล่วงหน้าและค่าความผิดพลาดในการพยากรณ์ของอนุกรมเวลาใน
เวกเตอร์ X หาไดด้ว้ยวิธีเดียวกนั ดงัแสดงไดด้งัน้ี 

XT+2    = A0 + A1XT+1 +uT+2       (11.31 ก) 

 𝑿̂𝑻+𝟐  = E(𝑿𝑻+𝟐|𝑰𝑻) = 𝑨𝟎 + 𝑨𝟏E(𝑿𝑻+𝟏|𝑰𝑻) + E(𝒖𝑻+𝟐)   
   

 = 𝑨𝟎 + 𝑨𝟏𝑿̂𝑻+𝟏         (11.31 ข) 

eT(2)   =  XT+2 ‒ 𝑿̂𝑻+𝟐   =  𝑨𝟏(𝑿𝑻+𝟏 − 𝑿̂𝑻+𝟏) + 𝒖𝑻+𝟐     

  =  𝑨𝟏(𝒆𝑻+𝟏) + 𝒖𝑻+𝟐 

  =  𝑨𝟏𝒖𝑻+𝟏 + 𝒖𝑻+𝟐        (11.31 ค) 

ค่าพยากรณ์ 3 ช่วงเวลาล่วงหนา้และค่าความผิดพลาดในการพยากรณ์ของอนุกรมเวลาในเวกเตอร์ 

X หาไดด้ว้ยวิธีเดียวกนั ดงัแสดงไดด้งัน้ี 

XT+3    = A0 + A1XT+2 +uT+3        (11.32 ก) 
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 𝑿̂𝑻+𝟑  = E(𝑿𝑻+𝟑|𝑰𝑻) = 𝑨𝟎 + 𝑨𝟏E(𝑿𝑻+𝟐|𝑰𝑻) + E(𝒖𝑻+𝟑)    

  = 𝑨𝟎 + 𝑨𝟏𝑿̂𝑻+𝟐         (11.32 ข) 

eT(3)   =  XT+3 ‒ 𝑿̂𝑻+𝟑   =  𝑨𝟏(𝑿𝑻+𝟐 − 𝑿̂𝑻+𝟐) + 𝒖𝑻+𝟑     

  =  𝑨𝟏(𝒆𝑻+𝟐) + 𝒖𝑻+𝟑 = 𝑨𝟏(𝑨𝟏𝒖𝑻+𝟏 + 𝒖𝑻+𝟐) + 𝒖𝑻+𝟑 

  =  𝑨𝟏
𝟐 𝒖𝑻+𝟏 + 𝑨𝟏𝒖𝑻+𝟐 + 𝒖𝑻+𝟑       (11.32 ค) 

ดงันั้น ค่าพยากรณ์ h ช่วงเวลาล่วงหน้าและค่าความผิดพลาดในการพยากรณ์ของอนุกรมเวลาใน
เวกเตอร์ X แสดงไดด้งัน้ี 

XT+h    = A0 + A1XT+(h‒1) +uT+h         (11.33 ก) 

 𝑿̂𝑻+𝒉  = E(𝑿𝑻+𝒉|𝑰𝑻) = 𝑨𝟎 + 𝑨𝟏𝑿̂𝑻+(𝒉−𝟏)       (11.33 ข) 

𝒆𝑻(𝒉) = 𝑨𝟏
𝒉−𝟏 𝒖𝑻+𝟏 + 𝑨𝟏

𝒉−𝟐𝒖𝑻+𝟐 +⋯+ 𝑨𝟏𝒖𝑻+𝒉−𝟏 + 𝒖𝑻+𝒉 

=∑𝑨𝟏
𝒊 𝒖𝑻+𝒉−𝒊

𝒉−𝟏

𝒊=𝟎

                                                                              (11.33 ค)
20

 

11.7 การแยกความแปรปรวนของค่าความผิดพลาดในการพยากรณ์ (Forecast 

Error Variance Decomposition) 

สมมุติใหแ้บบจ าลอง VAR มีอนุกรมเวลา 2 ตวั คือ (Yt และ Zt)  การแยกความแปรปรวน
ของค่าความผิดพลาดในการพยากรณ์จะท าให้เราเห็นว่า ความแปรปรวนของค่าผิดพลาดจากการ
พยากรณ์ของตวัแปรหน่ึง เช่น YT+h มาจากแรงกระตุน้ (หรือเหตุการณ์ไม่คาดฝัน) ของ Yt  และจาก
แรงกระตุน้ (หรือเหตุการณ์ไม่คาดฝัน) ของ Zt  คิดเป็นสัดส่วนเท่าใด  ดงันั้น การวิเคราะห์การแยก
ความแปรปรวนจะบอกให้ทราบว่า แรงกระตุน้จากตวัแปรใดในแบบจ าลอง  VAR  ท่ีจะส่งผล
กระทบต่อความแปรปรวนของค่าผิดพลาดจากการพยากรณ์ของตวัแปรหน่ึงมากท่ีสุดนัน่เอง  

เราจะใช้ตวัอย่างเดิมคือ เวกเตอร์ Xt = [
𝑌𝑡
𝑍𝑡
]  โดย Yt คืออตัราการเติบโตของปริมาณเงิน 

และ Zt คืออตัราการเติบโตของรายได ้ในหวัขอ้ก่อนหนา้น้ีเราทราบแลว้ว่า เมทริกซ์ค่าสัมประสิทธ์ิ 

 

 
20

 ดูวธีิการพิสูจน์ในภาคผนวก 11จ 
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A1 ในแบบจ าลอง VAR(1)  มีความสัมพนัธ์กบัเมทริกซ์ค่าสัมประสิทธ์ิในแบบจ าลอง VMA(∞) 

ดงัน้ี   𝜱𝒊 = 𝑨𝟏
𝒊   (i =0, 1, 2,…) ดงันั้น ค่าความผิดพลาดจากการพยากรณ์ดงัสมการท่ี        (11.30 

จ), (11.31 ค), (11.32 ค) และ (11.33 ค)  สามารถเขียนไดอี้กแบบคือ 

𝒆𝑻(𝟏) = 𝜱𝟎𝒖𝑻+𝟏         (11.34 ก) 

𝒆𝑻(𝟐) = 𝜱𝟏𝒖𝑻+𝟏 +𝜱𝟎𝒖𝑻+𝟐        (11.34 ข) 

𝒆𝑻(𝟑) = 𝜱𝟐 𝒖𝑻+𝟏 +𝜱𝟏𝒖𝑻+𝟐 +𝜱𝟎𝒖𝑻+𝟑      (11.34 ค) 

𝒆𝑻(𝒉) = 𝜱𝒉−𝟏 𝒖𝑻+𝟏 +𝜱𝒉−𝟐𝒖𝑻+𝟐 +⋯+𝜱𝟏𝒖𝑻+𝒉−𝟏 +𝜱𝟎𝒖𝑻+𝒉 

=∑𝜱𝒊𝒖𝑻+𝒉−𝒊

𝒉−𝒊

𝒊=𝟎

                                                                                   (11.34 ง) 

จากตวัอยา่งท่ีแลว้ 𝐴1 = [
0.631 0.090

0.286 0.430
]  ดงันั้น เราจะหาเมทริกซ์ค่าสัมประสิทธ์ิของ

แบบจ าลอง VMA(∞) ไดด้งัน้ี 

𝜱𝟎 = 𝑨𝟎 = [
0.631 0.090

0.286 0.430
]

0

= [
1 0

0 1
] 

𝜱𝟏 = 𝑨𝟏 = [
0.631 0.090

0.286 0.430
] 

𝜱𝟐 = 𝑨𝟏
2 = [

0.631 0.090

0.286 0.430
]

2

= [
0.4239 0.0955

0.3035 0.2106
] 

และจากตวัอยา่งท่ีแลว้ เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของ u1t และ u2t เป็นดงัน้ี  

 = [1.5056719×10
−5

2.2337878×10
−7

2.2337878×10
−7

8.9719295×10
−5
] 

พิจารณาสมการท่ี (11.34 ก) ค่าความผิดพลาดในการพยากรณ์ 1 ช่วงเวลาถดัไปคือ 

[
𝑒𝑦𝑇(1)

𝑒𝑧𝑇(1)
] = [

1 0

0 1
] [
𝑢1,𝑇+1
𝑢2,𝑇+1

] 

หรือเขียนไดว้า่   𝑒𝑦𝑇(1) = 𝑢1,𝑇+1          (11.35 ก) 



 

 

277 แบบจ าลอง Vector Autoregressive (VAR) 

  𝑒𝑧𝑇(1) = 𝑢2,𝑇+1          (11.35 ข) 

ดงันั้น ค่าความแปรปรวนของความผิดพลาดในการพยากรณ์ 1 ช่วงเวลาถดัไปของอนุกรมเวลา Y 

และ Z เป็นดงัน้ี 

𝑉𝑎𝑟 (𝑒𝑦𝑇(1)) = 𝑉𝑎𝑟(𝑢1,𝑇+1) = 𝜎1
2 = 1.5056719 × 10‒5    (11.35 ค) 

𝑉𝑎𝑟(𝑒𝑧𝑇(1))  = 𝑉𝑎𝑟(𝑢2,𝑇+1) = 𝜎2
2 = 8.9719295 × 10‒5

     (11.35 ง) 

เม่ือพิจารณาสมการท่ี (11.34 ข) ค่าความผิดพลาดท่ีในการพยากรณ์ 2 ช่วงเวลาถดัไปคือ 

[
𝑒𝑦𝑇(2)

𝑒𝑧𝑇(2)
] = [

0.631 0.090

0.286 0.430
] [
𝑢1,𝑇+1
𝑢2,𝑇+1

] + [
𝑢1,𝑇+2
𝑢2,𝑇+2

] 

หรือเขียนไดว้า่   𝑒𝑦𝑇(2) = (0.631𝑢1,𝑇+1 + 0.090𝑢2,𝑇+1) + 𝑢1,𝑇+2     (11.36 ก) 
  𝑒𝑧𝑇(2) = (0.286𝑢1,𝑇+1 + 0.430𝑢2,𝑇+1) + 𝑢2,𝑇+2      (11.36 ข) 

ค่าความแปรปรวนของความผิดพลาดในการพยากรณ์ 2 ช่วงเวลาถดัไปของอนุกรมเวลา Y และ Z 
เป็นดงัน้ี 

𝑉𝑎𝑟 (𝑒𝑦𝑇(2)) = (0.631
2𝜎1

2 + 0.090
2𝜎2

2 + 2(0.631)(0.090)𝜎12) + 𝜎1
2  

= 1.631
2𝜎1

2 + 0.090
2𝜎2

2 + 2(0.631)(0.090)𝜎12    (11.36 ค) 

𝑉𝑎𝑟(𝑒𝑧𝑇(2))  = (0.286
2𝜎1

2 + 0.430
2𝜎2

2 + 2(0.286)(0.430)𝜎12) + 𝜎2
2  

= 0.286
2𝜎1

2 + 1.430
2𝜎2

2 + 2(0.286)(0.430)𝜎12    (11.36 ง) 

โดยท่ี  𝜎1
2 = 𝑉𝑎𝑟(𝑢1𝑡), 𝜎2

2 = 𝑉𝑎𝑟(𝑢2𝑡) และ 𝜎12 = 𝐶𝑜𝑣(𝑢1𝑡, 𝑢2𝑡)   

จะเห็นว่า ความแปรปรวนของค่าผิดพลาดในการพยากรณ์ 2 ช่วงเวลาถดัไปของอนุกรม
เวลา Y จะไม่สามารถบอกไดว้่ามาจากแรงกระตุน้ของตวัแปรใดในแบบจ าลอง VAR เน่ืองจากมี
อิทธิพลของความแปรปรวนร่วมในแรงกระตุน้จากตวัแปรทั้งสอง (12) ดงันั้น เราจึงไม่น าสมการ
ท่ี (11.34 ก)‒(11.34 ง) มาใชแ้ยกความแปรปรวน 
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เพื่อใหส้ามารถแยกความแปรปรวนของค่าผิดพลาดในการพยากรณ์วา่เกิดจากแรงกระตุน้
ของตวัแปรใดบา้ง โดยไม่มีอิทธิพลของความแปรปรวนร่วมในแรงกระตุน้  เราสามารถท าไดด้ว้ย
การใชว้ิธีการแยกแบบ Choleski ดงัจะอธิบายต่อไปน้ี 

 เราทราบแลว้วา่ เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของ u1t และ u2t  (Σ)  สามารถแยกเป็นดงัน้ี 

   PPʹ =          

โดยท่ี P คือเมทริกซ์สามเหล่ียมล่าง และเราสามารถเขียนไดว้า่ P = WD ถา้เราน า WW‒1 (โดยท่ี 
W = PD‒1) ไปแทรกในสมการท่ี (11.34 ก)‒(11.34 ง) ดงัน้ี 

𝒆𝑻(𝟏) = 𝜱𝟎𝑾𝑾
−𝟏𝒖𝑻+𝟏  

 = 𝚯𝟎𝝎𝑻+𝟏         (11.37 ก) 

𝒆𝑻(𝟐) = 𝜱𝟏𝑾𝑾
−𝟏𝒖𝑻+𝟏 +𝜱𝟎𝑾𝑾

−𝟏𝒖𝑻+𝟐      

  = 𝚯𝟏𝝎𝑻+𝟏 + 𝚯𝟎𝝎𝑻+𝟐        (11.37 ข) 

𝒆𝑻(𝟑) = 𝜱𝟐 𝑾𝑾
−𝟏𝒖𝑻+𝟏 +𝜱𝟏𝑾𝑾

−𝟏𝒖𝑻+𝟐 +𝜱𝟎𝑾𝑾
−𝟏𝒖𝑻+𝟑   

  = 𝚯𝟐𝝎𝑻+𝟏 + 𝚯𝟏𝝎𝑻+𝟐 + 𝚯𝟎𝝎𝑻+𝟑       (11.37 ค) 

𝒆𝑻(𝒉) = 𝜱𝒉−𝟏 𝑾𝑾
−𝟏𝒖𝑻+𝟏 +𝜱𝒉−𝟐𝑾𝑾

−𝟏𝒖𝑻+𝟐 +⋯+𝜱𝟏𝑾𝑾
−𝟏𝒖𝑻+𝒉−𝟏 

+𝜱𝟎𝑾𝑾
−𝟏𝒖𝑻+𝒉 

= 𝚯𝒉−𝟏𝝎𝑻+𝟏 +𝚯𝒉−𝟐𝝎𝑻+𝟏 +⋯+𝚯𝟏𝝎𝑻+𝒉−𝟏 + 𝚯𝟎𝝎𝑻+𝒉 

=∑𝚯𝒊𝝎𝑻+𝒉−𝒊

𝒉−𝟏

𝒊=𝟎

                                                                                (11.37 ง) 

โดยท่ี  𝚯𝒊 = 𝚽𝒊𝑷, i = 0, 1, 2, …  และ 𝝎𝒕 = 𝑫
−𝟏𝜺𝒕  โดยท่ี 𝑾−𝟏𝒖𝒕 = 𝜺𝒕    และเราไดพ้ิสูจน์

ไวแ้ลว้ในสมการท่ี (11.23 ฉ) ว่า เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของ ω1t และ ω2t  คือเมทริกซ์
เอกลกัษณ์ (Identity Matrix)  

  𝚺𝝎 =   𝑰𝒏 = [
1 0

0 1
]       (11.23 ฉ) 
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จากตวัอยา่งท่ีแลว้ เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของ u1t และ u2t  คือ 

 = [1.5056719×10
−5

2.2337878×10
−7

2.2337878×10
−7

8.9719295×10
−5
]  

 จะมีเมทริกซ์สามเหล่ียมล่าง P = [
0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
]  ท่ีท าให้  PPʹ = Σ  ดงันั้น เราจะ

สามารถหาค่า 𝚯𝟎, 𝚯𝟏, 𝚯𝟐, …  ไดด้งัน้ี 

𝚯𝟎 = 𝜱𝟎𝑷 = [
1 0

0 1
] [

0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
]                   = [

0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
] 

𝚯𝟏 = 𝜱𝟏𝑷 = [
0.631 0.090

0.286 0.430
] [

0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
]     = [

0.002454 0.000852

0.001135 0.004073
] 

𝚯𝟐 = 𝜱𝟐𝑷 = [
0.4239 0.0955

0.3035 0.2106
] [

0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
]= [

0.001650 0.000904

0.001190 0.001995
] 

พิจารณาสมการท่ี (11.37 ก) ค่าความผิดพลาดท่ีในการพยากรณ์ 1 ช่วงเวลาถดัไปคือ 

[
𝑒𝑦𝑇(1)

𝑒𝑧𝑇(1)
] = [

0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
] [
𝜔1,𝑇+1
𝜔2,𝑇+1

] 

หรือเขียนไดว้า่   𝑒𝑦𝑇(1) = 0.0038803𝜔1,𝑇+1        (11.38 ก) 

  𝑒𝑧𝑇(1) = 0.0000576𝜔1,𝑇+1 + 0.0094719𝜔2,𝑇+1      (11.38 ข) 

ดงันั้น ค่าความแปรปรวนของความผิดพลาดในการพยากรณ์ 1 ช่วงเวลาถดัไปของอนุกรมเวลา Y และ 

Z เป็นดงัน้ี 

𝑉𝑎𝑟 (𝑒𝑦𝑇(1)) = 0.0038803
2𝑉𝑎𝑟(𝜔1,𝑇+1) = 1.506×10

-5
       (11.38 ค) 

𝑉𝑎𝑟(𝑒𝑧𝑇(1))  = 0.0000576
2𝑉𝑎𝑟(𝜔1,𝑇+1) + 0.0094719

2𝑉𝑎𝑟(𝜔2,𝑇+1) 

+2(0.0000576)( 0.0094719)𝐶𝑜𝑣(𝜔1,𝑇+1, 𝜔2,𝑇+1) 

  = 0.0000576
2(1)+0.0094719

2(1) + 2(0.0000576)( 0.0094719)(0) 

= 0.0000576
2(1)+0.0094719

2(1) 

= 8.972×10
−5

             (11.38 ง) 
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จะเห็นว่าการค านวณความแปรปรวนดงัสมการท่ี (11.38 ค) และ (11.38 ง) จะสามารถแยกไดว้า่
ความแปรปรวนของค่าความแปรปรวนของความผิดพลาดในการพยากรณ์ 1 ช่วงเวลาถดัไปของ
อนุกรมเวลา Y และ Z  มาจากแรงกระตุน้ตวัใดไดอ้ย่างชดัเจน โดยไม่มีความแปรปรวนร่วมเขา้มา
เก่ียวขอ้ง  

เม่ือพิจารณาสมการท่ี (11.38 ค) จะอธิบายไดว้่า ความแปรปรวนของค่าผิดพลาดจากการ
พยากรณ์ของอตัราการเติบโตของปริมาณเงิน 1 ช่วงเวลาล่วงหนา้ (YT+1) มาจากแรงกระตุน้ (หรือ

เหตุการณ์ไม่คาดฝัน) ของ Y คิดเป็นสัดส่วนร้อยละ 
1.506×10−5

1.506×10−5 ×100 = ร้อยละ 100 และจากแรง
กระตุน้ (หรือเหตุการณ์ไม่คาดฝัน) ของ Z  คิดเป็นสัดส่วนร้อยละ 0 

เม่ือพิจารณาสมการท่ี (11.38 ง) จะอธิบายไดว้่า ความแปรปรวนของค่าผิดพลาดจากการ
พยากรณ์ของอัตราการเติบโตของรายได้ 1 ช่วงเวลาล่วงหน้า (ZT+1) มาจากแรงกระตุ้น (หรือ

เหตุการณ์ไม่คาดฝัน) ของ Y  คิดเป็นสัดส่วนร้อยละ 0.0037 (ค านวณจาก 0.00005762

8.972×10−5 ×100)และจาก

แรงกระตุ้น (หรือเหตุการณ์ไม่คาดฝัน) ของ Z คิดเป็นสัดส่วนร้อยละ 99.9963  (ค านวณจาก

 
0.00947192

8.972×10−5 ×100) 

ส่วนค่าความผิดพลาดท่ีในการพยากรณ์ 2 ช่วงเวลาถดัไป จะค านวณจากสมการท่ี (11.37 
ข) ดงัน้ี 

[
𝑒𝑦𝑇(2)

𝑒𝑧𝑇(2)
] = [

0.002454 0.000852

0.001135 0.004073
] [
𝜔1,𝑇+1
𝜔2,𝑇+1

] + [
0.0038803 0

0.0000576 0.0094719
] [
𝜔1,𝑇+2
𝜔2,𝑇+2

] 

หรือเขียนไดว้า่    

𝑒𝑦𝑇(2) = (0.002454𝜔1,𝑇+1 + 0.000852𝜔2,𝑇+1) + 0.00388034𝜔1,𝑇+2    (11.39 ก) 

  𝑒𝑧𝑇(2) = (0.001135𝜔1,𝑇+1 + 0.004073𝜔2,𝑇+1) 

      +(0.0000576𝜔1,𝑇+2 + 0.0094719𝜔2,𝑇+2)      (11.39 ข) 

ดงันั้น ค่าความแปรปรวนของความผิดพลาดในการพยากรณ์ 2 ช่วงเวลาถดัไปของอนุกรมเวลา Y และ Z 
เป็นดงัน้ี 
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𝑉𝑎𝑟 (𝑒𝑦𝑇(2)) = 0.002454
2Var(ω1,T+1) + 0.0008522Var(ω2,T+1) 

+2(0.002454)(0.000852)Cov(ω1,T+1,ω2,T+1)  

+0.00388032𝑉𝑎𝑟(𝜔1,𝑇+2)     

= 0.002454
2(1)+0.000852

2(1) 

+2(0.002454)(0.000852)(0)+ 0.0038803
2(1)     

= (0.0024542 + 0.0008522) + 0.00388032  

=  2.18047× 10‒5          (11.39 ค) 

𝑉𝑎𝑟 (𝑒𝑦𝑇(2)) = 0.001135
2
Var(ω1,T+1) + 0.004073

2
Var(ω2,T+1) 

+2(0.001135)(0.004073)Cov(ω1,T+1,ω2,T+1)   

+0.0000576
2
Var(ω1,T+2) + 0.0094719

2
Var(ω2,T+2) 

+2(0.0000576)(0.0094719)Cov(ω1,T+2,ω2,T+2)  

= 0.001135
2(1)+0.004073

2(1)+2(0.001135)(0.004073)(0)   

+0.0000576
2(1)+0.0094719

2(1)+2(0.0000576)(0.0094719)(0) 

= (0.001135
2
+0.004073

2) + (0.0000576
2
+0.0094719

2)  

= 1.075978× 10‒4          (11.39 ง) 

ท านองเดียวกัน จะเห็นว่า การค านวณค่าความแปรปรวนของความผิดพลาดในการพยากรณ์  2 
ช่วงเวลาล่วงหน้า ดว้ยวิธีน้ีจะสามารถแยกไดอ้ย่างชดัเจนว่า มาจากแรงกระตุน้จากอนุกรมเวลา
ใดบา้ง โดยไม่มีความแปรปรวนร่วมเขา้มาเก่ียวขอ้งดว้ย ดงัจะอธิบายดงัน้ี 

เม่ือพิจารณาสมการท่ี (11.39 ค) จะอธิบายไดว้่า ความแปรปรวนของค่าผิดพลาดจากการ
พยากรณ์ของอตัราการเติบโตของปริมาณเงิน 2 ช่วงเวลาล่วงหนา้ (YT+2) มาจากแรงกระตุน้ (หรือ

เหตุการณ์ไม่คาดฝัน) ของ Y  คิดเป็นสัดส่วนร้อยละ 96.67  (ค านวณจาก 
0.0024542+0.003882

2.18047×10-5
×100) 

และจากแรงกระตุน้ (หรือเหตุการณ์ไม่คาดฝัน) ของ Z  คิดเป็นสัดส่วนร้อยละ 3.33  (ค านวณจาก

 
0.0008522

2.18047×10-5
×100) 
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เม่ือพิจารณาสมการท่ี (11.38 ง) จะอธิบายไดว้่า ความแปรปรวนของค่าผิดพลาดจากการ
พยากรณ์ของอัตราการเติบโตของรายได้ 2 ช่วงเวลาล่วงหน้า (ZT+2) มาจากแรงกระตุ้น (หรือ

เหตุการณ์ไม่คาดฝัน) ของ Y  คิดเป็นสัดส่วนร้อยละ 1.20 (ค านวณจาก 0.0011352+0.00005762

1.075978× 10-4
×100) 

และจากแรงกระตุน้ (หรือเหตุการณ์ไม่คาดฝัน) ของ Z  คิดเป็นสัดส่วนร้อยละ 99.80 (ค านวณจาก

 
0.0040732+0.00947192

1.075978× 10-4
×100) 

ท านองเดียวกัน เราก็สามารถหาความแปรปรวนของค่าผิดพลาดจากการพยากรณ์ของ
อตัราการเติบโตของปริมาณเงินและของอตัราการเติบโตของรายได ้  3, 4, 5, … ช่วงเวลาล่วงหนา้ 
ดว้ยวิธีเดียวกนัน้ี ผลการค านวณแสดงในตารางท่ี 11.6 และ 11.7 ตามล าดบั21  

ตารางท่ี 11.6 แสดงการแยกความแปรปรวนของค่าผิดพลาดจากการพยากรณ์ของอตัราการเติบโต
ของอตัราการเติบโตของปริมาณเงิน 1, 2, 3, …, 10 ช่วงเวลาล่วงหนา้ 

ช่วงเวลา 
ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน 
ของอตัราการเติบโตของ

ปริมาณเงิน (Y) 

สัดส่วนท่ีมาจากแรง
กระตุน้ของ Y 

(ร้อยละ) 

สัดส่วนท่ีมาจากแรง
กระตุน้ของ Z 

(ร้อยละ) 
1 0.00388 100 0 

2 0.00467 96.6551 3.3449 

3 0.00503 93.8864 6.1136 

4 0.00522 92.2375 7.7625 

5 0.00531 91.3411 8.6589 

6 0.00536 90.8688 9.1312 

7 0.00539 90.6228 9.3772 

8 0.00540 90.4951 9.5049 

9 0.00541 90.4290 9.5710 

10 0.00541 90.3948 9.6052 

ท่ีมา : จากการค านวณดว้ยโปรแกรมส าเร็จรูป 
 

 

 

 
21ตวัเลขในตารางท่ี 11.6 และ 11.7 ค านวณจากการใชโ้ปรแกรมส าเร็จรูป Eview ซ่ึงมีการใชท้ศนิยมจ านวนมาก อาจท า
ให้ผลการค านวณดว้ยเคร่ืองคิดเลขอาจไดผ้ลลพัธ์ต่างกนัในทศนิยมทา้ย ๆ 
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ตารางท่ี 11.7 แสดงการแยกความแปรปรวนของค่าผิดพลาดจากการพยากรณ์ของอตัราการเติบโต
ของอตัราการเติบโตของรายได ้1, 2, 3, …, 10 ช่วงเวลาล่วงหนา้ 

ช่วงเวลา 
ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน 
ของอตัราการเติบโตของ

รายได ้(Z) 

สัดส่วนท่ีมาจากแรง
กระตุน้ของ Y  

(ร้อยละ) 

สัดส่วนท่ีมาจากแรง
กระตุน้ของ Z 

(ร้อยละ) 
1 0.00947 0.0037 99.9963 

2 0.01037 1.2020 98.7980 

3 0.01063 2.3987 97.6013 

4 0.01073 3.1927 96.8073 

5 0.01078 3.6496 96.3504 

6 0.01081 3.8976 96.1024 

7 0.01082 4.0287 95.9713 

8 0.01082 4.0973 95.9027 

9 0.01083 4.1330 95.8670 

10 0.01083 4.1516 95.8484 

ท่ีมา : จากการค านวณดว้ยโปรแกรมส าเร็จรูป 

อย่างไรก็ดี สัดส่วนความแปรปรวนขา้งตน้ค านวณภายใตว้ิธีการแยกแบบ Choleski นัน่
คือ สัดส่วนความแปรปรวนอาจมีค่าเปล่ียนไปไดห้ากมีตวัแปรเพิ่มขึ้นหรือมีการเปล่ียนแปลงล าดบั
ของตวัแปร ดงัเช่นการวิเคราะห์แรงกระตุน้และการตอบสนองแบบตั้งฉาก ดงันั้น การวิเคราะห์
การแยกความแปรปรวนในหัวข้อข้างต้นอยู่ภายใต้เ ง่ือนไขว่ามีจ านวนอนุกรมเท่าท่ีอยู่ใน
แบบจ าลอง VAR เท่านั้น 
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11.8 ความสัมพนัธ์ระหว่างเหตุและผลตามแนวคิดของ Granger (Granger 

Causality) 

ในการศึกษาการแยกความแปรปรวนของค่าผิดพลาดจากการพยากรณ์ของตวัแปรใน
แบบจ าลอง VAR สามารถบอกได้ว่า ตวัแปรใดเป็นตวัแปรภายใน (Endogenous Variables) 

หรือเป็นตวัแปรภายนอก ตวัอยา่งเช่น ถา้เราพบวา่ความแปรปรวนของค่าผิดพลาดจากการพยากรณ์
ของตวัแปร  Zt+h (เม่ือ h = 1, 2, … ) ท่ีเกิดจากเหตุการณ์ไม่คาดฝันของ Yt คิดเป็นสัดส่วนร้อยละ 

0  แลว้ เรากล่าวไดว้า่อนุกรม  Z  คือตวัแปรภายนอก แต่หากพบวา่ความแปรปรวนของค่าผิดพลาด
จากการพยากรณ์ Zt+h (เม่ือ h = 1, 2, … ) ท่ีเกิดจากเหตุการณ์ไม่คาดฝันของ Yt คิดเป็นสัดส่วน
ร้อยละ  100  แล้ว เรากล่าวได้ว่าอนุกรมเวลา Z คือตัวแปรภายในอย่างแท้จริง  (Entirely 

Endogenous Variable)
22 และในกรณีน้ีอนุกรมเวลา Yt สามารถช่วยให้การพยากรณ์อนุกรม

เวลา Zt มีความถูกตอ้งมากขึ้น  

ยงัมีอีกวิธีหน่ึงท่ีสามารถให้ค  าตอบไดว้่า อนุกรมเวลาหน่ึงมีส่วนช่วยให้ผลการพยากรณ์
ของอนุกรมเวลาอ่ืนดีขึ้นหรือไม่ วิธีดงักล่าวก็คือ การศึกษาความสัมพนัธ์ระหว่างเหตุและผลตาม
แนวคิดของ Granger

23 โดยวิธีน้ีจะบอกว่า หากอนุกรมเวลาตวัท่ี 1 เป็นสาเหตุท่ีจะส่งผลกระทบ
ต่ออีกอนุกรมเวลาตวัท่ี 2 ตามแนวคิดของ Granger แลว้ อนุกรมเวลาตวัท่ี 1 จะมีส่วนช่วยให้การ
พยากรณ์อนุกรมเวลาตวัท่ี 2 แม่นย  าขึ้น เช่น ถา้อนุกรมเวลา Zt เป็นสาเหตุท่ีจะส่งผลกระทบต่อ
อนุกรมเวลา Yt  นั่นหมายถึงอนุกรมเวลา Zt จะสามารถช่วยให้ผลการพยากรณ์อนุกรมเวลา Yt 

ถูกตอ้งมากขึ้นดว้ย24 นอกจากน้ีวิธีของ Granger ยงัไม่ขึ้นอยู่กบัว่าตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนของ 2 

สมการใด ๆ จะตอ้งไม่มีความสัมพนัธ์กัน (หรือตั้งฉากกัน) อีกด้วย ท าให้วิธีน้ีไม่ขึ้นอยู่กับการ
เรียงล าดับของตัวแปรดังเช่นวิธีการแยกความแปรปรวนในหัวข้อก่อนหน้าน้ี รายละเอียดของ
วิธีการวิเคราะห์ความสัมพนัธ์ระหวา่งเหตุและผลตามแนวคิดของ Granger อธิบายไดด้งัน้ี 

ก าหนดให้ เวก เตอร์  Xt  ประกอบด้วยอนุกรมเวลา  Yt  และ  Zt เ ป็น  I(0)  ดังนั้ น
แบบจ าลอง VAR(p) ในรูปเวกเตอร์ Xt  เขียนไดด้งัน้ี 

 

 
22

 Enders, W., Applied Econometric Time Series. 3rd edition. (John Wiley & Sons, Inc., 2010), p. 314. 

 
23

 Granger, C. W. J., Investigating causal relations by econometric models and cross-spectral methods, 

Econometrica 37 (1969): 424–438.  
24 เม่ือกรณีน้ีเกิดข้ึน เรากล่าวไดว้่า อนุกรมเวลา Zt คือตวัแปรภายนอก (Exogenous Variable) 



 

 

285 แบบจ าลอง Vector Autoregressive (VAR) 

Xt  =  A0 + A1Xt‒1 + A2Xt‒2 + … +  Ap Xt‒p + ut 

หรือเขียนไดว้า่  

Yt =  a10 + a11,1 Yt‒1+a12,1Zt‒1 + a11,2 Yt‒2 + a12,2Zt‒2 +… + a11, p Yt‒p  + a12,pZt‒p+ u1t        

(11.40 ก) 

Zt =  a20 + a21,1 Yt‒1+a22,1Zt‒1 +  a21,2 Yt‒2 +a22,2Zt‒2 + … + a21, p Yt‒p +a22,pZt‒p+ u2t        

(11.40 ข) 

โดยท่ี 𝑿𝒕 = [
𝑌𝑡

𝑍𝑡
] , 𝑨𝟎 = [

𝑎10

𝑎20
] , 𝑨𝟏 = [

𝑎11,1 𝑎12,1

𝑎21,1 𝑎22,1
] , 𝑨𝟐 = [

𝑎11,2 𝑎12,2

𝑎21,2 𝑎22,2
] , …, 

𝑨𝒑 = [
𝑎11,𝑝 𝑎12,𝑝
𝑎21,𝑝 𝑎22,𝑝

] , 𝒖𝒕 = [
𝑢1𝑡
𝑢2𝑡
] 

สมมุติฐานหลกัและสมมุติฐานรองท่ีใชท้ดสอบวา่ อนุกรมเวลา Zt เป็นสาเหตุท่ีก่อใหเ้กิดผลกระทบ
ต่ออนุกรมเวลา Yt ตามแนวคิดของ Granger หรือไม่ เป็นดงัน้ี 

 H0:  a12,1 = a12,2 = … = a12,p = 0                 (11.40 ค) 

 H1:  มีค่าพารามิเตอร์อยา่งนอ้ย 1 ตวัภายใตส้มมุติฐานหลกั (11.40 ค) ไม่เป็นศูนย ์          
 (11.40 ง) 

หากเราปฏิเสธสมมุติฐานหลกัแลว้ จะหมายถึงอนุกรมเวลา Zt เป็นสาเหตุท่ีก่อให้เกิดผลกระทบต่อ
อนุกรมเวลา Yt ตามแนวคิดของ Granger นั่นคือ อนุกรมเวลา Zt มีส่วนช่วยในการพยากรณ์
อนุกรมเวลา Yt   ในทางกลบักนั หากเราไม่สามารถปฏิเสธสมมุติฐานหลกั จะหมายถึงอนุกรมเวลา 
Zt มิได้เป็นสาเหตุท่ีก่อให้เกิดผลกระทบต่ออนุกรมเวลา Yt ตามแนวคิดของ Granger นั่นคือ
อนุกรมเวลา Zt ไม่มีส่วนช่วยในการพยากรณ์อนุกรมเวลา Yt 

ตวัสถิติท่ีใชท้ดสอบสมมุติฐานหลกั (11.40 ค) คือ 

F* = 
(𝑅𝑢𝑟
2 −𝑅𝑟

2) 𝑞⁄

(1−𝑅𝑢𝑟
2 ) (𝑛−𝐾⁄ )

        (11.41)
25

   

 

 
25 นอกจากค่าสถิติ F แลว้ เราอาจใชค่้าสถิติ Wald ท่ีจะแสดงในสมการท่ี (11.44) ในการทดสอบสมมุติฐาน (11.40 ค) ก็
ได ้
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โดยท่ี  q ก็คือจ านวนพารามิเตอร์ท่ีถูกจ ากดัตามสมมุติฐานหลกั (10.40 ค) 

K คือจ านวนพารามิเตอร์ในแบบจ าลองท่ีไม่ใส่ขอ้จ ากัดซ่ึงก็คือแบบจ าลอง (11.40 ก) 
นัน่เอง 
 𝑅𝑟

2 คือค่า R2 จากสมการถดถอยท่ีค่าพารามิเตอร์ถูกจ ากดัใหเ้ป็นไปตามสมมุติฐานหลกั  
𝑅𝑢𝑟
2  ก็คือค่า R2 จากแบบจ าลองท่ีไม่ใส่ขอ้จ ากดัซ่ึงก็คือแบบจ าลอง (11.40 ก) 

นอกจากน้ีเรายงัสามารถทดสอบว่า อนุกรมเวลา Yt เป็นสาเหตุท่ีก่อให้เกิดผลกระทบต่อ
อนุกรมเวลา Zt ตามแนวคิดของ Granger หรือไม่ ดว้ยการตั้งสมมุติฐานหลกัและสมมุติฐานรอง
ต่อไปน้ี 

 H0:  a21,1 = a21,2 = … = a21,p = 0        (11.42 ก) 

 H1:  มีค่าพารามิเตอร์อยา่งนอ้ย 1 ตวัภายใตส้มมุติฐานหลกั (11.42 ก)ไม่เป็นศูนย ์          
(11.42 ข) 

ถ้าเราปฏิเสธสมมุติฐานหลัก  (11.42 ก) นั่นหมายถึงอนุกรมเวลา Yt เป็นสาเหตุท่ีก่อให้เกิด
ผลกระทบต่ออนุกรมเวลา Zt ดงันั้น อนุกรมเวลา Yt จะช่วยให้ผลการพยากรณ์ Zt ไดแ้ม่นย  าขึ้น 
ส่วนค่าสถิติท่ีใชท้ดสอบสมมุติฐานหลกั (11.42 ก) สามารถใชแ้นวคิดของค่าสถิติ F ดงัท่ีเคยกล่าว
ไวเ้ม่ือครู่น้ี26

 

• การทดสอบความสัมพนัธ์ระหว่างเหตุและผลตามแนวคิดของ Granger (Granger 

Causality) เม่ือมีตัวแปรมากกว่า 2 ตัว 

ก าหนดใหอ้นุกรมเวลา Yt, Zt, Rt เป็น I(0) พิจารณาแบบจ าลอง VAR(p) ของตวัแปรทั้งสาม 
ดงัต่อไปน้ี 

Yt =  a10 + a11,1 Yt‒1+a12,1Zt‒1 + a13,1 Rt‒1 + a11,2 Yt‒2 + a12,2Zt‒2  +a13,2Rt‒2 +…  

   + a11, p Yt‒p  + a12,pZt‒p +a13,pRt‒p  + u1t            (11.43 ก) 

Zt =  a20 + a21,1 Yt‒1+a22,1Zt‒1 + a23,1 Rt‒1 + a21,2 Yt‒2 + a22,2Zt‒2  +a23,2Rt‒2 +…  

   + a21, p Yt‒p  + a22,pZt‒p +a23,pRt‒p  + u2t            (11.43 ข) 

 

 
26 ค่าสถิติ Wald ดงัสมการท่ี (11.44) ก็สามารถใชไ้ดเ้ช่นกนั 
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Rt =  a30 + a31,1 Yt‒1+a32,1Zt‒1 + a33,1 Rt‒1 + a31,2 Yt‒2 + a32,2Zt‒2  +a33,2Rt‒2 +…  

   + a31, p Yt‒p  + a32,pZt‒p +a33,pRt‒p  + u3t            (11.43 ค) 

สมมุติฐานหลกัและสมมุติฐานรองท่ีใชท้ดสอบวา่ อนุกรมเวลา Rt เป็นสาเหตุท่ีก่อใหเ้กิด
ผลกระทบต่ออนุกรมเวลา Yt และ  Zt ตามแนวคิดของ Granger หรือไม่ เป็นดงัน้ี 

 H0:  a13,1 = a13,2 = … = a13,p = a23,1 = a23,2 = … = a23,p = 0       (11.43 ง) 
 H1:  มีค่าพารามิเตอร์อยา่งนอ้ย 1 ตวัภายใตส้มมุติฐานหลกั (11.43 ง) ไม่เป็นศูนย ์               

(11.43 จ) 

การสรุปผลการทดสอบสมมุติฐานจะเป็นในลกัษณะเดียวกบัท่ีไดอ้ธิบายไวแ้ลว้ กล่าวคือ 
หากเราปฏิเสธสมมุติฐานหลกัแลว้ จะหมายถึงอนุกรมเวลา Rt เป็นสาเหตุท่ีก่อให้เกิดผลกระทบต่อ
อนุกรมเวลา Yt  และ Zt ตามแนวคิดของ Granger นั่นคือ อนุกรมเวลา Rt มีส่วนช่วยในการ
พยากรณ์อนุกรมเวลา Yt  และ Zt   

ในกรณีน้ีเราจะไม่สามารถใชค้่าสถิติ F ในการทดสอบสมมุติฐาน (11.43 ง) ได ้ทั้งน้ีเพราะ
สมมุติฐานน้ีมีทั้งค่าพารามิเตอร์ในสมการท่ี (11.43 ก) และ (11.43 ข) เพื่อใหส้ามารถทดสอบ
สมมุติฐานน้ีได ้ เราตอ้งประมาณค่าพารามิเตอร์สมการท่ี (11.43 ก)‒(11.43 ค) ดว้ยวิธี SUR 

(Seemingly Unrelated Regression) ซ่ึงเป็นวิธีท่ีจะให้ผลการค านวณตวัประมาณค่าพารามิเตอร์
ทั้ง 3 สมการดว้ยการค านวณเพียงคร้ังเดียว27 และตอ้งใชค้่าสถิติ Wald           (Wald Statistics) 

ในการทดสอบสมมุติฐาน สูตรในการค านวณแสดงไดด้งัน้ี 

Wald Statistics = (𝑪𝒃 − 𝒄)′[𝑪[(𝑿′𝑿)−𝟏⊗ ∑̂] 𝑪′]
−1
(𝑪𝒃 − 𝒄)         (11.44)

28 

 

 
27 ส าหรับผูส้นใจสามารถอ่านไดใ้น Wooldridge, J. F., Econometrics Analysis of Cross Section and Panel 

Data (London: The MIT Press, 2002), pp. 163‒168. 

 
28 สัญลกัษณ์   คือการคูณเมทริกซ์แบบ Kronecker (Kronecker Product) เช่น  

[
1 2

3 4
]⨂ [

0 5

6 7
]
=
[
1 [

0 5

6 7
] 2 [

0 5

6 7
]

3 [
0 5

6 7
] 4 [

0 5

6 7
]
]

=
[

0 5 0 10

6 7 12 14

0 15 0 20

18 21 24 28

] 
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โดยท่ี   C  คือเมทริกซ์ของค่าคงท่ีมีมิติ q×(k2p+k) เพื่อใชแ้สดงใหเ้ป็นไปตามขอ้จ ากดัของ
สมมุติฐานหลกั (11.43 ง)  (q คือจ านวนสมการท่ีแสดงขอ้จ ากดัภายใตส้มมุติฐานหลกั (11.43 ง) 
และ k คือจ านวนอนุกรมเวลาในแบบจ าลอง Var(p)) 

    c  คือเวกเตอร์ท่ีแสดงค่าคงท่ีภายใตส้มมุติฐานหลกั (11.43 ง) ซ่ึงในท่ีน้ีก็คือศูนย ์
    b  คือเวกเตอร์ของตวัประมาณค่าพารามิเตอร์ทั้งหมดในแบบจ าลอง VAR(p) 

 X คือเมทริกซ์ของค่าตวัแปรอิสระในสมการหน่ึงของแบบจ าลอง VAR(p)
29

  
∑̂   คือตัวประมาณค่า เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของ  u1t, u2t  และ  u3t ใน

แบบจ าลอง VAR(p) 

ค่าสถิติ Wald จะมีการแจกแจงแบบไคสแควร์ โดยองศาของความเป็นอิสระ  (Degree of 

Freedom) คือจ านวนสมการท่ีแสดงขอ้จ ากดัภายใตส้มมุติฐานหลกั (q) นัน่เอง 

ตัวอย่าง ถา้ก าหนดให ้p = 2 สมการท่ี (11.43 ก)‒(11.43 ค) จะเขียนไดด้งัน้ี 

Yt =  a10 + a11,1 Yt‒1+ a12,1Zt‒1 + a13,1 Rt‒1+ a11,2 Yt‒2+a12,2Zt‒2  +a13,2Rt‒2 + u1t  

(11.45 ก) 

Zt =  a20 + a21,1 Yt‒1 +a22,1Zt‒1 + a23,1 Rt‒1+ a21,2 Yt‒2+a22,2Zt‒2  +a23,2Rt‒2 + u2t 

 (11.45 ข) 

Rt =  a30 + a31,1 Yt‒1+a32,1Zt‒1 + a33,1 Rt‒1+ a31,2 Yt‒2+a32,2Zt‒2  +a33,2Rt‒2 + u3t 

 (11.45 ค) 

ดังนั้น สมมุติฐานหลกัและสมมุติฐานรองท่ีใช้ทดสอบว่า อนุกรมเวลา Rt เป็นสาเหตุท่ี
ก่อใหเ้กิดผลกระทบต่ออนุกรมเวลา Yt และ Zt ตามแนวคิดของ Granger หรือไม่ เป็นดงัน้ี 

 H0:  a13,1 = a13,2 = a23,1 = a23,2 = 0        (11.45 ง) 
 H1:  มีค่าพารามิเตอร์อยา่งนอ้ย 1 ตวัภายใตส้มมุติฐานหลกั (11.45 ง)ไม่เป็นศูนย ์   

(11.45 จ) 

สมมุติฐานหลกัตามสมการท่ี (11.45 ง) เขยีนใหม่ไดด้งัน้ี 

 

 
29 เน่ืองจากแบบจ าลอง VAR จะมีตวัแปรอิสระเหมือนกนั จึงพิจารณาจากสมการใดก็ไดใ้นแบบจ าลอง VAR  
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 H0: Cβ  = c           (11.45 ฉ) 

โดยท่ี β คือเวกเตอร์ของค่าพารามิเตอร์ทั้งหมดในแบบจ าลอง  VAR(2)  ซ่ึงมีจ านวน 21 ตวั 

          c คือเวกเตอร์ท่ีแสดงถึงค่าคงท่ีภายใตส้มมุติฐาน (11.45 ง) 
        C คือเมทริกซ์ของค่าคงท่ีเพื่อใชแ้สดงใหเ้ป็นไปตามขอ้จ ากดัของสมมุติฐานหลกั (11.45 ง)   
และเน่ืองจากขอ้จ ากดัตามสมมุติฐานหลกั (11.45 ง) มีจ านวน 4 สมการ นัน่คือ จ านวนแถวของ C 
ตอ้งเท่ากบั 4 (q = 4) และจ านวนอนุกรมเวลาในแบบจ าลอง VAR(2) คือ 3 อนุกรมเวลา นั่นคือ   
k = 3 และ p = 2  ดงันั้น จ านวนหลกัของเมทริกซ์ C คือ k2p+k = k(kp + 1) = 3(3× 2+1) = 21 
ซ่ึงก็คือจ านวนพารามิเตอร์ทั้งหมดในแบบจ าลอง VAR(2) นั่นเอง เราสามารถแสดงการเขียน     
เมทริกซ์ C  เวกเตอร์ β และ c ไดด้งัน้ี 

𝑪 = [

0

0

0

0

  

001

000

000

000

  

000

001

000

000

   

0

0

0

0

  

000

000

001

000

  

000

000

000

001

   

0

0

0

0

   

000

000

000

000

   

000

000

000

000

]

4×21

        , 

𝜷 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑎10
𝑎11,1
𝑎12,1
𝑎13,1
𝑎11,2
𝑎12,2
𝑎13,2
𝑎20
𝑎21,1
𝑎22,1
𝑎23,1
𝑎21,2
𝑎22,2
𝑎23,2
𝑎30
𝑎31,1
𝑎32,1
𝑎33,1
𝑎31,2
𝑎32,2
𝑎33,2]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

21×1

, 𝒄 = [

0

0

0

0

]

4×1
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จากนั้นเราจะใชส้มการท่ี (11.44) ในการค านวณค่าสถิติ Wald  ถา้ก าหนดใหข้อ้มูลอนุกรมเวลาท่ี
รวบรวมมามีจ านวนทั้ ง 100 ข้อมูล (t =1, 2, …, 100)  จากการใช้แบบจ าลอง  VAR(2) เรา
สามารถแสดงการเขียนเมทริกซ์ X  ซ่ึงจะเป็นเมทริกซ์ของตวัแปรอิสระในสมการท่ี (11.45 ก) ได้
ดงัน้ี 

 𝑿 =  [

1 𝑌2 𝑍2 𝑅2 𝑌1 𝑍1 𝑅1
1 𝑌3 𝑍3 𝑅3 𝑌2 𝑍2 𝑅2
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 𝑌99 𝑍99 𝑅99 𝑌98 𝑍98 𝑅98

]

98×7

 

 ดังนั้ น XʹX  คือเมทริกซ์ ท่ีมีขนาด 7× 7  และ ∑̂  คือตัวประมาณค่า เมทริกซ์ความ
แปรปรวนร่วมของ u1t, u2t และ u3t ซ่ึงจะมีขนาด 3×3  ดงันั้น[(𝑿′𝑿)−𝟏⊗ ∑̂] จะเป็นเมทริกซ์ท่ี
มีมิติ  21× 21  ส่วน b คือเวกเตอร์ของตวัประมาณค่าพารามิเตอร์ β ซ่ึงจะมีขนาด 21× 1  และเม่ือ
เราแทนค่าลงในสมการท่ี (11.44) จะได้ผลลัพธ์เป็นค่าสเกลาร์ (Scalar) ซ่ึงค่าน้ีก็คือค่าสถิติ 

Wald ท่ีมีการแจกแจงแบบไคสแควร์ องศาของความเป็นอิสระคือ 4 

 



 

 

บทที่ 12 

การประมาณความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว : วธีิใช้
หลายสมการ 

 

 

 

 

 

 

ในบทท่ี10 เราได้ศึกษาการประมาณเวกเตอร์ความสัมพันธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว 
(cointegrating vector) ดว้ยการใช้สมการเดียว (single equation) ซ่ึงวิธีน้ีจะท าให้ไดเ้วกเตอร์
ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวจ านวนเพียง 1 แบบ และจะเป็นรูปแบบท่ีเราก าหนดไวก่้อน
ล่วงหน้าตามทฤษฎีทางเศรษฐศาสตร์หรือทฤษฎีการเงิน เช่น มีการก าหนดให้ ln(Cont)  คือตวั
แปรตามท่ีถูกท าให้เป็นปกติ (Normalized Variable) และตวัแปรอิสระคือ Inft  ในบทน้ีเราจะ
ศึกษาการประมาณเวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวอีกวิธีหน่ึง คือการใชห้ลายสมการ 
(Multiple Equations) วิธีดงักล่าวจะท าให้เราสามารถประมาณเวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลย-

ภาพระยะยาวไดม้ากกว่า 1 แบบ เพียงแต่เราตอ้งมีการทดสอบสมมุติฐานว่า จ านวนรูปแบบของ
เวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวมีจ านวนเท่าใด อีกทั้งยงัไม่ตอ้งมีการก าหนดรูปแบบ
ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวไวก่้อนล่วงหนา้ดว้ย 

การประมาณเวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวจากการใชห้ลายสมการสามารถ
ท าไดห้ลายวิธี แต่หนงัสือเล่มน้ีจะกล่าวถึงวิธีท่ีมีการประยุกตใ์ชก้บังานวิจยัทางดา้นเศรษฐศาสตร์
และทางดา้นการเงินอย่างแพร่หลายมากท่ีสุด ซ่ึงก็คือวิธีการของ Johansen (1988)

1 เท่านั้น วิธีน้ี
จะน าแนวคิดของแบบจ าลอง VAR มาใชใ้นการประมาณเวกเตอร์ความสัมพนัธ์ดุลยภาพระยะยาว  

รายละเอียดของบทน้ีจะแบ่งเป็นหัวข้อท่ี  1 จะศึกษาความสัมพันธ์ระหว่างแบบ 
จ าลอง VAR และแบบจ าลอง VECM (Vector Error Correction Model) ซ่ึงเป็นพื้นฐานส าคญั

 

 
1

 Johansen, S., Statistical analysis of cointegration vectors, Journal of Economic Dynamic and Control 

12 (1988): 231-254. 
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ในการเข้าใจวิธีการของ Johansen (1988)  จากนั้นในหัวข้อท่ี 2 เราจะมาดูว่า เวกเตอร์แสดง
ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว (ซ่ึงเขียนแทนดว้ย β) และเวกเตอร์ท่ีแสดงการปรับตวัระยะสั้น
ใหเ้ขา้สู่ดุลยภาพระยาว (ซ่ึงเขียนแทนดว้ย α) เก่ียวขอ้งกบัแบบจ าลอง VECM อยา่งไร หัวข้อท่ี 3 

จะกล่าวถึงการมีค่าคงท่ีและแนวโนม้ก าหนดได ้(Deterministic Trend) อยูใ่นอนุกรมเวลาท่ีเป็น 
I(1) แลว้จะท าให้เวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวเป็นอย่างไร  หัวข้อท่ี 4 เป็นวิธีการ
ประมาณเวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวดว้ยการใชห้ลายสมการ หัวข้อท่ี  5 จะพูดถึง
การทดสอบสมมุติฐานเพื่อหาขอ้สรุปของจ านวนเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลย‒ภาพระยะ
ยาว หัวข้อท่ี 6 จะกล่าวถึงการทดสอบความสัมพนัธ์เชิงเหตุและผลตามแนวคิดของ Granger เม่ือ
ตวัแปรเป็น I(1) ในหัวข้อท่ี 7 เราจะมาดูวิธีการพยากรณ์อนุกรมเวลาในเวกเตอร์ Xt  ดว้ยการใช้
แบบจ าลอง VECM และหัวข้อท่ี 8 จะเป็นตวัอยา่งในการวิเคราะห์แบบจ าลอง VECM  

 

12.1 ความสัมพนัธ์ระหว่างแบบจ าลอง VAR และแบบจ าลองเวกเตอร์การปรับตัว
ระยะส้ันเพ่ือให้กลบัเข้าสู่ดุลยภาพระยะยาว (Vector Error Correction 

Model: VECM) 

จากบทท่ี 10 เราทราบแล้วว่าแบบจ าลอง Autogressive สามารถเขียนให้อยู่ในรูป
แบบจ าลองการปรับตวัระยะสั้นของอนุกรมเวลาหน่ึงเพื่อใหก้ลบัเขา้สู่ดุลยภาพระยะยาวได ้(Error 

Correction Model: ECM) ท านองเดียวกัน แบบจ าลอง Vector Autoregressive (VAR) ก็
สามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบจ าลองเวกเตอร์การปรับตวัระยะสั้นของอนุกรมเวลาทุกตวัให้กลบั
เขา้สู่ดุลยภาพระยะยาวได้ (Vector Error Correction Model: VECM) แบบจ าลอง VECM น้ี
จะให้ขอ้มูลเก่ียวกบัการเปล่ียนแปลงของอนุกรมเวลาทั้งในระยะสั้นและระยะยาว ดงัจะอธิบาย
ต่อไปน้ี 

ก าหนดให้ Xt คือเวกเตอร์ขนาด n×1 ท่ีประกอบไปดว้ยอนุกรมเวลา จ านวน n ชุดท่ีเป็น 

I(1) ทั้ งหมดซ่ึงได้แก่  X1t, X2t, …, Xnt  หรือเขียนได้ว่า   𝑿𝒕 = [

𝑋1𝑡
𝑋2𝑡
⋮
𝑋𝑛𝑡

]

𝑛×1

และแบบจ าลอง 

VAR(p)  ท่ีเขียนในรูปเวกเตอร์ Xt  (เพื่อความง่ายก าหนดให้ เวกเตอร์ค่าคงท่ี A0 = 0) แสดงได้
ดงัน้ี 
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Xt = A1Xt‒1 + A2Xt‒2 + …+ ApXt‒p + ut           (12.1) 

โดยท่ี 𝑿𝒕 = [

𝑋1𝑡
𝑋2𝑡
⋮
𝑋𝑛𝑡

]

𝑛×1

, Ai = [

𝑎11,𝑖 ⋯ 𝑎1𝑛,𝑖
𝑎21,𝑖 ⋯ 𝑎2𝑛,𝑖
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑛1,𝑖 ⋯ 𝑎𝑛𝑛,𝑖

]

𝑛×𝑛

, i=1,…, p  และ ut = [

𝑢1𝑡
⋮
𝑢𝑛𝑡

]

𝑛×1

 

นั่นคือ  Ai  (i=1,..,p) คือเมทริกซ์ของค่าพารามิเตอร์ขนาด n × n  ส่วน  ut ก็คือเวกเตอร์ขนาด   

n×1 ของตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนในแบบจ าลอง VAR นัน่เอง   
 เม่ือก าหนดให ้ut เป็น I(0)  ดงันั้น อนุกรมเวลา X1t, X2t, …, Xnt  มีความสัมพนัธ์เชิง ดุลย
ภาพระยะยาวต่อกัน เราจึงสามารถแปลงแบบจ าลอง VAR(p) ดังสมการท่ี (12.1) ให้อยู่ในรูป
แบบจ าลอง VECM ได ้ซ่ึงจะท าใหไ้ดข้อ้มูลท่ีเป็นผลกระทบในระยะยาว (long-run effect) ท่ีจะ
อยูใ่นเมทริกซ์  n× n  ดงัน้ี 

    ∆Xt  =  ΠXt‒1+  1∆Xt‒1 + 2∆Xt‒2 +… +p‒1 ∆Xt‒(p‒1) + ut       (12.2)
2
 

โดยท่ี           Π     = ‒ (I ‒ A1 ‒ A2  ‒ … ‒ Ap)  เป็นเมทริกซ์ขนาด n×n   

     1  = ‒ (A2 + A3 + A4 + …+ Ap)  เป็นเมทริกซ์ขนาด n×n  

     2 = ‒ (A3 + A4 + … + Ap)  เป็นเมทริกซ์ขนาด n×n   

               

    p‒1 = ‒ (Ap)  เป็นเมทริกซ์ขนาด n×n   

หรือเขียนในรูปทัว่ไปไดเ้ป็น  i = ‒ (Ai+1 + Ai+2 + …+ Ap) = −∑ 𝑨𝒎
𝒑
𝒎=𝒊+𝟏  ส าหรับ             i 

=1,…, p‒1  สมการท่ี (12.2) น้ีก็คือแบบจ าลองเวกเตอร์การปรับตวัระยะสั้นเพื่อใหก้ลบัเขา้สู่ดุลย
ภาพระยะยาว (VECM) นัน่เอง จะเห็นวา่เมทริกซ์ Π ไดร้วมค่าสัมประสิทธ์ิทุกตวัของแบบจ าลอง 

VAR(p) เขา้ไปอยู่ดว้ยแลว้ ดงันั้น ขอ้มูลท่ีเก่ียวขอ้งการปรับตวัระยะยาวจะพิจารณาได้จากเมท
ริกซ์ค่าพารามิเตอร์ Π  ส่วนเมทริกซ์สัมประสิทธ์ิ Γ1, Γ2,…, Γp‒1 แสดงถึงผลกระทบท่ีชัว่คราวท่ี
เกิดจาก ∆Xt‒1, ∆Xt‒2,…,∆Xt‒(p‒1) ตามล าดบั  
 แบบจ าลอง VECM นอกจากจะถูกเขียนให้อยู่ในรูปแบบดังสมการท่ี  (12.2) แล้วยงั
สามารถเขียนใหอ้ยูใ่นรูปแบบสมการท่ี (12.3) ไดอี้กดว้ยดงัน้ี 

 

 
2

 ดูวธีิพิสูจน์ในภาคผนวก 12ก 
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     ∆Xt  = ΠXt‒p+ 1∆Xt‒1 + 2∆Xt‒2 +… +p‒1 ∆Xt‒(p‒1) + ut        (12.3)
3
 

โดยท่ี            Π = ‒ (I ‒ A1 ‒ A2  ‒ … ‒ Ap) เป็นเมทริกซ์ขนาด n×n   

     1  = ‒ (I ‒A1)  เป็นเมทริกซ์ขนาด n×n   

     2 = ‒ (I ‒A1‒A2)  เป็นเมทริกซ์ขนาด n×n   

              

     p‒1 = ‒ (I ‒A1‒A2‒…‒Ap‒1)  เป็นเมทริกซ์ขนาด n×n   

หรือเขียนในรูปทัว่ไป  i = ‒ (I ‒A1 ‒ A2 ‒ …‒ Ai) = −(𝑰 − ∑ 𝑨𝒎
𝒊
𝒎=𝟏 ) ส าหรับ i =1,…, 

p‒1  
จะเห็นวา่เมทริกซ์สัมประสิทธ์ิ   ท่ีอยูใ่นสมการท่ี (12.2) หรือ (12.3) จะมีค่าเท่ากนั แต่

เมทริกซ์สัมประสิทธ์ิ Γi (i =1, 2, …, p‒1)  ท่ีอยู่ในสมการท่ี (12.2) หรือ (12.3) จะไม่เท่ากนั  
โดยเราจะแปลความหมายของเมทริกซ์สัมประสิทธ์ิ Γ1, Γ2, …, Γp‒1 ท่ีอยู่ในสมการท่ี (12.3) ว่า 
การสะสมของผลกระทบในระยะยาวตั้งแต่ช่วงเวลาท่ี 1, 2, …, p ‒1 ตามล าดบั  

ดังนั้ นการวิเคราะห์เวกเตอร์ความสัมพันธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวสามารถหาได้จาก
แบบจ าลอง VECM ท่ีอยู่ในรูปแบบดงัสมการท่ี (12.2) หรือ (12.3) ก็ได ้แต่ในหนงัสือเล่มน้ีจะ
ใชรู้ปแบบสมการท่ี (12.2) ในการอธิบาย 

12.2 การแปลความหมายของเมทริกซ์สัมประสิทธ์ิ   ในแบบจ าลอง VECM 

 จากแบบจ าลอง VECM สมการท่ี (12.2)  

  ∆Xt = ΠXt‒1+  1∆Xt‒1 + 2∆Xt‒2 +… +p‒1 ∆Xt‒(p‒1) + ut         (12.2) 

เราทราบแลว้ว่า  ut ~ I(0)  และอนุกรมเวลา X1t, X2t, …, Xnt  เป็น I(1)  หรือเขียนไดว้า่ Xt ~I(1)  
และ ∆Xt~I(0) เม่ือกรณีน้ีเกิดขึ้นเราจะพบวา่  rank( Π ) <  n  เสมอ ซ่ึงจะพิสูจน์ง่าย ๆ ไดด้งัน้ี 

หาก rank(Π) = n แลว้จะพบวา่สมการท่ี (12.2) ไม่เป็นจริง เพื่อใหเ้ขา้ใจไดง้่ายท่ีสุด ลอง
ก าหนดให ้Π = In โดยท่ี In คือเมทริกซ์เอกลกัษณ์ท่ีขนาด n× n  ซ่ึงจะมี rank( In ) = n  และเม่ือ
เราน า Π = In ไปแทนค่าลงใน (12.2) จะได ้

 

 
3
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  ∆Xt = Xt‒1+  1∆Xt‒1 + 2∆Xt‒2 +… +p‒1 ∆Xt‒(p‒1) + ut         (12.4) 

เม่ือพิจารณาสมการท่ี (12.4) จะพบว่าไม่เป็นจริง ทั้งน้ีเพราะเวกเตอร์ทางซ้ายมือ ∆Xt  เป็น I(0) 
ดงันั้น พจน์ทุกพจน์ท่ีอยู่ทางขวามือของสมการน้ีจะตอ้งเป็น I(0) ทั้งหมดเพื่อให้สมการเป็นจริง 
แต่เวกเตอร์ Xt‒1 ท่ีอยู่ทางขวามือพจน์แรกของสมการท่ี (12.4) กลบัเป็น I(1)  ดงันั้นจึงสรุปไดว้า่ 
rank( Π ) จะตอ้งมีค่านอ้ยกวา่จ านวนอนุกรมเวลาในเวกเตอร์ Xt เสมอ  (rank (𝜫) < 𝑛) 
 ถา้ก าหนดให ้rank( Π ) = r  และ r < n  แลว้เราจะเขียนไดว้า่  

 Π = αβʹ              (12.5) 

โดยท่ี β คือเมทริกซ์ท่ีแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวมีขนาด n×r  โดยสดมภท่ี์ 1, 2, 

…, r คือเวกเตอร์ท่ีแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวแบบท่ี 1, 2, …, r ตามล าดบั ซ่ึงจะ
เป็นอิสระต่อกนั ดงันั้นจะมีคุณสมบติัคือ  rank( β ) = r 

α คือเมทริกซ์ท่ีแสดงการปรับตวัระยะสั้นเพื่อให้เขา้สู่ดุลยภาพระยะยาวมีขนาด n×r  โดย
สมาชิกต าแหน่งท่ี (i, j) จะแสดงถึงการปรับตวัในระยะสั้นเพื่อเขา้สู่ดุลยภาพระยะยาวของตวัแปร
ท่ี i เม่ือพบว่ามีการเบ่ียงเบนออกจากความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวแบบท่ี j  และมีคุณสมบติั
วา่ rank(α) = r ดว้ย 

เม่ือแทนค่า  Π = αβʹ ลงในสมการท่ี (12.2) จะได ้

  ∆Xt = αβʹXt‒1+  1∆Xt‒1 + 2∆Xt‒2 +… +p‒1 ∆Xt‒(p‒1) + ut         (12.6) 

โดยท่ีผลคูณ βʹXt‒1 คือเวกเตอร์ขนาด r×1 และมีคุณสมบติัเป็น I(0) หรือเขียนไดว้่า βʹXt‒1~I(0)  
โดยสมาชิกแถวท่ี 1, แถวท่ี 2, …, แถวท่ี r  ของ βʹXt‒1 จะแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะ
ยาวรูปแบบท่ี 1, รูปแบบท่ี 2, …, จนถึงรูปแบบท่ี r ของอนุกรมเวลา X1t, X2t, …, Xnt  ตามล าดบั
นัน่เอง 

เราทราบแลว้ว่า จ านวนเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวมีค่าเท่ากบั  r 
โดยท่ี r < n (ซ่ึงหมายถึงจ านวนเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวตอ้งมีค่าไม่เกิน
จ านวนอนุกรมเวลาท่ีอยู่ในแบบจ าลอง VECM)  นั่นคือ จ านวนเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิง
ดุลยภาพระยะยาวท่ีเป็นไปไดจ้ะเร่ิมตั้งแต่ไม่มีเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว  

(r = 0) จนถึงมีเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว n ‒1 รูปแบบ (r = n‒1) หรือ
เขียนเป็นสัญลกัษณ์ไดว้า่  r = 0, 1, 2, …, n‒1   
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ในกรณีท่ีอนุกรมเวลา X1t, X2t, …, Xnt ไม่มีความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวต่อกนัเลย 
(r = 0)  จะพบวา่เมทริกซ์สัมประสิทธ์   เป็นเมทริกซ์ศูนย ์หรือเขียนวา่  = 0  (0 ในท่ีน้ีคือ  เมท
ริกซ์ศูนย)์  แบบจ าลองท่ีควรใชวิ้เคราะห์ในกรณีน้ีก็คือ แบบจ าลอง VAR(p) ในรูปผลต่างล าดบัท่ี 

1 ดงัน้ี  

  ∆Xt =  A1∆Xt‒1 + A2∆Xt‒2 +… +Ap ∆Xt‒p + ut          (12.7) 

ในกรณีท่ีอนุกรมเวลา X1t, X2t, …, Xnt มีความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวต่อกนั โดย
จ านวนความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวอาจมีได้ตั้งแต่ 1, …, n‒1 รูปแบบ (หรือ r = 1, …,     

n ‒1) แลว้เราจะสามารถเขียน Π = αβʹ  ได ้ โดยท่ี β เมทริกซ์ขนาด n× r ของความสัมพนัธ์เชิง
ดุลยภาพระยะยาว   

การแยกเมทริกซ์ Π เป็นผลคูณของเมทริกซ์ α และ βʹ เช่นน้ี อาจท าให้ไดเ้มทริกซ์ขนาด 
n× r อ่ืน ๆ อีก (เขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์ 𝜶∗ และ 𝜷∗) ท่ีมีคุณสมบติัท าให ้Π = 𝜶∗𝜷∗′ ดงันั้น เรา
จึงสามารถใช้ 𝜷∗ในการแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวได้เช่นเดียวกนักับ β  โดยจะ
แสดงวิธีการพิสูจน์ไดจ้ากเม่ือน าเมทริกซ์ไม่เอกฐาน (non‒singular Matrix) ใด ๆ ขนาด n×n  

(เขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์ Q ) มาคูณกบัเมทริกซ์ α และ β  แลว้ท าให้เมทริกซ์สัมประสิทธ์ิ Π  คง
เดิมได ้แสดงไดด้งัน้ี 

  Π = 𝜶∗𝜷∗′              (12.8) 

โดยท่ี 𝜶∗= αQʹ  และ  𝜷∗ = βQ‒1
    จากสมการท่ี  (12.8)  จะพิสูจน์ไดว้า่ 

  𝜶∗𝜷∗′ = (𝜶𝑸′)(𝜷𝑸−𝟏)′ = 𝜶𝑸′(𝑸−𝟏)′𝜷′ = 𝜶𝑸′(𝑸′)−𝟏𝜷′ = 𝜶𝜷′ 

ดงันั้น สมการท่ี (12.5) และ (12.8) จะใหเ้มทริกซ์ค่าสัมประสิทธ์ิ Π เท่ากนั นัน่คือ เมทริกซ์แสดง
ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวจ านวน r รูปแบบจะไม่เป็นหน่ึงเดียว (Nonuniqueness)  

 เพื่อให้เมทริกซ์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวจ านวน r รูปแบบเป็นหน่ึงเดียว 

(Uniqueness)  เราจะตอ้งมีการใส่ขอ้จ ากดัในเมทริกซ์ β โดยขอ้จ ากดัท่ีใส่นั้นอาจเป็นขอ้จ ากดัท่ี
ใส่เพื่อให้สามารถอธิบายความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวให้เป็นไปตามทฤษฎีท่ีก าลงัพิจารณา
อยู ่หรือเป็นขอ้จ ากดัท่ีใส่เพื่อความสะดวกดงัตวัอยา่งต่อไปน้ี  
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 ก าหนดให ้β เมทริกซ์ขนาด n× r ของความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว เขียนไดด้งัน้ี 

𝜷𝒏×𝒓 =

[
 
 
 
 
 
𝛽11 𝛽12 ⋯ 𝛽1𝑟
𝛽21 𝛽22 ⋯ 𝛽2𝑟
𝛽31 𝛽32 ⋯ 𝛽3𝑟
𝛽41 𝛽42 ⋯ 𝛽4𝑟
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝛽𝑛1 𝛽𝑛2 ⋯ 𝛽𝑛𝑟]

 
 
 
 
 

𝑛×𝑟

 

เพื่อให้ได้เมทริกซ์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวท่ีเป็นหน่ึงเดียว เราจะใช้เง่ือนไขท่ี
สะดวกท่ีสุดในการจ ากดับน β ซ่ึงก็คือการท าให้สมาชิกท่ีอยู่ในแถวท่ี 1 ถึง r และสดมภท่ี์ 1 ถึง r  
เป็นเมทริกซ์เอกลกัษณ์  เขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์ β*  ดงัน้ี 

𝜷𝒏×𝒓
∗ =

[
 
 
 
 
 
 
 
1 0 ⋯ 0
0 1 ⋯ 0
⋮ ⋯ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 1

𝛽𝑟+1,1
∗ 𝛽𝑟+1,2

∗ ⋯ 𝛽𝑟+1,𝑟
∗

𝛽𝑟+2,1
∗ 𝛽𝑟+2,2

∗ ⋯ 𝛽𝑟+2,𝑟
∗

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝛽𝑛,1
∗ 𝛽𝑛2

∗ ⋯ 𝛽𝑛𝑟
∗ ]
 
 
 
 
 
 
 

𝑛×𝑟

 

หรือเขียนสั้น ๆ ดงัน้ี   𝜷𝒏×𝒓∗ = [
𝑰𝒓

𝜷(𝒏−𝒓)
]           

𝑟 × 𝑟
(𝑛 − 𝑟) × 𝑟                      (12.9) 

เพื่อให้เข้าใจได้ง่ายขึ้ น ลองพิจารณาตัวอย่างดังน้ี  ก าหนดให้ Xt  = [

𝐿𝐶𝑃𝐼𝐴,𝑡
𝐿𝐶𝑃𝐼𝐵,𝑡
𝐿𝐶𝑃𝐼𝐶,𝑡

]  โดย

อนุกรมเวลา  LCPIA,t , LCPIB,t  และ LCPIC,t  คือ ค่ าลอการิทึมฐานธรรมชาติ  (Natural 

Logarithm) ของดชันีราคาผูบ้ริโภคเมือง A, เมือง B  และเมือง C  ตามล าดบั  และสมมุติให้ ค่า
ลอการิทึมฐานธรรมชาติของดชันีราคาผูบ้ริโภคทั้ง 3 เมืองน้ีเป็น I(1)  และก าหนดค่าลอการิทึม
ฐานธรรมชาติของดัชนีราคาผูบ้ริโภคทั้ง 3 เมืองน้ีมีความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวต่อกัน
จ านวน 2 รูปแบบ (r = 2) โดยเมทริกซ์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว แสดงไดด้งัน้ี 

𝜷3×2 = [
5 -2

-2.5 3

2 1

]

3×2

หรือ  𝜷2×3′ = [
5 -2.5 2

-2 3 1
]

2×3
จะไดว้า่ rank( β )= 2  

r× r 

(n‒r)× r 
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การใส่ขอ้จ ากัดท่ีสะดวกท่ีสุดดังท่ีได้อธิบายในสมการท่ี  (12.9) ท าได้ด้วยการน า [ 5 -2.5

-2 3
]
-1

  

ไปคูณกบั [2
1
]  จะได ้ [ 5 -2.5

-2 3
]
-1

[
2

1
]= [

0.30 0.25

0.20 0.50
] [

2

1
]= [

0.85

0.90
]   และเราจะเขียนเมทริกซ์

ท่ีแสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวท่ีถูกใส่ขอ้จ ากดัไดด้งัน้ี 

𝜷3×2
∗ = [

1 0

0 1

0.85 0.90

]

3×2

 หรือ  𝜷2×3∗′ = [
1 0 0.85

0 1 0.90
]

2×3

 

ดังนั้ น ความสัมพันธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวของอนุกรมเวลา  LCPIA,t , LCPIB,t และ LCPIC,t  

จ านวน 2 รูปแบบคือ 𝜷∗′𝑿𝒕 = [1 0 0.85

0 1 0.90
] [

𝐿𝐶𝑃𝐼𝐴,𝑡
𝐿𝐶𝑃𝐼𝐵,𝑡
𝐿𝐶𝑃𝐼𝐶,𝑡

] = [
𝐿𝐶𝑃𝐼𝐴,𝑡 − 0.85𝐿𝐶𝑃𝐼𝐶,𝑡
𝐿𝐶𝑃𝐼𝐵,𝑡 − 0.90𝐿𝐶𝑃𝐼𝐶,𝑡

] นั่น

คือ รูปแบบความสัมพันธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวแบบท่ี  1 คือ  LCPIA,t  ‒ 0.85LCPIC,t   และ
รูปแบบความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวแบบท่ี 2 ก็คือ  LCPIB,t  ‒ 0.90LCPIC,t    

12.3 การมีค่าคงที่และแนวโน้มก าหนดได้ (Deterministic Trend) อยู่ในอนุกรม
เวลาที่เป็น I(1) กบัแบบจ าลอง VECM 

 ในทางปฏิบติั อนุกรมเวลาอาจมีส่วนท่ีก าหนดไดแ้น่นอน (Deterministic Component) 

ซ่ึงไดแ้ก่ ค่าคงท่ี (Constant) และแนวโนม้ก าหนดได ้(Deterministic Trend) ร่วมอยูด่ว้ย ซ่ึงใน
หวัขอ้ท่ีผา่นมาเราไดส้มมุติให้อนุกรมเวลาทุกตวัไม่มีส่วนท่ีก าหนดไดแ้น่นอน ในหวัขอ้น้ีเราจะมา
ดูว่า หากอนุกรมเวลาอย่างน้อย 1 ตวัในแบบจ าลอง VAR มีส่วนท่ีก าหนดได้แน่นอนแลว้ จะ
ส่งผลอย่างไรต่อค่าเฉล่ียของผลต่างล าดบัท่ี 1 (หรือเขียนแทนดว้ย E(∆Xt)) และค่าเฉล่ียของส่วน
ท่ีเบ่ียงเบนออกจากดุลยภาพระยะยาว (หรือเขียนแทนดว้ย E(βʹXt))   

เพื่อใหเ้ขา้ใจไดง้่ายขึ้น เราจะแบ่งหวัขอ้ออกเป็น 3 หวัขอ้ยอ่ย โดยหวัขอ้ยอ่ยแรก เราจะมา
ดูถึงการท่ีอนุกรมเวลาหน่ึง (Yt) มีส่วนท่ีก าหนดได้แน่นอนรวมอยู่ด้วยแลว้จะมีผลต่อ E(∆Yt) 
อยา่งไร ซ่ึงจะเป็นพื้นฐานใหเ้ขา้ใจในหัวขอ้ย่อยท่ี 2 ท่ีจะศึกษาถึงเม่ือเวกเตอร์ Xt  มีส่วนท่ีก าหนด
ไดแ้น่นอนอยู่ดว้ยอย่างนอ้ย 1 อนุกรมเวลา จะท าให้แบบจ าลอง VAR, แบบจ าลอง VECM และ
เวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวมีรูปแบบอยา่งไร รายละเอียดแต่ละหวัขอ้เป็นดงัน้ี 
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12.3.1 แบบจ าลอง AR เม่ือมีส่วนก าหนดได้แน่นอนร่วมอยู่ด้วย 

พิจารณาแบบจ าลองต่อไปน้ี 

  Yt = γt  + μ  + ut        (12.10) 

โดยท่ี  γ  คือค่าพารามิเตอร์ท่ีแสดงผลกระทบของแนวโนม้ก าหนดไดท่ี้มีต่ออนุกรม Yt ส่วน μ  คือ
ค่าพารามิเตอร์ท่ีแสดงถึงค่าคงท่ี และ ut คือตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนท่ีอยูใ่นอนุกรมเวลา Yt 

 ก าหนดใหต้วัแปรสุ่มคลาดเคล่ือน ut มีรูปแบบเป็น AR(1)  

   ut  = ρut‒1 + εt        (12.11 ก) 

โดยท่ี εt คือตวัรบกวนขาวท่ีมีค่าเฉล่ียเป็นศูนยแ์ละความแปรปรวนคงท่ี และสมการท่ี (12.11 ก) 

เขียนไดอี้กอยา่งดงัน้ี 

𝑢𝑡 =
𝜀𝑡

1 − 𝜌𝐿
                                                                           (12.11 ข) 

โดยท่ี L คือตัวด าเนินการความล่าช้า (Lag Operator)  เม่ือแทนค่า ut จาก (12.11 ข) ลงใน 
(12.10) จะได ้

𝑌𝑡        = 𝛾𝑡 + 𝜇 +
𝜀𝑡

1 − 𝜌𝐿
                                                                (12.12 ก) 

น า (1‒ρL) คูณตลอด 

  Yt   = ρYt‒1 + (1‒ρL)γt  + (1‒ρL)μ  + εt 

  Yt   = ρYt‒1 + γt ‒ ργ(t‒1)  + (1‒ρ)μ  + εt     

  Yt   = ρYt‒1 + γt ‒ ργt  +ργ  + (1‒ρ)μ  + εt     

  Yt   = ρYt‒1 + γ(1‒ ρ)t  +{ργ  + (1‒ρ)μ} + εt    (12.12 ข) 

หรือเขียนไดว้า่ 

  Yt   = ρYt‒1 + b1t  + b0 + εt       (12.12 ค) 
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โดยท่ี  b1 = γ(1‒ρ)  และ b0 = ργ + (1‒ρ)μ   จะเห็นว่า เราสามารถเขียนแบบจ าลอง (12.10) ให้
อยู่ในรูป AR(1) ดงัสมการท่ี (12.12 ข) (หรือ (12.12 ค)) ได ้ และจากสมการท่ี (12.12 ข) ลอง
พิจารณาค่าพารามิเตอร์ ρ และ γ เป็น 4 กรณีต่อไปน้ี 

กรณีท่ี 1 : ρ = 1 และ γ = 0  แลว้สมการท่ี (12.12 ข) จะเขียนไดด้งัน้ี 

  Yt   = Yt‒1 +  εt        

หรือ   ∆Yt  =  εt         (12.13 ก) 

นัน่คือ เรากล่าวไดว้่า หากอนุกรมเวลา Yt  เป็น I(1) และไม่มีส่วนของแนวโนม้ก าหนดได้รวมอยู่
ดว้ย (γ = 0) แลว้ค่าเฉล่ียของ ∆Yt  จะมีค่าเท่ากบัศูนยห์รือเขียนไดว้า่ E(∆Yt) = 0 

กรณีท่ี 2 : ρ = 1 และ γ ≠ 0  แลว้สมการท่ี (12.12 ข) จะเขียนไดด้งัน้ี 

  Yt   =  Yt‒1 + γ  + εt        

หรือ   ∆Yt  =  γ + εt        (12.13 ข) 

นัน่คือ เรากล่าวไดว้า่ หากอนุกรมเวลา Yt  เป็น I(1) และมีส่วนของแนวโนม้ก าหนดไดร้วมอยู่ดว้ย 
แลว้ค่าเฉล่ียของ ∆Yt  ไม่เท่ากับศูนย ์โดยมีค่าเท่ากับค่าสัมประสิทธ์ิของแนวโน้มก าหนดไดด้งั
สมการท่ี (12.10) เขียนไดว้า่ E(∆Yt) = γ 

 จากกรณีท่ี 1 และ 2 จะเห็นว่า เม่ืออนุกรมเวลา Yt เป็น I(1) แลว้ E(∆Yt) จะขึ้นอยู่กบัว่า
อนุกรมเวลา Yt มีส่วนของแนวโน้มก าหนดไดห้รือไม่เท่านั้น โดยจะไม่ขึ้นอยู่กบั μ ในสมการท่ี 

(12.10) เลย 

กรณีท่ี 3 : | ρ | < 1 และ γ = 0  แลว้สมการท่ี (12.12 ข) จะเขียนไดด้งัน้ี 

  Yt   = ρYt‒1   + (1‒ρ)μ  + εt       (12.13 ค) 
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สมการท่ี (12.13 ค) ก็คือแบบจ าลอง AR(1) ท่ีมีค่าคงท่ีเป็น  (1‒ρ)μ  นั่นเอง และเรากล่าวไดว้่า 
หากอนุกรมเวลา Yt  เป็น I(0) และไม่มีส่วนของแนวโนม้ก าหนดไดร้วมอยู่ดว้ย แลว้ค่าเฉล่ียของ 

Yt  จะมีค่าเท่ากบั  μ  ศูนยห์รือเขียนไดว้า่ E(Yt) = μ
4
 

กรณีท่ี 4 : | ρ | < 1 และ γ ≠ 0  แลว้สมการท่ี (12.12 ข) ก็คือสมการท่ี  (12.12 ค) นัน่เอง 
สมการท่ี (12.13 ค) ก็คือแบบจ าลอง AR(1) ท่ีมีส่วนของค่าคงท่ีเป็น b0 =  ργ + (1‒ρ)μ 

และส่วนของแนวโนม้ก าหนดไดเ้ป็น b1t = γ(1‒ρ)t นัน่เอง แต่ตอ้งระวงัว่า ค่า b0 และ b1 น้ีจะไม่
สามารถใช้อธิบายว่าเป็นค่าคงท่ีและค่าสัมประสิทธ์ิของแนวโน้มก าหนดได้ของอนุกรมเวลา  Yt 
ได้5 แต่เราจะกล่าวว่าหากอนุกรมเวลา Yt  มีความน่ิงรอบเส้นแนวโนม้ (Trend Stationary) แลว้
ค่าเฉล่ียของ Yt  จะมีค่าเท่ากบั γt+μ ศูนยห์รือเขียนไดว้า่ E(Yt) = γt+μ  (ดูสมการท่ี (12.10))  

12.3.2 แบบจ าลอง VAR, VECM และเวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวเม่ือ
มีส่วนก าหนดได้แน่นอนร่วมอยู่ด้วย 

ในหัวข้อย่อยน้ีเราจะมาพิจารณากรณีท่ีส่วนท่ีก าหนดได้แน่นอน  (Deterministic 

Component) อยูใ่นอนุกรมเวลาอยา่งนอ้ย 1 ตวัในแบบจ าลอง VAR  และเพื่อใหเ้ขา้ใจไดง้่ายขึ้น 
เราจะพิจารณาแบบจ าลอง VAR(1) ดงัต่อไปน้ี 

Xt = A1Xt‒1 + μ0 + μ1t +  ut     (12.14) 

โดยท่ี    μ0  คือเวกเตอร์ของค่าพารามิเตอร์ท่ีแสดงถึงการมีค่าคงท่ีอยูใ่นแบบจ าลอง VAR(p)   
μ1  คือเวกเตอร์ของค่าพารามิเตอร์ท่ีแสดงถึงการมีแนวโนม้ก าหนดไดท่ี้อยูใ่นแบบจ าลอง 

VAR(p)  และเวกเตอร์   μ0 และ μ1 แสดงไดด้งัน้ี 

     𝝁𝟎 = [
𝜇01
𝜇02
⋮
𝜇0𝑛

]

𝑛×1

  และ  𝝁𝟏 = [

𝜇11
𝜇12
⋮
𝜇1𝑛

]

𝑛×1

 

 

 
4 จาก (12.13 ค) ใส่ค่าคาดหวงัจะได ้ E(Yt) = E(Yt‒1) + (1‒)µ   เม่ือ || < 1 แสดงถึงอนุกรมเวลา Yt ในกรณีท่ี 3 น้ี
จะเป็น I(0)  นัน่คือ  E(Yt) = E(Yt‒1) ดงันั้น เราจึงไดว้่า    (1‒)E(Yt) = (1‒) µ   หรือ E(Yt) = µ 

 
5 เพราะค่าคงท่ีของอนุกรมเวลา Yt คือ μ และค่าสัมประสิทธ์ิของแนวโน้มก าหนดไดข้องอนุกรมเวลา Yt คือ γ  (ดูสมการท่ี 

(12.10) ประกอบ) และอยา่ลืมว่ากรณีน้ีอนุกรมเวลา Yt  เป็น I(0) 
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เม่ือ μ0 และ μ1 ไม่ใช่เวกเตอร์ศูนย ์ แลว้สมการท่ี (12.14) แสดงให้เห็นว่า อนุกรมเวลาอย่างน้อย
หน่ึงตวัในแบบจ าลอง VAR(1) จะตอ้งมีส่วนก าหนดไดแ้น่นอน (Deterministic Component) 
ซ่ึงอาจเป็นค่าคงท่ีหรือแนวโนม้ก าหนดไดอ้ย่างใดอย่างหน่ึงหรือทั้ง 2 อย่างก็ได ้ และเราสามารถ
แปลงแบบจ าลอง VAR(p) ดงัแสดงในสมการท่ี (12.14) ใหอ้ยูใ่นรูปแบบจ าลอง VECM ไดด้งัน้ี  

  ∆Xt = αβʹXt‒1 + μ0 + μ1t + ut          (12.15) 

จะเห็นว่าเวกเตอร์ μ0 และ μ1  มีอยู่ทั้งในแบบจ าลอง VAR และยงัคงมีอยู่ในแบบจ าลอง VECM 

ดว้ย  นัน่คือ ทั้ง  ∆Xt และ βʹXt‒1  จะตอ้งมีความน่ิงรอบ ๆ ส่วนก าหนดไดแ้น่นอน  
อยา่งไรก็ดี ในการศึกษาถึงการเบ่ียงเบนออกจากความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวแบบท่ี 

j (j =1, 2, …, r)  ซ่ึงแสดงไดด้ว้ยเวกเตอร์ βʹXt‒1 นั้น ค่าเฉลีย่ของส่วนเบี่ยงเบนออกจากดุลยภาพ
ระยะยาวต้องเป็นศูนย์ ดังนั้นเพื่อให้ได้ค่าเฉล่ียเป็นศูนย ์ ส่วนก าหนดได้แน่นอนต้องถูกก าจัด
ออกไปจากส่วนเบ่ียงเบนออกจากดุลยภาพระยะยาว (βʹXt‒1)  ซ่ึงท าไดด้ว้ยการแยกเวกเตอร์ μ0 
และ μ1 ในแบบจ าลอง VECM ดังสมการท่ี (12.15) ให้ถูกรวมอยู่ใน βʹXt‒1  ด้วย ดังจะอธิบาย
ดงัน้ี 

เวกเตอร์ μ0 (และเวกเตอร์ μ1) สามารถแยกออกเป็นผลรวมของเวกเตอร์ 2 เวกเตอร์ได้ 
จากการใชเ้อกลกัษณ์ดงัน้ี6 

 𝛂(𝜷′𝜶)−𝟏𝜷′ + 𝜷⊥(𝜶⊥
′ 𝜷⊥)

−𝟏𝜶⊥
′ = 𝑰        (12.16) 

โดยท่ี  𝜷⊥ และ 𝜶⊥  คือเมทริกซ์ท่ีตั้งฉาก (Orthogonal) กบัเมทริกซ์ β  และ α  ตามล าดบั นัน่คือ
เราจะไดว้า่  𝜷′𝜷⊥ = 𝟎  และ  𝜶′𝜶⊥ = 𝟎    

เม่ือเราน าเวกเตอร์  μ0  คูณสมการเอกลกัษณ์  (12.16) ตลอดจะได ้

 𝛂(𝜷′𝜶)−𝟏𝜷′𝝁𝟎 + 𝜷⊥(𝜶⊥
′ 𝜷⊥)

−𝟏𝜶⊥
′ 𝝁𝟎 = 𝝁𝟎        (12.17 ก) 

ถา้ก าหนดให ้   

  𝜷𝟎 = (𝜷′𝜶)−𝟏𝜷′𝝁𝟎         (12.17 ข) 

 

 
6

 Juselius, K., The Cointegrated VAR Model: Methodology and Applications (New York: Oxford 

University Press Inc., 2006), p. 96. 
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และ   𝜸𝟎 = 𝜷⊥(𝜶⊥′ 𝜷⊥)−𝟏𝜶⊥′ 𝝁𝟎         (12.17 ค) 

แทนค่าลงใน (12.17 ข) และ (12.17 ค) ลงใน (12.17 ก) จะได ้

 𝝁𝟎 =  𝛂𝜷𝟎 + 𝜸𝟎            (12.17 ง) 

ท านองเดียวกนั เม่ือเราน าเวกเตอร์  μ1  คูณสมการเอกลกัษณ์ (12.16) ตลอด  เราจะได ้

 𝝁𝟏 =  𝛂𝜷𝟏 + 𝜸𝟏            (12.17 จ) 

โดยท่ี   𝜷𝟏 = (𝜷′𝜶)−𝟏𝜷′𝝁𝟏  และ  𝜸𝟏 = 𝜷⊥(𝜶⊥′ 𝜷⊥)−𝟏𝜶⊥′ 𝝁𝟏 

 เม่ือแทนค่าสมการท่ี (12.17 ง) และ (12.17 จ) ลงในสมการท่ี (12.15) จะได ้ 

  ∆Xt = αβʹXt‒1+  αβ0 + αβ1t + γ0 + γ1t + ut           (12.18 ก) 

สมการท่ี (12.18 ก) เขียนใหม่ไดว้า่ 

𝚫𝑿𝒕 =  𝜶(𝜷
′𝑿𝒕−𝟏 + 𝜷𝟎 + 𝜷𝟏𝑡) + 𝜸𝟎 + 𝜸𝟏𝑡 + 𝒖𝒕                                                (12.18 ข) 

โดยท่ี ∆Xt    คือเวกเตอร์ขนาด n× 1,   Xt   คือเวกเตอร์ขนาด n× 1 

     α คือเมทริกซ์ขนาด n× r,   β    คือเมทริกซ์ขนาด n× r 

      β0   คือเมทริกซ์ขนาด r× 1,  β1   คือเมทริกซ์ขนาด r× 1 

     γ0   คือเมทริกซ์ขนาด n× 1,  γ1   คือเมทริกซ์ขนาด n× 1 

และ      ut   คือเมทริกซ์ขนาด n× 1   โดย n คือจ านวนอนุกรมเวลาในเวกเตอร์ Xt 

สมการท่ี (12.18 ข) แสดงใหเ้ห็นวา่ หากเวกเตอร์ Xt มีส่วนก าหนดได ้(μ0 + μ1t) รวมอยูด่ว้ยแลว้ 
เป็นไปไดว้่าทั้งแบบจ าลอง VECM มีส่วนก าหนดได้ (γ0 + γ1t)  และเวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิง
ดุลยภาพระยะยาวก็จะมีส่วนก าหนดได้อยู่ด้วย  (β0 + β1t) และสมการท่ี (12.18 ข) เขียนได้อีก
อยา่งคือ 

𝚫𝑿𝒕 =  𝛂[𝜷
′ 𝜷𝟎 𝜷𝟏]𝑟×(𝑛+2) [

𝑿𝒕−𝟏
1
𝑡
]

(𝑛+2)×1

+ 𝜸𝟎 + 𝜸𝟏𝑡 + 𝒖𝒕                    (12.18 ค) 
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ถา้ก าหนดให ้  𝜷̃′ =  [𝜷′ 𝜷𝟎 𝜷𝟏]  และ 𝑿̃𝒕−𝟏 =  [𝑿𝒕−𝟏 1 𝑡]′  ดงันั้น เราจะเขียนไดว้า่ 

𝚫𝑿𝒕 =  𝛂𝜷̃
′𝑿̃𝒕−𝟏 + 𝜸𝟎 + 𝜸𝟏𝑡 + 𝒖𝒕                                                               (12.18 ง) 

สมการท่ี (12.18 ง) มีคุณสมบติัดงัน้ี 

  E(∆Xt)   = γ0 + γ1t         (12.19 ก) 

และ   E(𝜷̃′𝑿̃𝒕−𝟏) = 0        (12.19 ข) 

นอกจากน้ีแล้ว สมการท่ี (12.18 ง) บอกความเก่ียวเน่ืองระหว่างส่วนก าหนดได้แน่นอน 
แบบจ าลอง VECM และเวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว ซ่ึงแบ่งไดเ้ป็น 5 กรณีดงัน้ี 

กรณีท่ี 1 : ถา้ γ0 = γ1 = β0 = β1 = 0  (หรือ μ0 = μ1 =0) กรณีน้ีทั้งแบบจ าลอง VECM 
และเวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว (ส่วนเบ่ียงเบนออกจากดุลยภาพระยะยาว) ไม่มี
ส่วนก าหนดไดแ้น่นอน หรือกล่าวไดว้า่ E(∆Xt) = 0 และ E(βʹXt‒1) = 0  โดยแบบจ าลอง VECM 

ในกรณีน้ีคือ 

  ∆Xt = αβʹXt‒1 + ut         (12.20 ก) 

ในกรณีท่ี μ0 = μ1  = 0  จะแสดงถึงอนุกรมเวลาในเวกเตอร์ Xt  ไม่มีส่วนก าหนดไดแ้น่นอน (ไม่มี
ทั้งค่าคงท่ีและแนวโนม้ก าหนดได)้ รวมอยูด่ว้ย 

กรณีท่ี 2 : ถา้ γ0 = 0, γ1 = β1 = 0 (หรือ μ1 =0) แต่  β0 ≠ 0  กรณีน้ีเวกเตอร์ความสัมพนัธ์
เชิงดุลยภาพระยะยาวจะแสดงถึงการมีค่าคงท่ีอยู่ด้วย  (β0 ≠ 0) หรือเขียนได้ว่า E(βʹXt‒1) = β0  
ส่วนแบบจ าลอง VECM ไม่มีส่วนก าหนดไดแ้น่นอนใด ๆ เลย หรือเขียนไดว้่า E(∆Xt) = 0 และ
เพื่อก าจดัค่าคงท่ีออกไปจากความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว แบบจ าลอง VECM ตอ้งอยูใ่นรูป
ไดด้งัน้ี 

𝚫𝑿𝒕 =  𝛂𝜷̃
′𝑿̃𝒕−𝟏 + 𝒖𝒕                                                                                      (12.20 ข) 

โดยท่ี   𝜷̃′ =  [𝜷′ 𝜷𝟎]  และ 𝑿̃𝒕−𝟏 =  [𝑿𝒕−𝟏 1]′  และจะไดว้่า E(𝜷̃′𝑿̃𝒕−𝟏) = 0 
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ในกรณีท่ี μ1  = 0 และ γ0 = 0 แต่ β0 ≠ 0  จะแสดงถึงอนุกรมเวลาอยา่งนอ้ย 1 ตวัในเวกเตอร์ Xt  มี
ค่าคงท่ีรวมอยูด่ว้ย (แต่จะไม่มีแนวโนม้ก าหนดไดร้วมอยู)่  

 กรณี ท่ี  3 : ถ้า  γ1 = β1 = 0 (หรือ  μ1 =0) แต่  γ0 ≠ 0 และ  β0 ≠ 0  กรณี น้ี เวก เตอ ร์
ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวจะไม่มีแนวโน้มก าหนดได้แต่จะมีค่าคงท่ีอยู่  (β0 ≠ 0) หรือ
เขียนไดว้่า E(βʹXt‒1) = β0  ส่วนแบบจ าลอง VECM พบว่ามีค่าคงท่ี (γ0 ≠ 0) รวมอยู่ หรือเขียน
ไดว้่า E(∆Xt) = γ0  และค่าคงท่ีท่ีอยู่ในเวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวสามารถก าจดั
ออกไปดว้ยการใชค้วามสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว 𝜷̃′𝑿̃𝒕−𝟏 ในแบบจ าลอง VECM ดงัน้ี 

𝚫𝑿𝒕 =  𝛂𝜷̃
′𝑿̃𝒕−𝟏 + 𝜸𝟎 +  𝒖𝒕                                                                           (12.20 ค) 

โดยท่ี   𝜷̃′ =  [𝜷′ 𝜷𝟎]  และ 𝑿̃𝒕−𝟏 =  [𝑿𝒕−𝟏 1]′   

ในกรณีท่ี  μ1 =0 แต่ γ0 ≠ 0 และ β0 ≠ 0 จะแสดงถึงอนุกรมเวลาในเวกเตอร์ Xt อย่างน้อย 1 ตวั
ตอ้งมีแนวโนม้ก าหนดได้7 

กรณีท่ี 4 : ถา้ γ1 = 0 แต่ γ0 ≠ 0,  β0 ≠ 0 (หรือ μ0 ≠ 0) และ  β1 ≠ 0  กรณีน้ีความสัมพนัธ์
เชิงดุลยภาพระยะยาว βʹXt‒1 ไม่สามารถก าจดัค่าคงท่ีและแนวโนม้ก าหนดไดอ้อกไปได ้หรือเขียน
ไดว้่า  E(βʹXt‒1) = β0 + β1t หรือพูดอีกอย่างคือ ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวจะมีความน่ิง
รอบเส้นแนวโน้ม (Trend Stationary)  ส่วนแบบจ าลอง VECM พบว่ามีค่าคงท่ี  (γ0 ≠ 0) หรือ
เขียนไดว้่า E(∆Xt) = γ0   ค่าคงท่ีและแนวโน้มก าหนดได้ท่ีอยู่ในเวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลย
ภาพระยะยาวสามารถก าจดัออกไปด้วยการใช้ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว 𝜷̃′𝑿̃𝒕−𝟏 ใน
แบบจ าลอง VECM ดงัน้ี 

𝚫𝑿𝒕 =  𝛂𝜷̃
′𝑿̃𝒕−𝟏 + 𝜸𝟎 +  𝒖𝒕                                                                           (12.20 ง) 

 

 
7

 อยา่ลืมว่า เม่ือ Xt เป็น I(1) ค่าคงท่ี 0 ≠ 0 ท่ีอยูใ่นแบบจ าลอง VECM (12.20 ค) จะแสดงถึงอนุกรมเวลาอยา่งนอ้ย 1 ตวั
ในเวกเตอร์ Xt มีส่วนของแนวโน้มก าหนดได ้ส่วนค่าสัมประสิทธ์ิของแนวโน้มก าหนดไดจ้ะเป็นค่าคงท่ีใน Xt (ดูหัวขอ้ 

12.3.1 สมการท่ี (12.13 ข) ประกอบ) 
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โดยท่ี 𝜷̃′ =  [𝜷′ 𝜷𝟎 𝜷𝟏]  และ 𝑿̃𝒕−𝟏 =  [
𝑿𝒕−𝟏

1

𝑡

]  หรืออาจเขียนแทนดว้ย [𝑿𝒕−𝟏′ 1 𝑡]′ 

ก็ได ้ในกรณีท่ี  μ0 ≠ 0 และ γ1 = 0 แต่ β1 ≠ 0 จะแสดงถึงอนุกรมเวลาในเวกเตอร์ Xt อย่างนอ้ย 1
ตวัตอ้งมีค่าคงท่ีและแนวโน้มก าหนดได้เชิงเส้นตรงแต่จะไม่อยู่ในรูปแบบแนวโน้มก าลังสอง   

(No Quadratic Trend)
8
 

กรณีท่ี 5 : ถา้ γ1 ≠0, γ0 ≠ 0,  β0 ≠ 0  และ  β1 ≠ 0   กรณีน้ีความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะ
ยาวจะมีความน่ิงรอบเส้นแนวโน้ม (0 + 1t) และแบบจ าลองVECM จะมีค่าคงท่ีและแนวโนม้
ก าหนดได ้(γ0 +γ1t)  ซ่ึงเขียนไดด้งัน้ี 

𝚫𝑿𝒕 =  𝛂𝜷̃
′𝑿̃𝒕−𝟏 + 𝜸𝟎 + 𝜸𝟏𝑡 +  𝒖𝒕                                                                (12.20 จ) 

โดยท่ี 𝜷̃′ =  [𝜷′ 𝜷𝟎 𝜷𝟏]  และ 𝑿̃𝒕−𝟏 =  [𝑿𝒕−𝟏 1 𝑡]′ ในกรณีท่ี  μ0 ≠ 0 และ μ1 ≠ 0 
เกิดขึ้นเม่ืออนุกรมเวลาในเวกเตอร์ Xt อย่างน้อย 1 ตวัตอ้งมีแนวโน้มก าหนดในรูปแบบยกก าลงั
สอง (μ0 + μ1t + μ2t2) 

12.4 การประมาณเวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวด้วยการใช้หลายสมการ  

 พิจารณาแบบจ าลอง VECM ดงัน้ี 

  ∆Xt = 𝛂𝜷̃′𝑿̃𝒕−𝟏+  1∆Xt‒1 + 2∆Xt‒2 +… +p‒1 ∆Xt‒(p‒1) +Dt + ut      (12.21) 

โดยท่ี 𝜷̃′ =  [𝜷′ 𝜷𝟎 𝜷𝟏]  เป็นเมทริกซ์ขนาด r  (n+2) , β  คือเมทริกซ์ขนาด n×r,  0  
และ 1 เป็นเวกเตอร์ขนาด r1,   𝑿̃𝒕−𝟏 =  [𝑿𝒕−𝟏′ 1 𝑡]′ เป็นเวกเตอร์ขนาด (n+2)1,         α 
คือเมทริกซ์ขนาด n×r , และ rank(α) = rank(𝜷̃) = r  ส่วน  Dt  คือเมทริกซ์ท่ีแสดงส่วนก าหนด
ไดแ้น่นอน (Deterministic Component)  

 การประมาณค่าพารามิเตอร์เวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว 𝜷̃  จะใชว้ิธี
ความน่าจะเป็นสูงสุด (Maximum Likelihood) โดยจะสมมุติให้เวกเตอร์ ut ~ Normal(0, Σ),  

 

 
8
 และการท่ี 1 ≠ 0 แสดงถึงแนวโนม้ก าหนดไดท่ี้รวมอยูใ่นเวกเตอร์อนุกรมเวลา Xt ไม่สามารถหกัลา้งไปจากความสัมพนัธ์

เชิงดุลยภาพระยะยาว βʹXt นัน่เอง 
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0 คือเวกเตอร์ศูนย,์ Σ คือเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของ ut    Johansen (1995)
9
 ไดพ้ิสูจน์ให้

เห็นว่า ตวัประมาณค่าเวกเตอร์ 𝜷̃𝑛×𝑟 ด้วยวิธีความน่าจะเป็นสูงสุด มีค่าเท่ากับเวกเตอร์เจาะจง
(Eigenvector) ท่ีสอดคล้องกับค่าเจาะจง (Eigenvalue) จากมากไปน้อยท่ีค านวณจากสมการ
ต่อไปน้ี 

  |𝝀𝑺𝟏𝟏 − 𝑺𝟏𝟎𝑺𝟎𝟎
−𝟏𝑺𝟎𝟏| =  0        (12.22)

10
 

โดยท่ี  𝑺𝒊𝒋 =
1

𝑇
𝑹𝒊𝒕𝑹𝒋𝒕

′ ,     𝑖 = 0, 1 และ 𝑗 = 0, 1 

            T  คือจ านวนขอ้มูลท่ีใชป้ระมาณแบบจ าลอง VECM 

         R0t   คือเมทริกซ์ของค่าความผิดพลาด (Residual) ขนาด n×T  ท่ีไดจ้ากสมการถดถอยท่ีมี
ตวัแปรตามคือ ∆Xt และตวัแปรอิสระคือ ∆Xt‒1, ∆Xt‒2,…, ∆Xt‒p+1, Dt 

          R1t คือเมทริกซ์ของค่าความผิดพลาด (Residual) ขนาด (n+2)×T ท่ีไดจ้ากสมการถดถอย
ท่ีมีตวัแปรตามคือ 𝑿̃𝒕−𝟏และตวัแปรอิสระคือ ∆Xt‒1, ∆Xt‒2,…, ∆Xt‒p+1, Dt 

ถา้ให้ 𝜆̂𝑖 (i = 1, 2, …,  n)11
 คือค่าเจาะจง (Eigenvalue) ท่ีค  านวณจากสมการ (12.22) 

โดยท่ี  1 > 𝜆̂1 > 𝜆̂2 > ⋯ > 𝜆̂𝑛  0  และใหเ้วกเตอร์เจาะจง (Eigenvector) ท่ีสอดคลอ้งกบัค่า
เจาะจง  𝜆̂1,  𝜆̂2,…, 𝜆̂𝑛 เขียนแทนดว้ย 𝑽̂ = [𝒗̂𝟏 𝒗̂𝟐 ⋯ 𝒗̂𝒏](𝑛+2)×(𝑛+2)  แลว้เราจะไดต้วั
ประมาณค่าเวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวดงัน้ี 

𝜷̂̃ =  [𝒗̂𝟏 𝒗̂𝟐 ⋯ 𝒗̂𝒓](𝑛+2)×𝑟         (11.23) 

 ถ้าแบบจ าลอง VECM  และความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวไม่มีส่วนก าหนดได้
แน่นอนอยู่ด้วย เราจะใช้สมการท่ี (11.24) ในการประมาณเวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพ
ระยะยาว 

 

 
9 ส าห รับผู ้ ท่ี สนใจ  ดู วิ ธีพิ สู จน์ได้ใน  Johansen, S., Likelihood-Based Inference in Cointegrated Vector 

Autoregressive Models (New York: Oxford University Press, 1995), pp. 89‒93. 

 
10 เราอาจใชส้มการต่อไปน้ีในหาเวกเตอร์เจาะจงก็ได ้ |𝑆10𝑆00−1𝑆01 − 𝜆𝑆11|= 0  (Maddala, G. S. and I. Kim. Unit 

Roots, Cointegration, and Structural Change, Cambridge University Press, UK,  2002, หนา้ 167) 

 
11 อยา่ลืมว่า n คือจ านวนอนุกรมเวลาในแบบจ าลอง VAR 
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  ∆Xt = 𝛂𝜷′𝑿𝒕−𝟏+  1∆Xt‒1 + 2∆Xt‒2 +… +p‒1 ∆Xt‒(p‒1) + ut (12.24) 

การประมาณค่าพารามิเตอร์เวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว β ในกรณีน้ีจะใช้
แนวคิดเดิมก็คือเป็นค่าเวกเตอร์เจาะจง (Eigenvector) ท่ีสอดคลอ้งกบัค่าเจาะจง (Eigenvalue) 

จากมากไปน้อยท่ีค านวณสมการท่ี (11.22) เช่นกัน เพียงแต่การค านวณค่า R0t และ R1t จะต่าง
ออกไปเลก็นอ้ยดงัน้ี 

             R0t คือเมทริกซ์ของค่าความผิดพลาด (Residual) ขนาด n× T ท่ีไดจ้ากสมการถดถอยท่ีมี
ตวัแปรตามคือ ∆Xt และตวัแปรอิสระคือ ∆Xt‒1, ∆Xt‒2,…, ∆Xt‒p+1 

R1t คือเมทริกซ์ของค่าความผิดพลาด (Residual) ขนาด n× T ท่ีไดจ้ากสมการถดถอยท่ีมี
ตวัแปรตามคือ Xt‒1  และตวัแปรอิสระคือ ∆Xt‒1, ∆Xt‒2,…, ∆Xt‒p+1 

จากนั้นเราจะใช้เมทริกซ์ R0t และ R1t ท่ีค  านวณดว้ยนิยามขา้งบนไปแทนค่าในสมการท่ี 

(11.22)  และเวกเตอร์เจาะจง (Eigenvector) หรือเขียนแทนดว้ย 𝑉̂ = [𝑣1 𝑣2 ⋯ 𝑣𝑛]𝑛×𝑛 
ท่ีสอดคลอ้งกบัค่าเจาะจง 𝜆̂1,  𝜆̂2,…, 𝜆̂𝑛  โดยท่ี  1 > 𝜆̂1 > 𝜆̂2 > ⋯ > 𝜆̂𝑛  0 จะถูกใชเ้ป็นตวั
ประมาณค่าพารามิเตอร์ในเวกเตอร์  β   หรือเขียนไดว้า่  

      𝜷̂ =  [𝒗̂𝟏 𝒗̂𝟐 ⋯ 𝒗̂𝒓]𝑛×𝑟         (11.25) 

12.5 การทดสอบจ านวนเวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว  

จากหัวขอ้ท่ีแลว้เราจะประมาณเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวจาก
เวกเตอร์เจาะจง (Eigenvector) ท่ีสองคลอ้งกบัค่าเจาะจง (Eigenvalue) ท่ีเรียงจากมากไปน้อย 
จ านวน r เวกเตอร์ โดยท่ี r = 0, 1, 2, …,  n‒1  ดงันั้น เราจึงตอ้งทราบดว้ยวา่จ านวนความสัมพนัธ์
เชิงดุลยภาพระยะยาว (หรือ r)ในแบบจ าลอง VAR มีก่ีรูปแบบ  

เราสามารถตอบค าถามน้ีไดด้ว้ยการตั้งสมมุติฐานหลกัและสมมุติฐานรองเก่ียวกบัจ านวน
ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว และท่ีใชก้นัมากมีอยู่ 2 รูปแบบ 

รูปแบบท่ี 1     H0: จ านวนเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวอยา่งมากเท่ากบั r  
  H1: จ านวนเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวมากกวา่ r  

โดยท่ี r = 0, 1, 2, …, n‒1  และค่าสถิติท่ีใช้ในการทดสอบสมมุติฐานขา้งตน้ คือค่าสถิติ Trace  
(trace) ซ่ึงมีสูตรในการค านวณดงัน้ี 
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𝜆𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑟) = −𝑇 ∑ (1 − 𝜆̂𝑖)

𝑛

𝑖=𝑟+1

                                                                   (12.26) 

หากการทดสอบพบว่า เราสามารถปฏิเสธสมมุติฐานหลกั นั่นหมายถึง จ านวนเวกเตอร์แสดง
ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวมากกว่า r แต่หากเราไม่สามารถปฏิเสธสมมุติฐานหลกั จะ
หมายถึงจ านวนเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวอยา่งมากเท่ากบั r 

 ในการทดสอบสมมุติฐานข้างต้นจะต้องเ ร่ิมจาก  r = 0  (H0: ไม่มี เวกเตอร์แสดง
ความสัมพันธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว) และหากผลการทดสอบพบว่า เราไม่สามารถปฏิเสธ
สมมุติฐานหลกัน้ีแลว้ เราจะสรุปว่าอนุกรมเวลาในแบบจ าลอง VAR ไม่มีความสัมพนัธ์เชิงดุลย‒

ภาพระยะยาวต่อกนั  แต่หากเราปฏิเสธสมมุติฐานหลกัเราจะตอ้งท าการทดสอบสมมุติฐานต่อดว้ย
การก าหนดให้ r = 1 (H0: จ านวนเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวอย่างมาก
เท่ากับ 1 รูปแบบ) ถ้าผลการทดสอบสรุปว่า เราไม่สามารถปฏิเสธสมมุติฐานหลักให้สรุปว่า
อนุกรมเวลาในแบบจ าลอง VAR มีความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวต่อกนัจ านวน 1 รูปแบบ แต่
ถา้ผลการทดสอบสรุปว่า เราสามารถปฏิเสธสมมุติฐานหลกัน้ีจะตอ้งการทดสอบสมมุติฐานต่อไป
อีกคือก าหนดให้ r =2 (H0: จ านวนเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวอย่างมาก
เท่ากบั 2 รูปแบบ) ท าเช่นน้ีไปเร่ือย ๆ จนกว่าเราจะไม่สามารถปฏิเสธสมมุติฐานหลกัและค่า r ท่ี
ก าหนดสุดทา้ยจะแสดงถึงจ านวนเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว   
 สมมุติเราทดสอบสมมุติฐานหลักไปเร่ือย ๆ จนกระทั่งผลการทดสอบสมมุติฐานท่ี
ก าหนดให ้r = n‒1 (H0: จ านวนเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวอยา่งมากเท่ากบั 
n‒1 รูปแบบ) พบว่ายงัคงปฏิเสธสมมุติฐานหลกัอยู่อีก กรณีน้ีให้สรุปว่าอนุกรมเวลาทุกตัวใน
แบบจ าลอง VAR เป็น I(0)  และไม่มีความจ าเป็นท่ีจะต้องใช้แบบจ าลอง  VECM ในการ
วิเคราะห์12  
 

  

 

 
12หากมีการสรุปวา่อนุกรมเวลาในแบบจ าลอง VAR มีความสัมพนัธ์เชิงดลุยภาพระยะยาวต่อกนัจ านวน n รูปแบบจะท าให้
ขดัแยง้กบัส่ิงท่ีไดพิ้สูจน์ไวใ้นหวัขอ้ท่ี 12.2 ท่ีว่า rank(β) < n 
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รูปแบบท่ี 2     H0: จ านวนเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวอยา่งมากเท่ากบั r  
  H1: จ านวนเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวคือ r + 1  

โดยท่ี  r = 0, 1, 2, …, n‒1  และค่าสถิติท่ีใช้ในการทดสอบสมมุติฐานข้างต้น คือค่าสถิติ  

Maximum-Eigenvalue (max) ซ่ึงมีสูตรในการค านวณดงัน้ี 

𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑟, 𝑟 + 1) = −𝑇(1 − 𝜆̂𝑟+1)                                                                       (12.27) 

การทดสอบสมมุติฐานน้ีมีกระบวนการเช่นเดียวกับรูปแบบท่ี 1 กล่าวคือ จะเร่ิมการทดสอบ
สมมุติฐานจากการก าหนดให้ r = 0 หากปฏิเสธสมมุติฐานหลกัก็จะตอ้งท าการทดสอบสมมุติฐาน
ในล าดบัต่อไปคือการก าหนดให้ r = 1 ท าเช่นน้ีไปเร่ือย ๆ และเราจะหยุดการทดสอบสมมุติฐาน
เม่ือไม่สามารถปฏิเสธสมมุติฐานหลกัและจะสรุปจ านวนความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวเท่ากบั
จ านวน r ท่ีก าหนดคร้ังสุดทา้ย  
 ส่วนค่าวิกฤติทั้งของ 𝜆𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑟)  และ 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑟, 𝑟 + 1) สามารถหาไดจ้าก Johansen, S. 

Likelihood-Based Inference in Cointegrated Vector Autoregressive Models,กOxford 

University Press, New York, 1995 อยา่งไรก็ดี ปัจจุบนัโปรแกรมส าเร็จรูป เช่น Eviews  หรือ 

SAS จะค านวณค่า 𝜆𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑟) และ 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑟, 𝑟 + 1)  พร้อมกบัให้ค่าวิกฤติของแต่ละค่ามาพร้อม
กนัดว้ย ท าใหก้ารทดสอบจ านวนความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวสะดวกขึ้นมาก 

12.6 ความสัมพนัธ์เชิงเหตุและผลตามแนวคิดของ Granger เม่ือตัวแปรเป็น I(1) 

การทดสอบความสัมพันธ์ระหว่างเหตุและผลตามแนวคิดของ  Granger (Granger 

Causality) ท่ีได้กล่าวในบทท่ี 11 หัวข้อท่ี 11.7 นั้น มีข้อสมมุติว่าอนุกรมเวลาทุกตัวท่ีอยู่ใน
แบบจ าลอง VAR จะตอ้งเป็น I(0) ในหัวขอ้น้ีเราจะมาดูว่า หากอนุกรมเวลาทุกตวัเป็น I(1) แลว้ 
การทดสอบความสัมพนัธ์ระหวา่งเหตุและผลตามแนวคิดของ Granger มีวิธีการอยา่งไร 

เพื่อให้เขา้ใจง่าย ก าหนดให้เวกเตอร์ Xt ประกอบดว้ยอนุกรมเวลา Yt และ Zt  ซ่ึงอนุกรม
เวลาทั้งสองน้ีเป็น I(1) และไม่มีส่วนก าหนดไดแ้น่นอน  แบบจ าลอง VAR ท่ีเหมาะสมกบัอนุกรม
เวลาทั้งสองคือ 

Xt = A1Xt‒1 + A2Xt‒2  + A3Xt‒3 + ut          (12.28) 
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โดยท่ี 𝑿𝒕 = [
𝑌𝑡
𝑍𝑡
]    

Ai   คือเมทริกซ์ของค่าพารามิเตอร์ขนาด 2 × 2  (i = 1, 2, 3)  ซ่ึงเขียนไดด้งัน้ี 

𝑨𝟏 = [
𝑎11,1 𝑎12,1
𝑎21,1 𝑎22,1

] , 𝑨𝟐 = [
𝑎11,2 𝑎12,2
𝑎21,2 𝑎22,2

]   และ  𝑨𝟑 = [
𝑎11,3 𝑎12,3
𝑎21,3 𝑎22,3

] 

สมการท่ี (11.28) เขียนไดอี้กอยา่งคือ 

Yt = a10 + a11,1Yt‒1 + a12,1Zt‒1 + a11,2Yt‒2 + a12,2 Zt‒2 + a11,3Yt‒3  + a12,3 Zt‒3+ u1t    

(12.29 ก) 

Zt = a20 + a21,1Yt‒1 + a22,1Zt‒1 + a21,2Yt‒2 + a22,2 Zt‒2 + a21,3Yt‒3  + a22,3 Zt‒3+ u2t            

(12.29 ข) 

การทดสอบวา่ อนุกรมเวลา Zt เป็นสาเหตุท่ีก่อใหเ้กิดผลกระทบต่ออนุกรมเวลา Yt ตามแนวคิดของ 
Granger หรือไม่ สามารถท าไดด้ว้ยการตั้งสมมุติฐานหลกัและสมมุติฐานรองต่อไปน้ี 

 H0:  a12,1 = a12,2 =  a12,3 = 0         (12.30 ก) 

 H1:  มีค่าพารามิเตอร์อยา่งนอ้ย 1 ตวัภายใตส้มมุติฐานหลกั (12.30 ก)ไม่เป็นศูนย ์      
(12.30 ข) 

ส่วนการทดสอบว่า อนุกรมเวลา Yt เป็นสาเหตุท่ีก่อให้เกิดผลกระทบต่ออนุกรมเวลา Zt ตาม
แนวคิดของ Granger หรือไม่ สามารถท าไดด้ว้ยการตั้งสมมุติฐานหลกัและสมมุติฐานรองต่อไปน้ี 

 H0:  a21,1 = a21,2 =  a21,3 = 0        (12.31 ก)

 H1:  มีค่าพารามิเตอร์อยา่งนอ้ย 1 ตวัภายใตส้มมุติฐานหลกั (12.31 ก)ไม่เป็นศูนย ์      
(12.31 ข) 

ในกรณีน้ีเราจะไม่สามารถใช้ค่าสถิติ F และค่าสถิติ Wald ดงัท่ีเคยแสดงไวใ้นสมการท่ี (11.41) 
และ (11.44) ตามล าดับ ในการทดสอบสมมุติฐาน (12.30 ก) และ (12.31 ก) ได้ ทั้ งน้ีเพราะ
อนุกรมเวลา Yt และ Zt เป็น I(1) เพื่อให้สามารถทดสอบสมมุติฐานทั้งสองน้ีไดเ้ราตอ้งพยายามท า
ให้อนุกรมเวลา  Yt  และ Zt  ในแบบจ าลอง  VAR(3) มีความน่ิง ด้วยการแปลงให้อยู่ในรูป
แบบจ าลอง VECM ดงัน้ี 
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  ∆Xt = ΠXt‒1+  1∆Xt‒1 + 2∆Xt‒2 + ut      (12.32) 

โดยท่ี  Π = ‒(I‒A1‒A2‒A3)     

1 = ‒(A2 + A3)  

2 = ‒(A3) 

สมการท่ี (12.32) เขียนไดอี้กแบบคือ 

[
Δ𝑌𝑡
Δ𝑍𝑡

] = [
−1 + 𝑎11,1 + 𝑎11,2 + 𝑎11,3       + 𝑎12,1 + 𝑎12,2 + 𝑎12,3
       + 𝑎21,1 + 𝑎21,2 + 𝑎21,3 −1 + 𝑎22,1 + 𝑎22,2 + 𝑎22,3

] [
𝑌𝑡−1
𝑍𝑡−1

] 

+[
−(𝑎11,2 + 𝑎11,3) −(𝑎12,2 + 𝑎12,3)

−(𝑎21,2 + 𝑎21,3) −(𝑎22,2 + 𝑎22,3)
] [
Δ𝑌𝑡−1
Δ𝑍𝑡−1

] 

+[
−(𝑎11,3) −(𝑎12,3)

−(𝑎21,3) −(𝑎22,3)
] [
Δ𝑌𝑡−2
Δ𝑍𝑡−2

] + [
𝑢1𝑡
𝑢2𝑡
]                                          (12.33) 

ถา้ก าหนดให ้

π11 = −1 + 𝑎11,1 + 𝑎11,2 ++𝑎11,3        (12.34 ก) 

π12 =        +𝑎12,1 + 𝑎12,2 + 𝑎12,3        (12.34 ข) 

π21 =        +𝑎21,1 + 𝑎21,2 + 𝑎21,3        (12.34 ค) 

π22 = −1 + 𝑎22,1 + 𝑎22,2 + 𝑎22,3        (12.34 ง) 

𝛾11,1 = −(𝑎11,2 + 𝑎11,3)         (12.34 จ) 

𝛾12,1 = −(𝑎12,2 + 𝑎12,3)         (12.34 ฉ) 

𝛾21,1 = −(𝑎21,2 + 𝑎21,3)         (12.34 ช) 

𝛾22,1 = −(𝑎22,2 + 𝑎22,3)         (12.34 ซ) 

𝛾11,2 = −(𝑎11,3)          (12.34 ฌ) 
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𝛾12,2 = −(𝑎12,3)         (12.34 ญ) 

𝛾21,2 = −(𝑎21,3)         (12.34 ฎ) 

𝛾22,2 = −(𝑎22,3)         (12.34 ฏ) 

แทนค่า (12.34 ก) และ (12.34 ฏ) ลงใน (12.33) จะได ้

[
Δ𝑌𝑡
Δ𝑍𝑡

] = [
𝜋11 𝜋11
𝜋21 𝜋22

] [
𝑌𝑡−1
𝑍𝑡−1

] + [
𝛾11,1 𝛾12,1
𝛾21,1 𝛾22,1

] [
Δ𝑌𝑡−1
Δ𝑍𝑡−1

] + [
𝛾11,2 𝛾12,2
𝛾21,2 𝛾22,2

] [
Δ𝑌𝑡−2
Δ𝑍𝑡−2

] + [
𝑢1𝑡
𝑢2𝑡
]     

  (12.35) 

เราทราบแลว้ว่า อนุกรมเวลาจ านวน 2 ชุด (ในท่ีน้ีคือ Yt และ Zt) สามารถมีความสัมพนัธ์เชิงดุลย-

ภาพระยะยาวต่อกนัอย่างมาก 1 รูปแบบเท่านั้น และจะสามารถเขียนไดว้่า Π = αβʹ โดยท่ี α และ 

β คือเมทริกซ์ขนาด 2×1 ซ่ึงเขียนไดเ้ป็น 𝜶 = [
𝛼11
𝛼21

] , 𝜷 = [
𝛽11
𝛽21

]  และ rank(α) = rank(β ) = 1   

ดงันั้น จาก  Π    =  αβʹ    เขียนไดว้า่ 

[
𝜋11 𝜋11
𝜋21 𝜋22

] = [
𝛼11
𝛼21

] [𝛽11 𝛽21] 

 = [
𝛼11𝛽11 𝛼11𝛽21
𝛼21𝛽11 𝛼21𝛽21

] 

แทนค่าลงใน (12.35) จะได ้

[
Δ𝑌𝑡
Δ𝑍𝑡

] = [
𝛼11𝛽11 𝛼11𝛽21
𝛼21𝛽11 𝛼21𝛽21

] [
𝑌𝑡−1
𝑍𝑡−1

] + [
𝛾11,1 𝛾12,1
𝛾21,1 𝛾22,1

] [
Δ𝑌𝑡−1
Δ𝑍𝑡−1

] 

+[
𝛾11,2 𝛾12,2
𝛾21,2 𝛾22,2

] [
Δ𝑌𝑡−2
Δ𝑍𝑡−2

] + [
𝑢1𝑡
𝑢2𝑡
]               (12.36) 

นัน่คือ แบบจ าลอง VECM เขียนไดด้งัน้ี 

Yt = α11(β11Yt‒1 + β21Zt‒1) + γ11,1∆Yt‒1 + γ12,1∆Zt‒1 + γ11,2∆Yt‒2 + γ12,2∆Zt‒2 + u1t   (12.37 ก) 

Zt = α21(β11Yt‒1 + β21Zt‒1) + γ21,1∆Yt‒1 + γ22,1∆Zt‒1 + γ21,2∆Yt‒2 + γ22,2∆Zt‒2 + u1t   (12.37 ข) 
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จะเห็นวา่ (β11Yt‒1+β21Zt‒1) คือส่วนเบ่ียงเบนออกจากดุลยภาพหรือความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะ
ยาว ซ่ึงจะเปรียบเสมือนเป็นอีกตวัแปรอิสระหน่ึงท่ีเป็น I(0)

13 และเน่ืองจาก Yt  และ Zt  เป็น  I(1)  
ดงันั้น  ∆Yt  และ ∆Zt  ตอ้งเป็น I(0) นัน่คือ เราสามารถใชค้่าสถิติ t, ค่าสถิติ F หรือค่าสถิติ Wald 
ในการทดสอบสมมุติฐานของค่าพารามิเตอร์ในสมการท่ี (12.37 ก) และ (12.37 ข) ได ้ 

จากแบบจ าลอง VECM ตามสมการท่ี (12.34 ก) และ (12.34 ข) ถา้แบ่งการพิจารณาเป็น
2 กรณีดงัน้ี 

กรณีท่ี 1 : Yt และ  Zt ไม่มีความสัมพันธ์ เชิงดุลยภาพระยะยาวต่อกัน  นั่นคือ  = 0 ดังนั้ น
แบบจ าลอง VECM จะเขียนไดเ้ป็น 

Yt = γ11,1∆Yt‒1 + γ12,1∆Zt‒1 + γ11,2∆Yt‒2 + γ12,2∆Zt‒2 + u1t    (12.38 ก)  

Zt = γ21,1∆Yt‒1 + γ22,1∆Zt‒1 + γ21,2∆Yt‒2 + γ22,2∆Zt‒2 + u1t    (12.38 ข) 

โดยท่ี 

π11 = −1 + 𝑎11,1 + 𝑎11,2 + 𝑎11,3  = 0        (12.38 ค) 

π12 = +𝑎12,1 + 𝑎12,2 + 𝑎12,3 = 0        (12.38 ง) 

π21 = +𝑎21,1 + 𝑎21,2 + 𝑎21,3 = 0        (12.38 จ) 

π22 = −1 + 𝑎22,1 + 𝑎22,2 + 𝑎22,3 = 0        (12.38 ฉ) 

• พจิารณาสมการท่ี (12.38 ง) ถา้  a12,2 = a12,3 = 0   แลว้  a12,1 = 0 

• พิจารณาสมการท่ี (12.38 จ) ถา้  a21,2 = a21,3 = 0   แลว้  a21,1 = 0 

นั่นคือ เม่ืออนุกรมเวลา Xt และ Yt เป็น I(1) การทดสอบสมมุติฐานว่า อนุกรมเวลา Zt 

ไม่ใช่สาเหตุท่ีก่อให้เกิดผลกระทบต่ออนุกรมเวลา Yt  ตามแนวคิดของ Granger จะต้องใช้
แบบจ าลอง VECM ดว้ยการตั้งสมมุติฐานหลกัและสมมุติฐานรองวา่  

 

 

 
13 ถา้ Xt  และ Yt  มีความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวต่อกนัแลว้  (β11Yt‒1 + β21Zt‒1) ตอ้งเป็น I(0) 



 

 

315 การประมาณความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว : วิธีใชห้ลายสมการ  

H0: γ12,1  = γ12,2  = 0           (12.39 ก) 

H1: มีค่าพารามิเตอร์อยา่งนอ้ย 1 ตวัตามสมการท่ี (12.39 ก) ไม่เป็นศูนย ์    (12.39 ข) 

การทดสอบสมมุติฐานน้ีสามารถใช้ค่าสถิติ F หรือค่าสถิติ Wald ก็ได้ และเม่ือสมมุติฐานหลกั 

(12.39 ก) ไม่สามารถถูกปฏิเสธได้จะหมายถึง a12,1 = a12,2 = a12,3 = 0 ซ่ึงก็คืออนุกรมเวลา Zt 

ไม่ใช่สาเหตุท่ีก่อใหเ้กิดผลกระทบต่ออนุกรมเวลา Yt ตามแนวคิดของ Granger 

 ท านองเดียวกนั เราสามารถใช้แบบจ าลอง VECM ตามสมการท่ี (12.38 ก) และ (12.38 
ข) เพื่อทดสอบวา่ อนุกรมเวลา Yt ไม่ใช่สาเหตุท่ีก่อใหเ้กิดผลกระทบต่ออนุกรมเวลา Zt ตามแนวคิด
ของ Granger ดว้ยการตั้งสมมุติฐานหลกัและรองดงัน้ี 

H0: γ21,1  = γ21,2  = 0              (12.40 ก) 

H1: มีค่าพารามิเตอร์อยา่งนอ้ย 1 ตวัตามสมการท่ี (12.40 ก) ไม่เป็นศูนย ์    (12.40 ข) 

การทดสอบสมมุติฐานน้ีสามารถใช้ค่าสถิติ F หรือค่าสถิติ Wald ก็ได้ และเม่ือสมมุติฐานหลกั 

(12.40 ก) ไม่สามารถถูกปฏิเสธได้จะหมายถึง a21,1 = a21,2 = a21,3 = 0 ซ่ึงก็คืออนุกรมเวลา Yt 

ไม่ใช่สาเหตุท่ีก่อใหเ้กิดผลกระทบต่ออนุกรมเวลา Zt ตามแนวคิดของ Granger 

กรณีท่ี 2 : Yt และ Zt มีความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวต่อกนั นัน่คือ  = αβʹ และเรากล่าวได้
วา่จะตอ้งมีความสัมพนัธ์เชิงเหตุและผลตามแนวคิดของ Granger ระหวา่งอนุกรมเวลา 2 ตวัน้ี (Yt, 

Zt) ในทิศทางใดทิศทางหน่ึงหรือทั้งสองทิศทางดว้ย  
ในกรณีน้ีแบบจ าลอง VECM จะเป็นสมการท่ี  (12.37 ก) และ (12.37 ข) ซ่ึงสามารถใช้

ทดสอบความสัมพนัธ์เชิงเหตุและผลตามแนวคิดของ Granger ทั้งในระยะสั้นหรือในระยะยาว
ได้14

  

สมการท่ี (12.37 ก) สามารถใชใ้นการทดสอบว่า อนุกรมเวลา Zt ไม่ใช่สาเหตุท่ีก่อใหเ้กิด
ผลกระทบต่ออนุกรมเวลา Yt ตามแนวคิดของ Granger ในระยะสั้น ดว้ยการตั้งสมมุติฐานหลกัและ
สมมุติฐานรองดงัน้ี 

 

 
14 ส าหรับกรณีทั่วไปท่ีมีอนุกรมเวลา n ตัวและมีเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวมากกว่า  1 รูปแบบ
สามารถอ่านได้ใน Huh, H. S., “A Simple Test of Exogeneity for Recursively Structured VAR models,” 

Applied Economics 37 (2005): 2307‒2313. 



 

 

316 การประมาณความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว : วิธีใชห้ลายสมการ  

H0: γ12,1  = γ12,2  = 0           (12.41 ก) 

H1: มีค่าพารามิเตอร์อยา่งนอ้ย 1 ตวัตามสมการท่ี (12.41 ก) ไม่เป็นศูนย ์    (12.41 ข) 

กรณีน้ีก็เหมือนกับการทดสอบสมมุติฐาน (12.39 ก) และ (12.39 ข) นั่นเอง ท านองเดียวกัน
สมการท่ี (12.37 ข) สามารถใช้ในการทดสอบสมมุติฐานว่า อนุกรมเวลา Yt ไม่ใช่สาเหตุท่ี
ก่อให้เกิดผลกระทบต่ออนุกรมเวลา Zt ตามแนวคิดของ Granger ในระยะสั้น โดยตั้งสมมุติฐาน
หลกัและสมมุติฐานรองเหมือนกบัสมการท่ี (12.40 ก) และ (12.40 ข) นัน่เอง  
 ส่วนการทดสอบว่า อนุกรมเวลา Zt เป็นสาเหตุท่ีก่อให้เกิดผลกระทบต่ออนุกรมเวลา Yt 
ตามแนวคิดของ Granger ในระยะยาวหรือไม่ท าไดด้ว้ยการตั้งสมมุติฐานหลกัและสมมุติฐานรอง
ดงัน้ี 

H0: α11 = 0          (12.42 ก) 

H0: α11 ≠ 0           (12.42 ข) 

ถา้เราไม่สามารถปฏิเสธสมมุติฐานหลกั H0: α11 = 0 จะหมายถึงอนุกรมเวลา Yt จะไม่ถูกกระทบ
จากอนุกรมเวลาอ่ืน ๆ (ซ่ึงในท่ีน้ีคืออนุกรมเวลา Zt) ผ่านทางเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลย-

ภาพระยะยาว หรือกล่าวไดว้่า  Yt  คือตวัแปรภายนอกแบบไม่มีพลงั (Weakly Exogenous)  หรือ
อนุกรมเวลา Zt ไม่ใช่สาเหตุท่ีก่อใหเ้กิดผลกระทบต่ออนุกรมเวลา Yt ตามแนวคิดของ Granger ใน
ระยะยาวนัน่เอง 

ท านองเดียวกนั การทดสอบวา่อนุกรมเวลา Yt เป็นสาเหตุท่ีก่อใหเ้กิดผลกระทบต่ออนุกรม
เวลา Zt ตามแนวคิดของ Granger ในระยะยาวหรือไม่ท าได้ด้วยการตั้ งสมมุติฐานหลักและ
สมมุติฐานรองดงัน้ี 

H0: α21 = 0         (12.43 ก) 

H0: α21 ≠ 0         (12.43 ข) 

ถา้เราไม่สามารถปฏิเสธสมมุติฐานหลกั H0: α21 = 0 จะหมายถึงอนุกรมเวลา Zt จะไม่ถูกกระทบ
จากอนุกรมเวลาอ่ืน ๆ (ซ่ึงในท่ีน้ีคืออนุกรมเวลา Yt) ผ่านทางเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลย-

ภาพระยะยาว หรือกล่าวไดว้่า Zt  คือตวัแปรภายนอกแบบไม่มีพลงั (Weakly Exogenous)  หรือ
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อนุกรมเวลา Yt ไม่ใช่สาเหตุท่ีก่อใหเ้กิดผลกระทบต่ออนุกรมเวลา Zt ตามแนวคิดของ Granger ใน
ระยะยาวนัน่เอง 

12.7 การพยากรณ์อนุกรมเวลาในเวกเตอร์ Xt โดยใช้แบบจ าลอง VECM 

 แบบจ าลองท่ีสะดวกท่ีสุดในการพยากรณ์อนุกรมเวลาในเวกเตอร์  Xt ก็คือการใช้
แบบจ าลอง VAR ดงันั้น หลงัจากท่ีไดผ้ลการประมาณค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง VECM เรา
สามารถจะใชผ้ลการประมาณค่าพารามิเตอร์น้ีค  านวณยอ้นกลบัไปเพื่อประมาณค่าพารามิเตอร์ใน
แบบจ าลอง VAR ไดด้งัจะอธิบายต่อไปน้ี 

 เราทราบแลว้วา่ เม่ืออนุกรมเวลาในเวกเตอร์ Xt  เป็น I(1) และมีความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพ
ระยะยาวต่อกนัแลว้ เราสามารถแปลงแบบจ าลอง VAR(p) ดงัเคยแสดงแลว้ในสมการท่ี (12.1) 
ใหอ้ยูใ่นรูปแบบจ าลอง VECM  ในสมการท่ี (12.2) ได ้

Xt  = A1Xt‒1 + A2Xt‒2 + …+ ApXt‒p + ut        (12.1) 

  ∆Xt = ΠXt‒1+  1∆Xt‒1 + 2∆Xt‒2 +… +p‒1 ∆Xt‒(p‒1) + ut      (12.2)
15

 

โดยท่ี    Π = ‒ (I ‒ A1 ‒ A2  ‒ … ‒ Ap)  เป็นเมทริกซ์ขนาด n×n   

1  = ‒ (A2 + A3 + A4 + …+ Ap)  เป็นเมทริกซ์ขนาด n×n   

2 = ‒ (A3 + A4 + … + Ap)  เป็นเมทริกซ์ขนาด n×n   

       

p‒1 = ‒ (Ap)  เป็นเมทริกซ์ขนาด n×n   

จากแนวคิดน้ีหลงัจากท่ีเราประมาณค่าพารามิเตอร์ในสมการท่ี (12.3) เขียนแทนดว้ย 𝜫̂,  𝜞̂𝟏,  𝜞̂𝟐, 

…, 𝜞̂𝒑−𝟏 เราจะใชต้วัประมาณค่าเหล่าน้ีไปประมาณค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง VAR(p) ดว้ย
สูตรต่อไปน้ี 

 

 
15ดูวิธีพิสูจน์ในภาคผนวก 12ก 
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𝑨̂𝒊 = 

{
 
 

 
 
𝑰 + 𝜫̂ + 𝜞̂𝟏

𝜞̂𝒊 − 𝜞̂𝒊−𝟏

−𝜞̂𝒑−𝟏

      

เม่ือ 𝑖 = 1

เม่ือ 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1

𝑖 = 𝑝

                                                     (12.44) 

จากนั้นจึงใชแ้บบจ าลอง VAR พยากรณ์อนุกรมเวลาในเวกเตอร์ Xt โดยใชแ้นวคิดเดิมท่ี
กล่าวไวแ้ลว้ในบทท่ี 11 คือค่าพยากรณ์ค่าเฉล่ียของความผิดพลาดจากการพยากรณ์ยกก าลงัสองมี
ค่าน้อยท่ีสุด (Minimum Mean Square Error) ดงันั้น การหาค่าพยากรณ์ 1, 2, …, h ช่วงเวลา
ล่วงหนา้ของอนุกรมเวลาในเวกเตอร์ Xt  แสดงไดด้งัน้ี  

𝑿̂𝑻+𝟏 = 𝑨̂𝟏𝑿𝑻 + 𝑨̂𝟐𝑿𝑻−𝟏 +⋯+ 𝑨̂𝒑𝑿𝑻−𝒑+𝟏     

𝑿̂𝑻+𝟐 = 𝑨̂𝟏𝑿̂𝑻+𝟏 + 𝑨̂𝟐𝑿𝑻 +⋯+ 𝑨̂𝒑𝑿𝑻−𝒑+𝟐 

………………….. 

𝑿̂𝑻+𝒉 = 𝑨̂𝟏𝑿̂𝑻+𝒉−𝟏 + 𝑨̂𝟐𝑿̂𝑻+𝒉−𝟐 +⋯+ 𝑨̂𝒑𝑿̂𝑻−𝒑+𝒉    โดยท่ี  𝑿̂𝑻+𝒋 = 𝑿𝑻+𝒋   เม่ือ j < 0 

12.8 ตัวอย่างการวิเคราะห์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว 

 สมมุติว่า นักเศรษฐศาสตร์ของประเทศหน่ึงตอ้งการวิเคราะห์ความสัมพนัธ์ของปริมาณ
เงินความหมายกว้าง (M2), อัตราดอกเบ้ียภายในประเทศ (R), ดัชนีรายได้ (INC) และอัตรา
ดอกเบ้ียต่างประเทศของประเทศมหาอ านาจ (RF) และไดร้วบรวมขอ้มูลอนุกรมเวลา จ านวน 150 

เดือน ของตวัแปรเหล่าน้ี แสดงดงัรูปท่ี 12.1 ถา้อนุกรมเวลาเหล่าน้ีเป็น I(1) เราจะตอ้งทดสอบว่า 
อนุกรมเวลาเหล่าน้ีมีจ านวนความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวต่อกนัจ านวนก่ีรูปแบบ 
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รูปท่ี 12.1 แสดงกราฟของปริมาณเงินความหมายกวา้ง (M2), อตัราดอกเบ้ียภายในประเทศ (R) 

ดชันีรายได ้(INC) และ อตัราดอกเบ้ียต่างประเทศของประเทศมหาอ านาจ (RF) 

เม่ือสังเกตรูปท่ี 12.1 อนุกรมเวลาปริมาณเงินความหมายกวา้ง (M2) และดัชนีรายได้ 
(INC) น่าจะมีส่วนก าหนดไดแ้น่นอน ดงันั้น แบบจ าลอง VAR ท่ีจะน ามาใชเ้ขียนไดด้งัน้ี 

Xt = A1Xt‒1 + A2Xt‒2+…+ ApXt‒p+ μ0 + μ1t +  ut          (12.45) 

โดยท่ี  𝑿𝒕 = [

𝑀2𝑡
𝑅𝑡
𝐼𝑁𝐶𝑡
𝑅𝐹𝑡

]

4×1

 

ในขั้นแรก เราตอ้งหาว่าค่าความล่าชา้ท่ีเหมาะสมท่ีจะใชก้บัสมการท่ี (12.45) ควรเป็นเท่าไรโดย
ใช้หลักเกณฑ์ว่าล าดับท่ี เหมาะ  (p) ของแบบจ าลอง  VAR จะท าให้ได้ค่า  AIC ต ่ าสุด นัก
เศรษฐศาสตร์ท่านน้ีได้ลองก าหนดให้ล าดับ p มีค่าเร่ิมตั้งแต่ 1 จนถึง 10 และค านวณค่า AIC 
แสดงไดด้งัตารางท่ี 11.1 ซ่ึงจะเห็นวา่ค่า AIC ของแบบจ าลอง VAR(2) มีค่า 17.3086 ซ่ึงมีค่าต ่า
ท่ีสุดเม่ือเทียบกบัล าดบัอ่ืน ๆ ตั้งแต่ 1 ถึง 10 นั่นคือ ล าดบัความล่าช้าท่ีเหมาะสมคือ p = 2  หรือ
เขียนไดด้งัน้ี 
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Xt = A1Xt‒1 + A2Xt‒2 + μ0 + μ1t +  ut       (12.46)
16

 

ตารางท่ี 12.1 แสดงค่า AIC ของแบบจ าลอง VAR(p) , p = 1, 2, …, 10   

ล าดับ p ของแบบจ าลอง VAR ค่า AIC  
1 17.6117 

2  17.3086* 

3 17.3351 

4 17.3098 

5 17.3845 

6 17.3392 

7 17.3856 

8 17.4361 

9 17.4098 

10 17.4179 

     หมายเหต ุ: * แสดงค่าต ่าสุดของ AIC 

ดงันั้น เราจะใชแ้บบจ าลอง VECM ในการทดสอบความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว ซ่ึง
อาจอยูใ่นรูปแบบของกรณีท่ี 3 และ 4 ในหวัขอ้ 12.3.2 ก็ไดซ่ึ้งเขียนไดด้งัน้ี17 

𝚫𝑿𝒕 =  𝛂𝜷̃
′𝑿̃𝒕−𝟏 + 𝜞𝟏𝚫𝑿𝒕−𝟏 + 𝜸𝟎 +  𝒖𝒕                                                     (12.46 ก) 

โดยท่ี   𝜷̃′ =  [𝜷′ 𝜷𝟎]  และ 𝑿̃𝒕−𝟏 =  [𝑿𝒕−𝟏 1]′   

𝚫𝑿𝒕 =  𝛂𝜷̃
′𝑿̃𝒕−𝟏 + 𝜞𝟏𝚫𝑿𝒕−𝟏 + 𝜸𝟎 +  𝒖𝒕                                                      (12.46 ข) 

โดยท่ี 𝜷̃′ =  [𝜷′ 𝜷𝟎 𝜷𝟏]  และ 𝑿̃𝒕−𝟏 =  [𝑿𝒕−𝟏 1 𝑡]′  

สมการท่ี (12.46 ก) แสดงถึงแนวโนม้ก าหนดไดน้ี้จะถูกก าจดัออกไปจากความสัมพนัธ์เชิงดุลย-

ภาพระยะยาว ในขณะท่ีสมการท่ี (12.46 ข) ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวไม่สามารถก าจดั
แนวโนม้ก าหนดไดอ้อกไปได ้  

 

 
16 เม่ืออนุกรมเวลาในแบบจ าลอง VAR(p) เป็น I(1) เราจะไม่เช็กว่าเวกเตอร์ ut  เกิดปัญหาความสัมพนัธ์กนัเองตวัแปรสุ่ม
คลาดเคลื่อนหรือไม่ 
 
17 อย่าลืมว่าในแบบจ าลอง VAR เราเลือกค่าความล่าชา้ท่ีเหมาะสมคือ 2 (p = 2) เพราะฉะนั้นค่าความล่าชา้ท่ีเหมาะสมใน
แบบจ าลอง VECM คือ p‒1= 2‒1 = 1 
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และเน่ืองจากเราไม่มีทางทราบไดว้า่ ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวควรอยูใ่นรูปแบบ
ดงัสมการท่ี (12.46 ก) หรือ (12.46 ข) ดงันั้น เราตอ้งลองทีละสมการ โดยอาจลองเลือกใชส้มการ
ท่ี (12.46 ก) ในการทดสอบความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวดูก่อน และถา้หากพบว่าเวกเตอร์
แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวท่ีไดจ้ากสมการท่ี (12.46 ก) (ซ่ึงจะมีค่าคงท่ีอยู่ดว้ย) มี
ความน่ิง (Stationary) รอบค่าคงท่ีศูนยท์ุก ๆ รูปแบบ นั่นคือ การเลือกแบบจ าลอง VECM ตาม
สมการท่ี (12.46 ก) มีความเหมาะสมแลว้ 

  แต่หากพบวา่รูปแบบความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวท่ีไดจ้ากสมการท่ี (12.46 ก) ไม่
มีความน่ิง เช่น มีแนวโน้มก าหนดได้ร่วมอยู่ด้วย เราตอ้งเปล่ียนไปใช้แบบจ าลอง  VECM ตาม
สมการท่ี (12.46 ข) และตรวจสอบว่าเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวท่ีได้จาก
สมการท่ี (12.46 ข) (ซ่ึงจะรวมค่าคงท่ีและแนวโน้มก าหนดได้อยู่ด้วย) จะต้องมีความน่ิง 
(Stationary) รอบค่าคงท่ีศูนยท์ุก ๆ รูปแบบหรือไม่ 

เราจะเร่ิมจากการใช้สมการท่ี (12.46 ก) ในการประมาณเวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลย
ภาพระยะยาวของอนุกรมเวลา 4 ตัว คือ ปริมาณเงินความหมายกว้าง  (M2), อัตราดอกเบ้ีย
ภายในประเทศ (R), ดัชนีรายได้ (INC) และอตัราดอกเบ้ียต่างประเทศของประเทศมหาอ านาจ 

(RF) ซ่ึงเขียนไดด้งัน้ี 

𝚫𝑿𝒕 =  𝛂𝜷̃
′𝑿̃𝒕−𝟏 + 𝜞𝟏𝚫𝑿𝒕−𝟏 + 𝜸𝟎 +  𝒖𝒕                                                        (12.47) 

โดยท่ี  ∆𝑿𝒕 = [
∆𝑀2𝑡
∆𝑅𝑡
∆𝐼𝑁𝐶𝑡
∆𝑅𝐹𝑡

]

4×1

, ∆𝑿𝒕−𝟏 = [

∆𝑀2𝑡−1
∆𝑅𝑡−1
∆𝐼𝑁𝐶𝑡−1
∆𝑅𝐹𝑡−1

]

4×1

  𝑿̃𝒕−𝟏 = [
𝑿𝒕−𝟏
1
]
5×1

และ 𝜷̃ = [
𝜷
𝜷0
] 

เน่ืองจากอนุกรมเวลาท่ีเป็น I(1) มีทั้งหมด 4 ชุด (n = 4)  ดงันั้น จ านวนรูปแบบความสัมพนัธ์เชิง
ดุลยภาพระยะยาวของอนุกรมเวลาทั้งส่ีท่ีเป็นไปไดค้ือ 0, 1, 2 หรือ 3 รูปแบบ (r = 0, 1, 2 และ 3) 

เราจะตอ้งใช้ค่าสถิติ Trace (trace) หรือค่าสถิติ Maximum-Eigenvalue (max) ในการทดสอบ
วา่ จ านวนความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว ( r ) มีก่ีรูปแบบ ซ่ึงมีขั้นตอนดงัน้ี 
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ขั้นท่ี 1 : หาเมทริกซ์ R0t และ R1t   
    R0t คือเมทริกซ์ของค่าความผิดพลาด (Residual) ขนาด n× T ซ่ึงในท่ีน้ีคือเมทริกซ์ขนาด 

4×148 (T คือจ านวนขอ้มูลท่ีใชป้ระมาณแบบจ าลอง VECM ซ่ึงมีค่าเท่ากบั 150 ‒ 2 = 148)
18

  

• สมาชิกแถวท่ี 1 ของเมทริกซ์ R0t คือค่าความผิดพลาดของสมการถดถอยท่ีมีตวัแปร
ตามคือ ∆M2t และตวัแปรอิสระคือ ∆M2t‒1, ∆Rt‒1, ∆INCt ‒1 , ∆RFt และค่าคงท่ี 

• สมาชิกแถวท่ี 2 ของเมทริกซ์ R0t คือค่าความผิดพลาดของสมการถดถอยท่ีมีตวัแปร
ตามคือ ∆Rt และตวัแปรอิสระคือ ∆M2t‒1, ∆Rt‒1, ∆INCt ‒1 , ∆RFt และค่าคงท่ี 

• สมาชิกแถวท่ี 3 ของเมทริกซ์ R0t คือค่าความผิดพลาดของสมการถดถอยท่ีมีตวัแปร
ตามคือ ∆INCt และตวัแปรอิสระคือ ∆M2t‒1, ∆Rt‒1, ∆INCt ‒1 , ∆RFt และค่าคงท่ี 

• สมาชิกแถวท่ี 4 ของเมทริกซ์ R0t คือค่าความผิดพลาดของสมการถดถอยท่ีมีตวัแปร
ตามคือ ∆RFt  และตวัแปรอิสระคือ ∆M2t‒1, ∆Rt‒1, ∆INCt ‒1 , ∆RFt และค่าคงท่ี 
    R1t คือเมทริกซ์ของค่าความผิดพลาด (Residual) ขนาด n× T ซ่ึงในท่ีน้ีคือเมทริกซ์ขนาด 

4×148  

• สมาชิกแถวท่ี 1 ของเมทริกซ์ R1t คือค่าความผิดพลาดของสมการถดถอยท่ีมีตวัแปร
ตามคือ M2t‒1 และตวัแปรอิสระคือ ∆M2t‒1, ∆Rt‒1, ∆INCt ‒1 , ∆RFt  และค่าคงท่ี 

• สมาชิกแถวท่ี 2 ของเมทริกซ์ R1t คือค่าความผิดพลาดของสมการถดถอยท่ีมีตวัแปร
ตามคือ Rt‒1 และตวัแปรอิสระคือ ∆M2t‒1, ∆Rt‒1, ∆INCt ‒1 , ∆RFt และค่าคงท่ี 

• สมาชิกแถวท่ี 3 ของเมทริกซ์ R1t คือค่าความผิดพลาดของสมการถดถอยท่ีมีตวัแปร
ตามคือ INCt‒1  และตวัแปรอิสระคือ ∆M2t‒1, ∆Rt‒1, ∆INCt ‒1 , ∆RFt และค่าคงท่ี 

• สมาชิกแถวท่ี 4 ของเมทริกซ์ R1t คือค่าความผิดพลาดของสมการถดถอยท่ีมีตวัแปร
ตามคือ RFt‒1 และตวัแปรอิสระคือ ∆M2t‒1, ∆Rt‒1, ∆INCt ‒1 , ∆RFt และค่าคงท่ี 

  

 

 
18

 จ านวนขอ้มูลท่ีใชป้ระมาณสมการท่ี (12.46 ก) จะตอ้งหายไป 2 ตวั จากการท าผลตา่งล าดบัท่ี 1 (∆Xt) และจากการท่ี
ตอ้งใช ้∆Xt‒1 เป็นตวัแปรอิสระ  
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ขั้นท่ี 2 : หาเมทริกซ์ S11, S10, S00 และ, S01  แสดงไดด้งัน้ี 

𝑺𝟏𝟏 =
1

𝑇
𝑹𝟏𝒕𝑹𝟏𝒕

′ =
1

148
𝑹𝟏𝒕𝑹𝟏𝒕

′  

= [

48,255.8765 48.6378 14,502.2179 -230.7195

48.6378 1.2560 33.4347 1.2354

14,502.2179 33.4347 7,764.1210 -52.0276

-230.7195 1.2354 -52.0276 4.2788

] 

𝑺𝟏𝟎 =
1

𝑇
𝑹𝟏𝒕𝑹𝟎𝒕

′ =
1

148
𝑹𝟏𝒕𝑹𝟎𝒕

′   

= [

578.7057 1.4459 572.8693 0.5858

0.8196 -0.0251 -2.5572 -0.0133

218.2614 1.8094 -957.9476 0.2048

-3.1481 -0.0172 -2.8430 -0.0601

] 

𝑺𝟎𝟏 =
1

𝑇
𝑹𝟎𝒕𝑹𝟏𝒕

′ = 𝑺𝟏𝟎
′  

= [

578.7057 0.8196 218.2614 -3.1481

1.4459 -0.0251 1.8094 -0.0172

572.8693 -2.5572 -957.9476 -2.8430

0.5858 -0.0133 0.2048 -0.0601

] 

𝑺𝟎𝟎 =
1

𝑇
𝑹𝟎𝒕𝑹𝟎𝒕

′  

= [

82.4059 -0.0365 -79.7276 -0.2738

-0.0365 0.0361 0.1964 0.0030

-79.7276 0.1964 2601.5459 -0.0509

-0.2738 0.0030 -0.0509 0.0619

] 

จากนั้นเราจะหาค่าเจาะจง (Eigenvalue) และเวกเตอร์เจาะจง (Eigenvector) จากสมการต่อไปน้ี  

 |𝜆𝑺𝟏𝟏 − 𝑺𝟏𝟎𝑺𝟎𝟎
−𝟏𝑺𝟎𝟏| =  0         (12.48 ก) 

อย่างไรก็ดี การหาค่าเจาะจงและเวกเตอร์เจาะจงดว้ยการใชโ้ปรแกรมคอมพิวเตอร์ เช่น Gauss มกั
หาค่าเจาะจงและเวกเตอร์เจาะจงของเมทริกซส์มมาตรใด ๆ (ในท่ีน้ีจะใชส้ัญลกัษณ์ A) จากสมการ
ต่อไปน้ี  

|λI ‒ A|  =  0            (12.48 ข) 
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ดังนั้น เราตอ้งแปลงสมการท่ี (12.48 ก) ให้อยู่ในรูปสมการท่ี (12.48 ข) ด้วยการแยก  𝑺𝟏𝟏 =
𝑪𝑪′  โดยท่ี C คือเมทริกซ์ไม่เอกฐาน (Non-Singular Matrix)

19
 ขนาด n×n   แลว้ค่าเจาะจงของ

สมการท่ี (12.48 ก) จะมีค่าเท่ากบัการหาค่าเจาะจงจากสมการต่อไปน้ี20 

 |𝜆𝑰 − 𝑪−𝟏𝑺𝟏𝟎𝑺𝟎𝟎
−𝟏𝑺𝟎𝟏𝑪

′−𝟏| =  0        (12.48 ค) 

และก าหนดใหเ้วกเตอร์เจาะจงจากสมการท่ี (12.48 ค) เขียนแทนดว้ย  𝒆̂ = [𝒆̂𝟏 ⋯ 𝒆̂𝒏]  แลว้
เวกเตอร์เจาะจงจากสมการท่ี (12.48 ก) หาไดจ้ากสูตรดงัน้ี  𝒗̂𝒊 = 𝑪

′−𝟏𝒆̂𝒊     

 เม่ือก าหนดให ้𝑪 = 𝑺11

1

2   สมการท่ี (12.48 ค) เขียนไดด้งัน้ี  

   |𝜆𝑰 − 𝑺
𝟏𝟏

− 
𝟏

𝟐𝑺𝟏𝟎𝑺𝟎𝟎
−𝟏𝑺𝟎𝟏𝑺𝟏𝟏

− 
𝟏

𝟐| =  0      (12.48 ง) 

เราจะไดว้่า ค่าเจาะจงของสมการท่ี (12.48 ง) ท่ีเรียงจากมากไปนอ้ย (1 > 𝜆̂1 > ⋯ > 𝜆̂4)  และ
เวกเตอร์เจาะจง 𝒆̂𝟏, 𝒆̂𝟐, 𝒆̂𝟑, 𝒆̂𝟒  ท่ีสอดคลอ้งจากค่าเจาะจง 𝜆̂1, 𝜆̂2, 𝜆̂3, 𝜆̂4  ตามล าดบั แสดงได้
ดงัตารางท่ี 12.2 ดงัน้ี 

ตารางท่ี 12.2 แสดงค่าเจาะจงและเวกเตอร์เจาะจงท่ีค านวณจากสมการท่ี (12.48 ง)  

ค่าเจาะจง 
(Eigenvalue) 

 เวกเตอร์เจาะจง 
(Eigenvector) 

 

𝝀̂𝒊 𝒆̂𝟏 𝒆̂𝟐 𝒆̂𝟑 𝒆̂𝟒 
0.177189 0.3246 0.9117 0.2339 -0.0934 

0.101879 0.2830 0.0616 -0.8261 -0.4835 

0.040464 -0.8978 0.3239 -0.1248 -0.2710 

0.014652 0.0921 -0.2451 0.4974 -0.8271 

 

 
19 หนงัสือเล่มน้ีจะเลือกใชค่้า  𝑪 = 𝑺𝟏𝟏

𝟏

𝟐   ซ่ึงเป็นเมทริกซ์ไม่เอกฐาน และเป็นเมทริกซ์สมมาตรดว้ย 
 
20

 Johansen, S., Maximum Likelihood Estimation and Inference on Cointegration‒with Applications to 

the Demand for Money, Oxford Bulletin of Economics and Statistics 52 (1990): p. 177. 
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ส่วนค่าเจาะจงของสมการท่ี (12.48 ก) จะมีค่าเท่ากับค่าเจาะจงของสมการท่ี  (12.48 ง) และ

เวกเตอร์เจาะจงของสมการท่ี (12.48 ก) จะค านวณจาก  𝒗̂𝒊 = 𝑺
𝟏𝟏

− 
𝟏

𝟐𝒆̂𝒊 (𝑖 = 1,2,3,4)  แสดงไดด้งั
ตารางท่ี 12.3 ดงัน้ี 

ตารางท่ี 12.3 แสดงค่าเจาะจงและเวกเตอร์เจาะจงของสมการท่ี (12.48 ก)  

ค่าเจาะจง 
(Eigenvalue) 

 เวกเตอร์เจาะจง 
(Eigenvector) 

 

𝝀̂𝒊 𝒗̂𝟏 𝒗̂𝟐 𝒗̂𝟑 𝒗̂𝟒 
0.177189 0.0053 0.0027 0.0055 -0.0021 

0.101879 0.3484 0.1859 -1.3353 -0.2982 

0.040464 -0.0179 0.0018 0.0007 -0.0006 

0.014652 -0.0518 -0.2029 0.7222 -0.3987 

 

จากนั้นเราจะทดสอบจ านวนเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว  (r) ดว้ย
การใชค้่าสถิติ Trace (λtrace) และค่าสถิติ Maximum-Eigenvalue (λmax) โดยจะแสดงค่าสถิติทั้ง
สองส าหรับการทดสอบสมมุติฐานว่า r = 1, 2 และ 3 และแสดงค่าวิกฤต (Critical Value) ท่ี
ระดบันยัส าคญั 0.05 ในตารางท่ี 12.4 ดงัน้ี 
 

ตารางท่ี 12.4 แสดงค่า λtrace และ λmax  ส าหรับการทดสอบจ านวนความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพ
ระยะยาว  

HO λtrace Critical value 

0.05 

λmax Critical value 

0.05 

r = 0 53.0643 47.8561 28.8639 27.5843 

r = 1 24.2004 29.7971 15.9027 21.1316 

r = 2 8.2977 15.4947 6.1132 14.2646 

r = 3 2.18454 3.8415 2.1845 3.8415 

 

 แถวท่ี 1 ของตารางท่ี 12.4 แสดงผลการทดสอบ Ho: r = 0 (อนุกรมเวลาทั้ง 4 ชุดน้ีไม่มี
ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว) และเม่ือพิจารณาค่าสถิติ λtrace พบวา่มีค่าเท่ากบั 53.0643 ซ่ึง
มากกว่าค่าวิกฤตท่ีระดบันยัส าคญัร้อยละ 5 (47.8561)  นัน่คือ เราสามารถปฏิเสธสมมติฐานหลกั
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และสรุปว่ามีความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว จ านวน 1 รูปแบบ ซ่ึงสอดคลอ้งกบัการทดสอบ
ดว้ยการใชค้่าสถิติ λmax คือปฏิเสธสมมติฐานหลกัเช่นกนั จากนั้นจึงทดสอบสมมติฐานหลกั            Ho 

: r = 1 (อนุกรมเวลาทั้ ง 4 ชุดน้ีมีความสัมพันธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว 1 รูปแบบ) ซ่ึงจากการ
พิจารณาค่าสถิติ λtrace พบว่ามีค่าเท่ากบั 24.2004 ซ่ึงนอ้ยกว่าค่าวิกฤตท่ีระดบันัยส าคญัร้อยละ 5 
(29.7971) นั่นคือ เราไม่สามารถปฏิเสธสมมติฐานหลกั ท าให้สรุปว่ามีจ านวนความสัมพนัธ์เชิง
ดุลยภาพระยะยาวจ านวน 1 รูปแบบ ส าหรับผลการทดสอบโดยใชค้่าสถิติ λmax พบวา่ใหข้อ้สรุปท่ี
สอดคลอ้งกนัคือมีจ านวนความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวจ านวน 1 รูปแบบ 

 ดังนั้น เราจะได้เวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวคือเวกเตอร์เจาะจงท่ี

สอดคลอ้งกบัค่าเจาะจง 𝜆̂1  ซ่ึงจะเขียนไดเ้ป็น  𝜷̂𝟏 =

[
 
 
 
 
0.0053

0.3484

−0.0179

−0.0518]
 
 
 
 

  และความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพ

ระยะยาวแสดงไดด้งัน้ี 

 0.0053M2t + 0.3484Rt ‒ 0.0179INCt ‒ 0.0518RFt = 0    (12.49 ก) 

ถา้ก าหนดให ้  COINTt  =  0.0053M2t + 0.3484Rt ‒ 0.0179INCt ‒ 0.0518RFt    แลว้เรา
สามารถแสดงรูปของอนุกรมเวลา  COINTt  ไดด้งัน้ี 

 

รูปท่ี 12.2  แสดงอนุกรมเวลา COINTt 
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และเพื่อให้ได้เวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพ  1 รูปแบบน้ีเป็นหน่ึงเดียว (Uniqueness) เรา
จะตอ้งมีการใส่ขอ้จ ากดัในเมทริกซ์ β โดยขอ้จ ากดัท่ีใส่นั้นอาจเป็นขอ้จ ากดัท่ีใส่เพื่อให้สามารถ
อธิบายความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวให้เป็นไปตามทฤษฎีท่ีก าลังพิจารณาอยู่ หรือเป็น
ขอ้จ ากดัท่ีใส่เพื่อความสะดวก ในกรณีน้ีเราจะเลือกขอ้จ ากดัท่ีท าให้ค่าสัมประสิทธ์ิของ M2 ใน
เวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวมีค่าเป็นหน่ึง ดว้ยการน า 0.0053 หารตลอด จะได ้

        M2t + 66.1654Rt ‒ 3.3950INCt ‒ 9.8434RFt = 0     (12.49 ข) 

ถา้ก าหนดให ้  COINT_Nt  =  0.0053M2t + 0.3484Rt ‒ 0.0179INCt ‒ 0.0518RFt    แลว้เรา
สามารถแสดงรูปของอนุกรมเวลา  COINT_Nt  ไดด้งัน้ี 

 

รูปท่ี 12.3  แสดงอนุกรมเวลา COINT_Nt 

และอนุกรมเวลา COINT_N  น้ีอาจถูกเรียกวา่ ส่วนเบ่ียงเบนออกจากดุลยภาพระยะยาว (Long-

Run Equilibrium Error) ซ่ึงจากรูปเราอาจกล่าวไดว้า่  E(COINT_N) ≠ 0  หรือค่าเฉล่ียของส่วน
เบ่ียงเบนออกจากดุลยภาพระยะยาว และเม่ือเราลองหาค่าเฉล่ียของขอ้มูล COINT_N  ท่ีประมาณ
ขึ้นพบวา่  𝐶𝑂𝐼𝑁𝑇_𝑁̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =  153.078  เป็นค่าท่ีห่างจากศูนยม์าก  ซ่ึงแสดงถึงควรมีค่าคงท่ีรวมอยูใ่น
เวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวดงัสมการท่ี (12.46 ก)  (จะอธิบายต่อไป)  และเม่ือน า
อนุกรมเวลา COINT_N  ไปทดสอบ Unit Root พบวา่อนุกรมเวลาน้ีมีความน่ิง  

 

-400

-200

0

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

1 7 1
3

1
9

2
5

3
1

3
7

4
3

4
9

5
5

6
1

6
7

7
3

7
9

8
5

9
1

9
7

1
0

3

1
0

9

1
1

5

1
2

1

1
2

7

1
3

3

1
3

9

1
4

5

เวลา



 

 

328 การประมาณความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว : วิธีใชห้ลายสมการ  

 จากการสังเกต หากเราเขียนสมการท่ี (12.49 ข) ในรูปต่อไปน้ี 

        M2t = ‒ 66.1654Rt  + 3.3950INCt + 9.8434RFt    (12.49 ค) 

จากสมการท่ี (12.49 ค) ท าใหเ้รากล่าวไดว้่า จากการใส่ขอ้จ ากดัใหค้่าสัมประสิทธ์ิของ M2 เป็น 1 
แลว้จะท าให้เราสามารถอธิบายความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวของความตอ้งการถือเงินใน
ประเทศน้ีได ้เช่น หากอตัราดอกเบ้ียในประเทศเพิ่มขึ้นร้อยละ 1 จะท าให้ปริมาณความตอ้งการถือ
เงินในระยะยาวลดลง 66.1654 หน่วย ส าหรับการอธิบายความหมายค่าสัมประสิทธ์ิตวัอ่ืนก็ใช้
แนวคิดเดียวกนัน้ี 

 หลงัจากท่ีเราทราบจ านวนเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวแล้ว เรา
สามารถประมาณแบบจ าลอง VECM  ในรูปแบบต่อไปน้ี 

𝚫𝑿𝒕 =  𝛂𝜷̂𝟏
′𝑿𝒕−𝟏 + 𝜞𝟏𝚫𝑿𝒕−𝟏 + 𝝁𝟎 +  𝒖𝒕                                                    (12.50 ก) 

โดยท่ี  ∆𝑿𝒕 = [
∆𝑀2𝑡
∆𝑅𝑡
∆𝐼𝑁𝐶𝑡
∆𝑅𝐹𝑡

]

4×1

, ∆𝑿𝒕−𝟏 = [

∆𝑀2𝑡−1
∆𝑅𝑡−1
∆𝐼𝑁𝐶𝑡−1
∆𝑅𝐹𝑡−1

]

4×1

  

และ  𝜷̂𝟏′𝑿𝒕−𝟏 =  M2t‒1 + 66.1654Rt ‒ 3.3950INC t‒1 ‒ 9.8434RF t‒1  

         = COINT_Nt-1 

หรือเราสามารถเขียนสมการท่ี (12.50 ก) ไดด้งัน้ี  

[

∆𝑀2𝑡
∆𝑅𝑡
∆𝐼𝑁𝐶𝑡
∆𝑅𝐹𝑡

] = [

𝛼11
𝛼21
𝛼31
𝛼41

] 𝐶𝑂𝐼𝑁𝑇𝑁𝑡−1 + [

γ11,1 γ12,1 γ13,1 γ14,1
γ21,1 γ22,1 γ23,1 γ24,1
γ31,1 γ32,1 γ33,1 γ34,1
γ41,1 γ42,1 γ43,1 γ44,1

] [

∆𝑀2𝑡−1
∆𝑅𝑡−1
∆𝐼𝑁𝐶𝑡−1
∆𝑅𝐹𝑡−1

] + [

𝜇01
𝜇02
𝜇03
𝜇04

] 

+[

𝑢1𝑡
𝑢2𝑡
𝑢3𝑡
𝑢4𝑡

]                                                                                                         (12.50 ข) 
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เน่ืองจากตวัแปรทุกตวัมีความน่ิงทั้งหมด นัน่คือ การประมาณค่าพารามิเตอร์ในสมการท่ี (12.50 ข) 

สามารถท าได้ด้วยการใช้วิ ธีก าลังสองน้อยท่ีสุด (Ordinary Least Residual: OLS) ผลการ
ประมาณค่าพารามิเตอร์แสดงไดด้งัน้ี 

[

∆𝑀2𝑡
∆𝑅𝑡
∆𝐼𝑁𝐶𝑡
∆𝑅𝐹𝑡

] = [

−0.00214
−0.00017
0.10216

−0.000011

]𝐶𝑂𝐼𝑁𝑇_𝑁𝑡−1  

+[

0.1408 2.1778 −0.0172 −1.4717
−0.0011 0.2138 −0.0002 0.2321
−0.1589 10.2993 0.0410 24.0561
0.0016 0.0370 −0.00007 0.3973

] [

∆𝑀2𝑡−1
∆𝑅𝑡−1
∆𝐼𝑁𝐶𝑡−1
∆𝑅𝐹𝑡−1

] 

+[

5.2815
0.0468

−11.1776
−0.0308

] + [

𝑢̂1𝑡
𝑢̂2𝑡
𝑢̂3𝑡
𝑢̂4𝑡

]                                                                         (12.50 ค) 

โดยท่ีค่า 𝑢̂𝑖𝑡  (i =1, 2, 3, 4) คือค่าความผิดพลาดจากการประมาณแบบจ าลอง VECM ด้วยวิธี
ก าลงัสองนอ้ยท่ีสุด และเราจะไดว้า่ 

 𝜶̂ = [
𝛼̂11
𝛼̂21
𝛼̂31
𝛼̂41

] = [

−0.00214
−0.00017
0.10216

−0.000011

] ,  𝝁̂ = [
𝜇̂01
𝜇̂02
𝜇̂03
𝜇̂04

] = [

5.2815
0.0468

−11.1776
−0.0308

]  

 จะเห็นวา่แบบจ าลอง (12.50 ค) ยงัไม่มีค่าคงท่ีในเวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะ
ยาว และอนุกรมเวลา COINT_N  แสดงถึงการมี E(COINT_N) ≠ 0  ดงันั้น เราควรมีค่าคงท่ีอยูใ่น
เวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว (β0) ดงัสมการท่ี (12.47) นั่นคือ เราตอ้งแยกค่าคงท่ี
ในเวกเตอร์ μ0  ออกเป็น 2 ส่วน ไดแ้ก่ ส่วนท่ี 1 คือ ค่าคงท่ี β0  ท่ีจะไปอยูใ่นเวกเตอร์ความสัมพนัธ์
เชิงดุลยภาพระยะยาว และเวกเตอร์ γ0  ท่ีจะไปอยู่ในแบบจ าลอง VECM  การหาค่า  β0  และ γ0  

หาไดจ้ากการใชแ้นวคิดของสมการท่ี (12.17 ข) และ (12.17 ค) ดงันั้น เราจะได ้

  𝜷̂𝟎 = (𝜷̂′𝜶̂)
−𝟏
𝜷̂′𝝁̂𝟎         (12.51 ก) 

และ   𝜸̂𝟎 = 𝜷̂⊥(𝜶̂⊥′ 𝜷̂⊥)
−𝟏
𝜶̂⊥
′ 𝝁̂𝟎         (12.51 ข) 
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โดยท่ี  𝜷̂⊥ และ 𝜶̂⊥  คือเมทริกซ์ท่ีตั้งฉาก (Orthogonal) กบัเมทริกซ์ 𝜷̂  และ 𝜶̂  ตามล าดบั นั่น
คือ เราจะไดว้า่  𝜷̂′𝜷̂⊥ = 𝟎  และ  𝜶̂′𝜶̂⊥ = 𝟎   เมทริกซ์ของ 𝜷̂⊥ และ 𝜶̂⊥  ประมาณไดด้งัน้ี21

 

  𝜷̂⊥ = 𝑺𝟏𝟏[𝒗̂𝒓+𝟏 ⋯ 𝒗̂𝒏]  

  𝜶̂⊥ = 𝑺𝟎𝟎
−1𝑺𝟎𝟏[𝒗̂𝒓+𝟏 ⋯ 𝒗̂𝒏] 

และส าหรับกรณีน้ีเราพบความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพ 1 รูปแบบ (r = 1)  และมีอนุกรมเวลาทั้งหมด
4 ชุด (n = 4)  ดงันั้น  𝜷̂⊥  และ  𝜶̂⊥  หาไดด้งัน้ี 

  𝜷̂⊥ = 𝑺𝟏𝟏[𝒗̂𝟐 𝒗̂𝟑 𝒗̂𝟒]  

= [

48,255.8765 48.6378 14,502.2179 −230.7195

48.6378 1.2560 33.4347 1.2354

14,502.2179 33.4347 7,764.1210 −52.0276

−230.7195 1.2354 −52.0276 4.2788

] [

0.0027 0.0055 −0.0021

0.1859 −1.3353 −0.2982

0.0018 0.0007 −0.0006

−0.2029 0.7222 −0.3987

] 

= [

211.5680 42.9935 −32.8966

0.1731 −0.4954 −0.9897

69.6128 2.6036 −24.4643

−1.3524 0.1396 −1.5571

] 

  𝜶̂⊥  = 𝑺𝟎𝟎
−1𝑺𝟎𝟏[𝒗̂𝟐 𝒗̂𝟑 𝒗̂𝟒] 

= [

0.0354 −0.0001 −0.0023

0.1669 0.8637 0.2451

0.0011 0.0014 0.0004

0.3383 −0.4005 0.4085

] 

เม่ือแทนค่าลงใน (12.51 ก) และ (12.51 ข) จะได ้

  𝜷̂𝟎 =  ‒129.4351         (12.52 ก) 

และ   𝜸̂𝟎 = [
5.0048

0.0245

2.0459

−0.0323

]          (12.52 ข) 

ดงันั้น สมการท่ี (12.50 ค) เขียนไดอี้กอยา่งคือ 

 
21

 Johansen, S., Likelihood-Based Inference in Cointegrated Vector Autoregressive Models (New York: 

Oxford University Press, 1995), p. 95. 
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[

∆𝑀2𝑡
∆𝑅𝑡
∆𝐼𝑁𝐶𝑡
∆𝑅𝐹𝑡

] = [

−0.00214
−0.00017
0.10216

−0.000011

]𝑪𝑶𝑰𝑵𝑻𝑵̃
𝒕−𝟏

 

+[

0.1408 2.1778 −0.0172 −1.4717
−0.0011 0.2138 −0.0002 0.2321
−0.1589 10.2993 0.0410 24.0561
0.0016 0.0370 −0.00007 0.3973

] [

∆𝑀2𝑡−1
∆𝑅𝑡−1
∆𝐼𝑁𝐶𝑡−1
∆𝑅𝐹𝑡−1

] 

+[

5.0048
0.0245
2.0459

−0.0323

] + [

𝑢̂1𝑡
𝑢̂2𝑡
𝑢̂3𝑡
𝑢̂4𝑡

]                                                                           (12.52 ค) 

โดยท่ี   𝑪𝑶𝑰𝑵𝑻_𝑵̃
𝒕−𝟏  = 𝜷̂̃′𝑿̃𝒕−𝟏  

   =[𝜷̂′ 𝜷̂𝟎] [
𝑿𝒕−𝟏
𝟏
] 

   = 𝜷̂′𝑿𝒕−𝟏 + 𝜷̂0 

= M2t‒1 + 66.1654Rt ‒ 3.3950INC t‒1 ‒ 9.8434RF t‒1  ‒129.4351 

โดยอนุกรมเวลา 𝑪𝑶𝑰𝑵𝑻_𝑵̃
𝒕−𝟏 แสดงในรูปท่ี 12.4 จะมีความน่ิงรอบค่าคงท่ีซ่ึงเขา้ใกลศู้นยม์าก

ขึ้นเม่ือเทียบกบัรูปท่ี 12.3  

 

รูปท่ี 12.4  แสดงอนุกรมเวลา 𝐶𝑂𝐼𝑁𝑇_̃ 𝑁𝑡−1 
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และจากความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวดังรูปท่ี 12.4 ไม่มีแนวโน้มก าหนดได้ร่วมอยู่ด้วย 
เวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวท่ีค านวณขึ้นสามารถน าไปใชวิ้เคราะห์ไดแ้ลว้ และเรา
ไม่จ าเป็นตอ้งใชแ้บบจ าลอง (12.46 ข) ในการหาเวกเตอร์ความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวแลว้ 

 สมการท่ี (12.52 ค) สามารถท่ีจะบอกถึงการปรับตวัในระยะสั้นเพื่อใหก้ลบัเขา้สู่ดุลยภาพ
ระยะยาวได้อีกด้วย ซ่ึงสามารถท าได้ด้วยการทดสอบสมมุติฐานของค่าสัมประสิทธ์ิ 𝜷̂̃′𝑿̃𝒕−𝟏  

(หรือ 𝐶𝑂𝐼𝑁𝑇_̃ 𝑁𝑡−1) เพื่อใหเ้ขา้ใจไดง้่ายขึ้น พิจารณาแบบจ าลองต่อไปน้ี 

 ∆𝑀2𝑡 = 𝛼11(𝜷𝟏
′ 𝑿̃𝒕−𝟏) + 𝛾11,1∆𝑀2𝑡−1 + 𝛾12,1∆𝑅𝑡−1 + 𝛾13,1∆𝐼𝑁𝐶𝑡−1 + 𝛾14,1∆𝑅𝐹𝑡−1 

+𝑢1𝑡           (12.53 ก) 

 

∆𝑅𝑡     = 𝛼21(𝜷𝟏
′ 𝑿̃𝒕−𝟏) + 𝛾21,1∆𝑀2𝑡−1 + 𝛾22,1∆𝑅𝑡−1 + 𝛾23,1∆𝐼𝑁𝐶𝑡−1 + 𝛾24,1∆𝑅𝐹𝑡−1 

     +𝑢2𝑡           (12.53 ข) 

∆𝐼𝑁𝐶𝑡 = 𝛼31(𝜷𝟏
′ 𝑿̃𝒕−𝟏) + 𝛾31,1∆𝑀2𝑡−1 + 𝛾32,1∆𝑅𝑡−1 + 𝛾33,1∆𝐼𝑁𝐶𝑡−1 + 𝛾34,1∆𝑅𝐹𝑡−1 

     +𝑢3𝑡           (12.53 ค) 

∆𝑅𝐹𝑡   = 𝛼41(𝜷𝟏
′ 𝑿̃𝒕−𝟏) + 𝛾41,1∆𝑀2𝑡−1 + 𝛾42,1∆𝑅𝑡−1 + 𝛾43,1∆𝐼𝑁𝐶𝑡−1 + 𝛾44,1∆𝑅𝐹𝑡−1 

    +𝑢4𝑡           (12.53 ง) 

โดย ท่ี  𝜷̂̃′𝑿̃𝒕−𝟏 = M2t‒1 + 66.1654Rt ‒ 3.3950INC t‒1 ‒ 9.8434RF t‒1 ‒ 129.4351 และ
สมการท่ี (12.52 ค) เป็นผลการประมาณค่าแบบจ าลอง VECM ดงัสมการท่ี (12.53 ก) ‒ (12.53 

ง) ดว้ยวิธีก าลงัสองน้อยท่ีสุดนั่นเอง ถา้หากตอ้งการทดสอบสมมุติฐานของค่าสัมประสิทธ์ิแต่ละ
ตวัในแบบจ าลอง VECM น้ี จ าเป็นตอ้งใช้ค่าสถิติ t หรือค่า probability (p-value) ซ่ึงจะแสดง
ในตารางท่ี 12.2 ดงัน้ี 
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ตารางท่ี 12.2 แสดงผลการประมาณค่าสัมประสิทธ์ิ ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน และค่าสถิติ ของ
สมการท่ี (12.53 ก)‒(12.53 ง) 

ค่าสัมประสิทธ์ิ ตวัแปรตาม 
∆𝑀2𝑡 ∆𝑅𝑡 ∆𝐼𝑁𝐶𝑡 ∆𝑅𝐹𝑡 

𝑪𝑶𝑰𝑵𝑻_𝑵̃
𝒕−𝟏

= 𝜷̃′̂𝑿̃𝒕−𝟏 

−0.00214 

(0.00401) 

[−0.53] 

−0.00017 

(0.000083) 

[−2.08] ** 

0.10216 

(0.02085) 

[4.90]*** 

−0.000011 

(0.00011) 

[−0.10] 

∆𝑀2𝑡−1 0.1408 

(0.08534) 

[1.65]* 

−0.0011 

(0.00176) 

[−0.63] 

−0.1589 

(0.44389) 

[−0.36] 

0.0016 

(0.00234) 

[0.68] 

∆𝑅𝑡−1 2.1778 

(3.67772) 

[0.59] 

0.2138 

(0.07588) 

[2.82] *** 

10.2993 

(19.1300) 

[0.54] 

0.0370 

(0.10086) 

[0.37] 

∆𝐼𝑁𝐶𝑡−1 −0.0172 

(0.01634) 

[−1.06] 

−0.0002 

(0.00034) 

[−0.71] 

0.0410 

(0.08497) 

[0.48] 

−0.00007 

(0.00045) 

[−0.16] 

∆𝑅𝐹𝑡−1 −1.4717 

(2.87784) 

[−0.51] 

0.2321 

(0.05938) 

[3.91] *** 

24.0561 

(14.9694) 

[1.61] 

0.3973 

(0.07892) 

[5.03] *** 

ค่าคงท่ี 5.0048 

(0.90726) 

[5.52] *** 

0.0245 

(0.01872) 

[1.31] 

2.0459 

(4.71919) 

[0.43] 

−0.0323 

(0.02488) 

[−1.30] 

หมายเหตุ : ตวัเลขในวงเลบ็ (   ) แสดงส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน 

 ตวัเลขในวงเลบ็ [    ] แสดงค่าสถิติ t 

 *, **, และ**** หมายถึงมีนยัส าคญัท่ีร้อยละ 10 ร้อยละ 5 และร้อยละ 1 ตามล าดบั 

 ในการประมาณค่าสัมประสิทธ์ิในแบบจ าลอง VECM จะตอ้งไดผ้ลการประมาณเมทริกซ์
ค่าสัมประสิทธ์ิ α ออกมาดว้ย ท าให้วิเคราะห์เพิ่มเติมไดว้่า เม่ือมีตวัแปรใดตวัแปรหน่ึงเบ่ียงเบน
ออกจากดุลยภาพระยะยาวแลว้ ตวัแปรทุกตวัจะการปรับตวัในระยะสั้นเพื่อให้กลบัเขา้สู่ดุลยภาพ
ระยะยาวหรือไม่ ดงัจะอธิบายต่อไปน้ี 
 ตวัประมาณค่าสัมประสิทธ์ิ 𝜷̃′̂𝑿̃𝒕−𝟏 ของสมการ ∆𝑀2𝑡 (หรือเขียนแทนด้วย α̂11) มีค่า
เท่ากบั  −0.00214  ค่าสถิติ t คือ  −0.53  ซ่ึงไม่มีนยัส าคญัทางสถิติ เราจึงสรุปไดว้า่ หากมีตวัแปร
ตวัใดตวัหน่ึงเบ่ียงเบนออกจากความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวของความตอ้งการถือเงิน  จะ
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พบว่าตวัแปรปริมาณเงินในความหมายกวา้ง (𝑀2𝑡) จะไม่มีการปรับตวัใด ๆ เพื่อให้กลบัเขา้สู่ 
ดุลยภาพระยะยาว  เราจึงกล่าวได้ว่า   𝑀2𝑡   คือตัวแปรภายนอกแบบไม่มีพลัง  (Weakly 

Exogenous)   และในกรณีน้ีเราจะกล่าวไดอี้กว่า อนุกรมเวลา  𝑀2𝑡  จะไม่ถูกกระทบจากอนุกรม
เวลาอ่ืน ๆ (ซ่ึงในท่ีน้ีคืออนุกรมเวลา 𝑅𝑡 , 𝐼𝑁𝐶𝑡, 𝑅𝐹𝑡 ) ผ่านทางเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิง 
ดุลยภาพระยะยาว นั่นคือ อนุกรมเวลา 𝑅𝑡 , 𝐼𝑁𝐶𝑡, 𝑅𝐹𝑡 ไม่ใช่สาเหตุท่ีก่อให้เกิดผลกระทบต่อ
อนุกรมเวลา 𝑀2𝑡  ตามแนวคิดของ Granger ในระยะยาวนัน่เอง 
 ตัวประมาณค่าสัมประสิทธ์ิ 𝜷̃′̂𝑿̃𝒕−𝟏 ของสมการ ∆𝑅𝑡 (หรือเขียนแทนด้วย α̂21) มีค่า
เท่ากบั  −0.00017  ค่าสถิติ t คือ  −2.08  ซ่ึงมีนยัส าคญัทางสถิติร้อยละ 5 เราจึงสรุปไดว้่า หากมี
ตวัแปรตวัใดตวัหน่ึงเบ่ียงเบนออกจากความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวของความตอ้งการถือเงิน
ในทิศทางท่ีท าให้ 𝜷̃′̂𝑿̃𝒕−𝟏 < 0 จะพบว่าตวัแปรอตัราดอกเบ้ียภายในประเทศ (𝑅𝑡) จะปรับตวั
ลดลงเพื่อให้กลบัเขา้สู่ดุลยภาพระยะยาว  และในกรณีน้ีเรากล่าวไดอี้กอย่างว่าอนุกรมเวลา  𝑅𝑡 จะ
ถูกกระทบจากอนุกรมเวลาอ่ืน ๆ (ซ่ึงในท่ีน้ีคืออนุกรมเวลา 𝑀2𝑡 , 𝐼𝑁𝐶𝑡, 𝑅𝐹𝑡 ) ผ่านทางเวกเตอร์
แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว นั่นคือ อนุกรมเวลา 𝑀2𝑡, 𝐼𝑁𝐶𝑡, 𝑅𝐹𝑡 เป็นสาเหตุท่ี
ก่อใหเ้กิดผลกระทบต่ออนุกรมเวลา 𝑅𝑡 ตามแนวคิดของ Granger ในระยะยาวนัน่เอง 
 ตวัประมาณค่าสัมประสิทธ์ิ 𝜷̃′̂𝑿̃𝒕−𝟏 ของสมการ ∆𝐼𝑁𝐶𝑡 (หรือเขียนแทนดว้ย α̂31) มีค่า
เท่ากบั  0.10216  ค่าสถิติ t คือ  4.90  ซ่ึงมีนยัส าคญัทางสถิติร้อยละ 1 เราจึงสรุปไดว้่า หากมีตวั
แปรตวัใดตวัหน่ึงเบ่ียงเบนออกจากความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวของความตอ้งการถือเงินใน
ทิศทางท่ีท าให้ 𝜷̃′̂𝑿̃𝒕−𝟏 > 0 จะพบว่า ตวัแปรดชันีรายได ้(𝐼𝑁𝐶𝑡) จะปรับตวัเพิ่มขึ้นเพื่อให้กลบั
เขา้สู่ดุลยภาพระยะยาว  และในกรณีน้ีเราจะกล่าวไดอี้กว่า อนุกรมเวลา 𝐼𝑁𝐶𝑡 จะถูกกระทบจาก
อนุกรมเวลาอ่ืน ๆ  (ซ่ึงในท่ีน้ีคืออนุกรมเวลา 𝑀2𝑡, 𝑅𝑡 , 𝑅𝐹𝑡 ) ผา่นทางเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์
เชิงดุลยภาพระยะยาว  นั่นคือ อนุกรมเวลา 𝑀2𝑡, 𝑅𝑡, 𝑅𝐹𝑡 เป็นสาเหตุท่ีก่อให้เกิดผลกระทบต่อ
อนุกรมเวลา 𝐼𝑁𝐶𝑡 ตามแนวคิดของ Granger ในระยะยาวนัน่เอง 
 ตวัประมาณค่าสัมประสิทธ์ิ 𝜷̃′̂𝑿̃𝒕−𝟏 ของสมการ ∆𝑅𝐹𝑡 (หรือเขียนแทนด้วย α̂41) มีค่า
เท่ากบั  −0.000011 ค่าสถิติ t คือ  −0.10  ซ่ึงไม่มีนยัส าคญัทางสถิติ เราจึงสรุปไดว้า่ หากมีตวัแปร
ตวัใดตวัหน่ึงเบ่ียงเบนออกจากความสัมพนัธ์เชิงดุลยภาพระยะยาวของความตอ้งการถือเงิน  จะ
พบว่าตวัแปรอตัราดอกเบ้ียต่างประเทศของประเทศมหาอ านาจ (𝑅𝐹𝑡) จะไม่มีการปรับตวัใด ๆ 
เพื่อให้กลับเข้าสู่ดุลยภาพระยะยาว นั่นคือ  𝑅𝐹𝑡  คือตัวแปรภายนอกแบบไม่มีพลัง (Weakly 
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Exogenous) หรือวิเคราะห์ได้อีกอย่างว่า อนุกรมเวลา  𝑅𝐹𝑡 จะไม่ถูกกระทบจากอนุกรมเวลา    
อ่ืน ๆ (ซ่ึงในท่ีน้ีคืออนุกรมเวลา 𝑀2𝑡 , 𝑅𝑡, 𝐼𝑁𝐶𝑡  ) ผ่านทางเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์เชิงดุลย‒

ภาพระยะยาว หรืออนุกรมเวลา 𝑀2𝑡, 𝑅𝑡, 𝐼𝑁𝐶𝑡 ไม่ใช่สาเหตุท่ีก่อให้เกิดผลกระทบต่ออนุกรมเวลา 
𝑅𝐹𝑡 ตามแนวคิดของ Granger ในระยะยาวนัน่เอง 
 ส่วนการวิเคราะห์ความสัมพนัธ์เชิงเหตุและผลตามแนวคิดของ  Granger ในระยะสั้ น
สามารถท าไดด้ว้ยการทดสอบสมมุติฐานดงัน้ี 

 H0: 𝛾12,1 = 𝛾13,1 = 𝛾14,1 = 0         (12.54 ก) 
 H1: มีค่าพารามิเตอร์อยา่งนอ้ย 1 ตวัในสมมุติฐานหลกัขา้งบนไม่เท่ากบัศูนย ์  

ค่าสถิติ Wald ส าหรับการทดสอบสมมุติฐาน (12.54 ก) คือ 1.69 และมีค่า probability (หรือ P-

value) คือ 0.6395 จึงสรุปได้ว่าไม่สามารถปฏิเสธสมมุติฐานหลกั (12.54 ก) ได้ เราจึงสรุปว่า
อนุกรมเวลา 𝑅𝑡, 𝐼𝑁𝐶𝑡, 𝑅𝐹𝑡 ไม่ใช่สาเหตุท่ีก่อให้เกิดผลกระทบต่ออนุกรมเวลา 𝑀2𝑡  ตามแนวคิด
ของ Granger ในระยะสั้น  
 และเม่ือต้องการทดสอบว่า อนุกรมเวลา 𝑀2𝑡 , 𝐼𝑁𝐶𝑡, 𝑅𝐹𝑡 ไม่ใช่สาเหตุท่ีก่อให้เกิด
ผลกระทบต่ออนุกรมเวลา 𝑅𝑡 ตามแนวคิดของ Granger ในระยะสั้นหรือไม่ ท าได้ด้วยการตั้ง
สมมุติฐานดงัน้ี 

 H0: 𝛾21,1 = 𝛾23,1 = 𝛾24,1 = 0        (12.54 ข) 
 H1: มีค่าพารามิเตอร์อยา่งนอ้ย 1 ตวัในสมมุติฐานหลกัขา้งบนไม่เท่ากบัศูนย ์  

ค่าสถิติ Wald ส าหรับการทดสอบสมมุติฐาน (12.54 ข) คือ 16.75 และมีค่า probability (หรือ 

P-value) คือ 0.0008 นั่นคือ สมมุติฐานหลัก (12.54 ข) ถูกปฏิเสธ เราจึงสรุปว่า อนุกรมเวลา 
𝑀2𝑡 , 𝐼𝑁𝐶𝑡, 𝑅𝐹𝑡 เป็นสาเหตุท่ีก่อให้เกิดผลกระทบต่ออนุกรมเวลา 𝑅𝑡 ตามแนวคิดของ Granger 

ในระยะสั้น 
 เม่ือตอ้งการทดสอบว่า อนุกรมเวลา 𝑀2𝑡, 𝑅𝑡 , 𝑅𝐹𝑡 ไม่ใช่สาเหตุท่ีก่อให้เกิดผลกระทบต่อ
อนุกรมเวลา 𝐼𝑁𝐶𝑡 ตามแนวคิดของ Granger ในระยะสั้นหรือไม่ ท าไดด้ว้ยการตั้งสมมุติฐานดงัน้ี 

 H0: 𝛾31,1 = 𝛾32,1 = 𝛾34,1 = 0        (12.54 ค) 
 H1: มีค่าพารามิเตอร์อยา่งนอ้ย 1 ตวัในสมมุติฐานหลกัขา้งบนไม่เท่ากบัศูนย ์  
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ค่าสถิติ Wald ส าหรับการทดสอบสมมุติฐาน (12.54 ค) คือ 3.63 และมีค่า probability (หรือ P-

value) คือ 0.3050 นัน่คือ ไม่สามารถปฏิเสธสมมุติฐานหลกั (12.54 ค) เราจึงสรุปวา่อนุกรมเวลา 
𝑀2𝑡 , 𝑅𝑡, 𝑅𝐹𝑡 ไม่ใช่สาเหตุท่ีก่อให้เกิดผลกระทบต่ออนุกรมเวลา 𝐼𝑁𝐶𝑡 ตามแนวคิดของ Granger 

ในระยะสั้น 
 เม่ือตอ้งการทดสอบว่า อนุกรมเวลา 𝑀2𝑡, 𝑅𝑡 , 𝐼𝑁𝐶𝑡 ไม่ใช่สาเหตุท่ีก่อให้เกิดผลกระทบ
ต่ออนุกรมเวลา 𝑅𝐹𝑡 ตามแนวคิดของ Granger ในระยะสั้นหรือไม่ ท าไดด้ว้ยการตั้งสมมุติฐาน
ดงัน้ี 

 H0: 𝛾41,1 = 𝛾42,1 = 𝛾43,1 = 0         (12.54 ง) 
 H1: มีค่าพารามิเตอร์อยา่งนอ้ย 1 ตวัในสมมุติฐานหลกัขา้งบนไม่เท่ากบัศูนย ์  

ค่าสถิติ Wald ส าหรับการทดสอบสมมุติฐาน (12.54 ง) คือ 0.66 และมีค่า probability (หรือ P-

value) คือ 0.8835 นัน่คือ ไม่สามารถปฏิเสธสมมุติฐานหลกั (12.54 ง) เราจึงสรุปวา่ อนุกรมเวลา 
𝑀2𝑡 , 𝑅𝑡, 𝐼𝑁𝐶𝑡 ไม่ใช่สาเหตุท่ีก่อให้เกิดผลกระทบต่ออนุกรมเวลา 𝑅𝐹𝑡 ตามแนวคิดของ Granger 

ในระยะสั้น 
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ภาคผนวก 2ก 

การหาค่า ϕ11, ϕ22, …, ϕkk 

 ในหัวขอ้ท่ี 2.3.1 ไดก้ล่าวถึงวิธีการหาค่า TPAC ณ 3 ช่วงเวลาท่ีแลว้ (หรือ ϕ33) ส าหรับ
การหาค่า TPAC ณ ช่วงเวลาอ่ืน ๆ ก็สามารถใชแ้นวคิดเดียวกบัการหาค่า ϕ33 ซ่ึงสามารถอธิบาย
ไดใ้นรูปทัว่ไปดว้ยการพิจารณาสมการถดถอยเชิงพหุต่อไปน้ี 

Xt+k = ϕk1Xt+k ‒1 + ϕk2 Xt+k ‒2 + ϕk3 Xt+k ‒3 +…+ ϕkkXt + ut+k        (2ก‒1) 

เพื่อใหอ้ยูใ่นรูปทัว่ไป  เราน า Xt +k‒j (j  = 1, …., k ) ไปคูณตลอดในสมการท่ี (2ก‒1) จะได ้

Xt+k Xt+k‒j = ϕk1Xt+k‒1 Xt+k‒j + ϕk2 Xt+k‒2 Xt+k‒j + ϕk3 Xt+k‒3 Xt+k‒j +…+ϕkkXt Xt+k‒j  

+ ut+k Xt+k‒j    

(j = 1, 2, …, k)   เม่ือเราใส่ค่าคาดหวงั (Take Expected Value) จะได ้    

γj  =  ϕk1γj‒1 + ϕk2 γj‒2 + ϕk3 γj‒3 +…+ϕkk γj‒k    (j = 1, 2, …, k)   

เม่ือน า γ0 หารตลอดจะได ้

 ρj  =  ϕk1ρj‒1 + ϕk2 ρj‒2 + ϕk3 ρj‒3 +…+ϕkk ρj‒k     (j = 1, 2, …, k)       (2ก‒2) 

เน่ืองจาก j = 1, 2, …, k สมการท่ี (2ก‒2) จึงเขียนไดด้งัน้ี1
 

ρ1  =  ϕk1ρ0  + ϕk2 ρ1 + ϕk3 ρ2 +…+ϕkk ρk‒1 

ρ2  =  ϕk1ρ1  + ϕk2 ρ0 + ϕk3 ρ1 +…+ϕkk ρk‒2 

                (2ก‒3)
2
 

ρk  =  ϕk1ρk‒1+ ϕk2 ρk‒2+ ϕk3 ρk‒3 +…+ϕkk ρ0 

การค่า ϕ11, ϕ22, …,  ϕkk  หาไดจ้ากระบบสมการท่ี (2ก‒3) ดงัน้ี 

 

 
1

 อยา่ลืมวา่  𝛾𝜏 = 𝛾−𝜏  นัน่คือ  
𝛾𝜏

𝛾0
=

𝛾−𝜏

𝛾0
   หรือ  𝜌𝜏 = 𝜌−𝜏  นัน่เอง 

 
2 เราเรียกระบบสมการลกัษณะน้ีวา่ Yule-Walker Equations 
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• ค่า ϕ11 หาไดจ้ากการก าหนดให ้k = 1  ดงันั้น ระบบสมการท่ี (2ก‒3) จะกลายเป็น 

ρ1  =  ϕ11ρ0 

• ค่า ϕ22 หาไดจ้ากการก าหนดให ้k = 2  ดงันั้น ระบบสมการท่ี (2ก‒3) จะกลายเป็น 

ρ1  =  ϕ21ρ0  + ϕ22 ρ1  

ρ2  =  ϕ21ρ1  + ϕ22 ρ0  

• ค่า ϕ33 หาไดจ้ากการก าหนดให ้k = 3  ดงันั้น ระบบสมการท่ี (2ก‒3) จะกลายเป็น 

ρ1  =  ϕ31ρ0  + ϕ32 ρ1 + ϕ33 ρ2 

ρ2  =  ϕ31ρ1  + ϕ32 ρ0 + ϕ33 ρ1 

ρ3  =  ϕ31ρ2  + ϕ32 ρ1 + ϕ33 ρ0  

ค่า ϕ44, ϕ55, …, ϕkk  ก็หาไดท้ านองเดียวกนัน้ี  เม่ือใชก้ฎของเครเมอร์ (Cramer’s Rule) เราจะสรุปได้
ดงัน้ี3

 

 ∅11 = 𝜌1   (TPAC ณ  1 ช่วงเวลาท่ีแลว้ จะเป็นค่าเดียวกบั TAC ณ 1 ช่วงเวลาท่ีแลว้เสมอ) 

∅22 =
|
1 𝜌1
𝜌1 𝜌2

|

|
1 𝜌1
𝜌1 1

|
 

∅33 =

|

1 𝜌1 𝜌1
𝜌1 1 𝜌2
𝜌2 𝜌1 𝜌3

|

|

1 𝜌1 𝜌2
𝜌1 1 𝜌1
𝜌2 𝜌1 1

|

 

: 

 
3
 อยา่ลืมว่า 𝜌0 =

𝛾0

𝛾0
 =  1  
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∅𝑘𝑘 =

|

|

1 𝜌1 𝜌2 ⋯ 𝜌𝑘−2 𝜌1
𝜌1 1 𝜌1 ⋯ 𝜌𝑘−3 𝜌2
𝜌2 𝜌1 1 ⋯ 𝜌𝑘−4 𝜌3
⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮

𝜌𝑘−1 𝜌𝑘−2 𝜌𝑘−3 ⋯ 𝜌1 𝜌𝑘

|

|

|

|

1 𝜌1 𝜌2 ⋯ 𝜌𝑘−2 𝜌𝑘−1
𝜌1 1 𝜌1 ⋯ 𝜌𝑘−3 𝜌𝑘−2
𝜌2 𝜌1 1 ⋯ 𝜌𝑘−4 𝜌𝑘−3
⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮

𝜌𝑘−1 𝜌𝑘−2 𝜌𝑘−3 ⋯ 𝜌1 1

|

|

 

ส าหรับการหาค่า SPAC ณ 1 ช่วงเวลาท่ีแลว้ก็คือ ∅̂11 = 𝑟1  และค่า SPAC ณ 2, 3, 4, …, k ช่วงเวลา
ท่ีแลว้  (∅̂22, ∅̂33, ∅̂44, … , ∅̂𝑘𝑘) ท าไดโ้ดยการประมาณสมการถดถอยต่อไปน้ีตามล าดบัดว้ยวิธีก าลงั
สองนอ้ยท่ีสุด 

  𝑋̂𝑡+2 = 𝜙̂21𝑋𝑡+1 + 𝜙̂22𝑋𝑡 

  𝑋̂𝑡+3 = 𝜙̂31𝑋𝑡+2 + 𝜙̂32𝑋𝑡+1 + 𝜙̂33𝑋𝑡 

  𝑋̂𝑡+4 = 𝜙̂41𝑋𝑡+3 + 𝜙̂32𝑋𝑡+2 + 𝜙̂33𝑋𝑡+1 + 𝜙̂44𝑋𝑡 

   : 

  𝑋̂𝑡+𝑘 = 𝜙̂𝑘1𝑋𝑡+𝑘−1 + 𝜙̂𝑘2𝑋𝑡+𝑘−2 + 𝜙̂𝑘3𝑋𝑡+𝑘−3 +⋯+ 𝜙̂𝑘𝑘𝑋𝑡 
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ภาคผนวก 3ก 

การหาค่าเฉลีย่ ค่าความแปรปรวน ค่า TAC และค่า TPAC  

ของอนุกรมเวลาท่ีถูกก าหนดจาก AR(1) 

• หาค่าเฉลีย่  จากสมการท่ี (3.1) 
     Xt = α0 + α1Xt-1  + εt              (3.1) 

E(Xt) = α0 + α1E(Xt‒1) + E(εt) 

เน่ืองจาก Xt มีลกัษณะความน่ิงตามเง่ือนไขของวิธี Box-Jenkins ดงันั้น เราจะได ้E(Xt) = E(Xt‒1) 
ท าใหส้มการขา้งตน้เขียนไดว้า่ 

          E(Xt)   = α0 + α1E(Xt)                 (3ก‒1)  

𝐸(𝑋𝑡) =
𝛼0

1 − 𝛼1
 

หรือเขียนไดว้า่   𝜇  =
𝛼0

1 − 𝛼1
                                                                                       (3.2) 

• หาค่าความแปรปรวน  จากสมการท่ี (3.1) 
     Xt = α0 + α1Xt‒1  + εt               (3.1) 

หา (3.1) ‒ (3ก‒1) จะได ้

 Xt ‒ E(Xt) =  α1[Xt‒1‒ E(Xt)] + εt 

 [Xt ‒ E(Xt)]
2 =  𝛼1

2[Xt‒1‒ E(Xt)]
2 + 𝜀𝑡

2 +2α1[Xt‒1‒ E(Xt)] εt  

หรือ      [Xt ‒ μ]2 =  𝛼1
2[Xt‒1‒ μ]2 + 𝜀𝑡

2 +2α1[Xt‒1‒ μ] εt  

  E[Xt ‒ μ]2 =  𝛼1
2E[Xt‒1‒ μ]2 + E(𝜀𝑡

2) +2α1E[Xt‒1‒ μ] εt  

 Var(Xt) = 𝛼1
2Var(Xt‒1) +Var(εt) + 2α1Cov(Xt‒1, εt)                 

เม่ือพิจารณาสมการท่ี (3.1) จะกล่าวไดว้่า εt‒1 มีความสัมพนัธ์กบั Xt‒1  แต่  εt เป็นอิสระ
กบั εt‒1 (เน่ืองจาก εt เป็นตวัรบกวนขาว) ดงันั้น εt จะตอ้งเป็นอิสระกบั Xt‒1 ดว้ย  หรือเขียนไดว้่า 
Cov(Xt‒1, εt) = 0 ดงันั้น สมการขา้งตน้จะกลายเป็น 
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 Var(Xt) = 𝛼1
2Var(Xt‒1) +Var(εt) + 2α1Cov(Xt‒1, εt)                 

และเน่ืองจาก  Var(εt) =  2  อนุกรม Xt มีความน่ิง ดงันั้น Var(Xt) = Var(Xt‒1)  เราจึงได ้

  Var(Xt) = 𝛼1
2Var(Xt) +  2            

     γ0   = 𝛼1
2 γ0  +   2 

𝛾0 =
𝜎2

1 − 𝛼1
2                                                                                            (3.3) 

• หา TAC 

จากสูตรของ TAC ณ k  ช่วงเวลาท่ีแลว้ เขียนไดด้งัน้ี 

𝜌𝑘 =  
𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡, 𝑋𝑡+𝑘)

𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡)
 

เราไดห้าค่า Var(Xt) แลว้ดงัแสดงในสมการท่ี (3.3)  ดงันั้น เราตอ้งหาค่า Cov(Xt, Xt+k) แสดงได้
ดงัน้ี 

 จาก  μ =  
𝛼0

1−𝛼1
   

หรือ  α0 = μ(1‒ α1)   น าไปแทนค่าในแบบจ าลอง AR(1) จะได ้   

  ณ เวลา t  Xt  = μ(1‒ α1)  + α1Xt‒1  + εt      

  Xt ‒μ  = ‒ α1 μ  + α1Xt‒1  + εt       

  Xt ‒μ  = α1 (Xt‒1 ‒ μ) + εt       

         ( Xt ‒μ)(Xt‒k ‒ μ) = α1 (Xt‒1 ‒ μ) (Xt‒k ‒ μ) + εt(Xt‒1 ‒ μ)     

    E( Xt ‒μ)(Xt‒1 ‒ μ)  = α1E(Xt‒1 ‒ μ) (Xt‒k ‒ μ)   {E[εt(Xt‒1 ‒ μ)] =0}  

 Cov(Xt , Xt‒k)  =  α1 Cov(Xt‒1,Xt‒k)   {Cov(Xt‒1,εt) = 0}  

  γk     =  α1γk‒1 

น า Var(Xt) หรือ γ0 หารตลอดจะได ้

𝛾𝑘
𝛾0
        = 𝛼1

𝛾𝑘−1
𝛾0
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นัน่คือจะได ้        ρk     = α1 ρk‒1       

ณ k = 1,        ρ1     = α1·ρ0   = α1   

ณ k = 2,     ρ2     = α1·ρ1 =  𝛼1
2 

ณ k = 3,        ρ3     = α1·ρ2 = 𝛼1
3

  

เม่ือแทนค่าเช่นน้ีไปเร่ือย ๆ สุดทา้ยเราจะได ้  

   ρk    =   𝛼1
𝑘

                    (3.4) 

หมายเหตุ   ρ0 = 1 เสมอ เน่ืองจาก ρ0  = 
𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡,𝑋𝑡)

𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡)
=

𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡)

𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡)
=

𝛾0

𝛾0
 = 1 

• หา TPAC 

o ค่า TPAC ณ 1 ช่วงเวลาที่แล้ว (ϕ11)  

จากภาคผนวก 3ก เราทราบแลว้วา่ค่า TPAC ณ 1 ช่วงเวลาท่ีแลว้ (ϕ11) หาไดจ้ากการก าหนดให้ k 

= 1 ในระบบสมการท่ี (2ก‒3) ซ่ึงจะได ้

ρ1  =  ϕ11ρ0 

นัน่คือ         ∅11 =
𝜌
1

𝜌
0

= 𝜌
1
=   𝛼1              

ถา้พิจารณาอีกแบบ เราทราบจากบทท่ี 1 แลว้ว่า ϕ11 ก็คือค่าสัมประสิทธ์ิของ Xt ในสมการถดถอย
ต่อไปน้ี 

Xt+1 = ϕ10+ϕ11Xt + εt+1    

สมการน้ีสามารถเขียนไดอี้กอยา่งคือ 

   Xt = ϕ10+ϕ11Xt‒1 + εt           (3ก‒2) 

จะเห็นวา่ สมการท่ี (3ก‒2) ก็คือสมการท่ีแสดงวา่อนุกรมเวลา Xt อยูใ่นรูป AR(1) นัน่เอง เพียงแต่
ใช้สัญลกัษณ์ของค่าสัมประสิทธ์ิอีกรูปแบบหน่ึงเท่านั้นเอง  ดังนั้น เราจึงกล่าวได้ว่า  ϕ11 = α1 
นัน่เอง 
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o ค่า TPAC ณ 2 ช่วงเวลาที่แล้ว (ϕ22) ก็คือค่าสัมประสิทธ์ิของ Xt ในสมการถดถอย
ต่อไปน้ี 

Xt+2 = ϕ20+ ϕ21Xt‒1 + ϕ22Xt+ εt+2   

สมการน้ีสามารถเขียนไดอี้กอยา่งคือ  

  Xt  = ϕ20+ϕ21Xt‒1 + ϕ22Xt‒2+ εt        (3ก‒2) 

จะเห็นวา่ หากอนุกรมเวลา Xt  อยูใ่นรูปแบบดงัสมการท่ี (3.1) แลว้จะตอ้งไม่มีตวัแปร Xt‒2 เขา้มา
เก่ียวขอ้ง นัน่คือ เราสรุปไดว้า่ ϕ22 = 0  ท านองเดียวกนั เราจะไดว้า่  ϕ33 = 0 , ϕ44 = 0, ….  ดงันั้น 
ค่า TPAC ของ AR(1) เป็นดงัน้ี 

 ∅𝑘𝑘 = {
𝜌1

0
     

เม่ือ  𝑘 = 1

เม่ือ  𝑘 ≥ 2
                                                                                 (3.5) 
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ภาคผนวก 3ข 

การหาค่าเฉลีย่ ค่าความแปรปรวน ค่า TAC และค่า TPAC  

ของอนุกรมเวลาท่ีถูกก าหนดจาก AR(2) 

• หาค่าเฉลีย่  จากสมการท่ี (3.7) 
  Xt = α0 +   α1Xt-1   +  α2Xt-2   +  εt              (3.7) 

E(Xt)  = α0 + α1E(Xt‒1) + α2E(Xt‒2) + E(εt) 

เน่ืองจาก Xt มีลกัษณะความน่ิง ตามเง่ือนไขของวิธี Box-Jenkins ดงันั้น เราจะได ้E(Xt) = E(Xt‒1) 
= E(Xt‒2) ท าใหส้มการขา้งตน้เขียนไดว้า่ 

          E(Xt) = α 0 + α1E(Xt) + α2E(Xt)                                   (3ข–1) 

น า (3ก –1) ไปหกัออกจาก (3.6) จะได ้

𝐸(𝑋𝑡) =
𝛼0

1 − 𝛼1 − 𝛼2
= 𝜇                                                                           (3.8) 

• หาความแปรปรวน   
หา (3.6) ‒ (3ข‒1) จะได ้

 Xt ‒ E(Xt) =  α1[Xt‒1‒ E(Xt)] + α2[Xt‒2‒ E(Xt)] + εt    

หรือ          Xt ‒ μ  =  α1(Xt‒1‒ μ) + α2(Xt‒2‒ μ) + εt           (3ข‒2) 

ยกก าลงัสองจะได ้

 (Xt ‒ μ) 2 =  𝛼1
2(Xt‒1‒ μ)2 + 𝛼2

2(Xt‒2‒ μ)2 + 𝜀𝑡
2 

         +2α1α2(Xt‒1‒ μ) (Xt‒2‒ μ) +2α1(Xt‒1‒ μ) εt+2α2(Xt‒2‒ μ) εt 

เม่ือใส่ค่าคาดหวงั และใชคุ้ณสมบติัวา่ Xt มีความน่ิงแลว้ จะไดส้มการดงัน้ี 

                Var(Xt) = 𝛼1
2Var(Xt) +𝛼2

2Var(Xt)+Var(εt)  

    +2α1α2Cov(Xt‒1,Xt‒2) +2α1 Cov(Xt‒1,εt)+2α2 Cov(Xt‒2,εt)       (3ข‒3) 
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เน่ืองจาก Cov(Xt‒1, εt) = Cov(Xt‒2, εt) = 0, Var(εt) = 2, Var(Xt) = γ0 และ Cov(Xt‒1,Xt‒2) = 

γ1 ดงันั้น สมการท่ี (3ข‒3) จะกลายเป็น 

        γ0    =       𝛼1
2 γ0   +𝛼2

2 γ0 + 2 + 2α1α2(γ1)         (3ข‒4)  

เราจะเขียนความแปรปรวนของ Xt ในรูปค่าพารามิเตอร์ท่ีอยูใ่น AR(2) เท่านั้น เราจึงตอ้ง
หาค่า γ1 ดงัน้ี จากสมการท่ี (3ข‒2) น า Xt‒k ‒ μ  คูณตลอดจะได ้

  (Xt ‒ μ)(Xt‒k ‒ μ)  =  α1(Xt‒1‒ μ)(Xt‒k ‒ μ) + α2(Xt‒2‒ μ) (Xt‒k ‒ μ) + εt(Xt‒k ‒ μ)  

  เม่ือใส่ค่าคาดหวงัจะได ้         

    γk      =  α1γk‒1 + α2 γk‒2             (3ข–5) 

เม่ือ k = 1 จะได ้    γ1 = α1γ0+ α2 γ‒1        

เน่ืองจาก  Xt  มีความน่ิง ดงันั้น เราจะได ้ γ1= γ‒1 นัน่คือ γ1 = α1γ0+ α2 γ1 

∴  𝛾1 =  

𝛼1

1−𝛼2
  𝛾0    แทนค่าลงใน (3ข–4) จะได ้    

𝛾0         = 𝛼1
2𝛾0 + 𝛼2

2𝛾0 + 𝜎
2 + 2𝛼1𝛼2

𝛼1
1 − 𝛼2

𝛾0 

      (1 − 𝛼1
2 − 𝛼2

2 −
2𝛼1

2𝛼2
1 − 𝛼2

) 𝛾0         = 𝜎2 

(
1 − 𝛼2 − 𝛼1

2 + 𝛼1
2𝛼2 − 𝛼2

2 + 𝛼2
3 − 2𝛼1

2𝛼2
1 − 𝛼2

) 𝛾0 = 𝜎
2 

                 (
1 − 𝛼2 − 𝛼1

2 − 𝛼1
2𝛼2 − 𝛼2

2 + 𝛼2
3

1 − 𝛼2
)𝛾0  = 𝜎

2 

          (
1 + 𝛼2

3 − 𝛼1
2(1 + 𝛼2) − 𝛼2(1 + 𝛼2)

1 − 𝛼2
) 𝛾0 = 𝜎2 

               (1 + 𝛼2) (
1 − 𝛼2 + 𝛼2

2 − 𝛼1
2 − 𝛼2

1 − 𝛼2
) 𝛾0 = 𝜎2 
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                     (1 + 𝛼2) (
1 − 2𝛼2 + 𝛼2

2 − 𝛼1
2

1 − 𝛼2
) 𝛾0   = 𝜎

2 

                            (1 + 𝛼2) (
(1 − 𝛼2)

2 − 𝛼1
2

1 − 𝛼2
) 𝛾0   = 𝜎2 

𝛾0        =  
(1 − 𝛼2)𝜎

2

(1 + 𝛼2)[(1 − 𝛼2)2 − 𝛼1
2]
                                (3.9) 

 

• หา TAC  จากสมการท่ี (3ข ‒ 5)  
    γk      =  α1γk‒1 + α2 γk‒2             (3ข–5) 

น า γ0 หารตลอดจะได ้

    ρk      =  α1ρk‒1 + α2 ρk‒2               (3ข–6) 
จาก (3ข‒6) เม่ือ k =1 จะได ้    ρ1    =  α1ρ0 + α2 ρ1     

  หรือ       ρ1    =  α1 + α2 ρ1 

นัน่คือ     𝜌
1
=

𝛼1

1 − 𝛼2
 

จาก (3ข‒6)  เม่ือ k =2 จะได ้  

   ρ2    =  α1ρ1 + α2 ρ0     

 =
𝛼1
2

1 − 𝛼2
+ 𝛼2 = 

𝛼1
2 + 𝛼2 − 𝛼2

2

1 − 𝛼2
 

และเม่ือ k  3  เราสามารถค านวณไดด้ว้ยวิธีเดียวกนัน้ี โดยใชส้มการท่ี (3ข‒6) 

         ρk     =  α1ρk‒1 + α2 ρk‒2 ,  k  3       
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• หา TPAC 

จากภาคผนวก 3ก เราทราบแล้วว่า  ค่า TPAC ณ 1 ช่วงเวลาท่ีแล้ว (ϕ11) หาได้จากการ
ก าหนดให ้k = 1 ในระบบสมการท่ี (2ก‒3) ซ่ึงจะได ้

ρ1  =  ϕ11ρ0 

นัน่คือ                ∅11 =
𝜌
1

𝜌
0

= 𝜌
1
=   

𝛼1

1 − 𝛼2
               (𝜌

0
= 1 เสมอ)   

ส่วนค่า TPAC ณ 2 ช่วงเวลาท่ีแลว้ (ϕ22) หาไดจ้ากการก าหนดให ้k = 2 ในระบบสมการท่ี   (2ก‒

3) ซ่ึงจะได ้

ρ1  =  ϕ21ρ0  + ϕ22 ρ1  

ρ2  =  ϕ21ρ1  + ϕ22 ρ0  

นัน่คือ          ∅22 =
|
1 𝜌

1

𝜌
1

𝜌
2

|

|
1 𝜌

1

𝜌
1

1
|
=
𝜌
2
− 𝜌

1

2

1 − 𝜌
1
2

 

=

𝛼1
2 + 𝛼2 − 𝛼2

2

1 − 𝛼2
− (

𝛼1
1 − 𝛼2

)
2

1 − (
𝛼1

1 − 𝛼2
)
2 = 𝛼2 

ถา้พิจารณาอีกแบบ จากบทท่ี 2 เราทราบแลว้วา่ ค่า TPAC ณ 2 ช่วงเวลาท่ีแลว้ (ϕ22) ก็คือ
ค่าสัมประสิทธ์ิของ Xt ในสมการถดถอยต่อไปน้ี 

Xt+2 = ϕ20+ ϕ21Xt‒1  + ϕ22Xt+ εt+2            (3ข–7) 

ซ่ึงสมการท่ี (3ข‒7) น้ีสามารถเปรียบกับแบบจ าลอง  AR(2): Xt = α0+ α1Xt‒1 + α2Xt‒2+ εt   
ดงันั้นท าใหเ้ราสรุปไดว้า่ ค่า  ϕ22 = α2 นัน่เอง และเม่ือเราสังเกตแบบจ าลอง AR(2) จะพบวา่ไม่มี
ตวัแปร Xt ‒3 ดังนั้น เรากล่าวได้ว่า ϕ33 = 0 ท านองเดียวกัน เราจะได้ว่า  ϕ44 = 0, ϕ55 = 0, ….  

ดงันั้น ค่า TPAC ของ AR(2) เป็นดงัน้ี 
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 ∅𝑘𝑘 =

{
 
 

 
 
𝜌1

𝛼2

0

     

เม่ือ  𝑘 = 1

เม่ือ 𝑘 = 2

เม่ือ  𝑘 ≥ 3

                                                                                    (3.11) 
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ภาคผนวก 3ค 

การหาค่าเฉลีย่ ค่าความแปรปรวน ค่า TAC และค่า TPAC  

ของอนุกรมเวลาท่ีถูกก าหนดจาก MA(1) 

• หาค่าเฉลีย่  จากสมการท่ี (3.17) 
      Xt = β0 + εt ‒ β1εt‒1            (3.17) 

E(Xt)  = β0 + E(εt) ‒ β1E(εt‒1) 

เน่ืองจาก εt เป็นตวัรบกวนขาว (White Noise) ท่ีมีค่าเฉล่ียเป็นศูนยแ์ละความแปรปรวนคือ 2   
นัน่คือ E(εt) = E(εt‒1) = 0 ดงันั้น เราจะได ้

          E(Xt) =  β0 + 0 ‒ β1(0)                                               (3ค‒1) 

หรือ  μ   = β0                (3.18) 

• หาความแปรปรวน   
น า (3.18) ไปหกัออกจาก (3.17) จะได ้

            Xt ‒μ =  εt ‒ β1εt‒1            (3ค–2) 

        (Xt ‒μ)2  =  𝜀𝑡
2 + 𝛽1

2𝜀𝑡−1
2 − 2𝛽1𝜀𝑡𝜀𝑡−1 

E(Xt ‒μ)2  =  E(𝜀𝑡
2) + 𝛽1

2E(𝜀𝑡−1
2 ) − 2𝛽1E(𝜀𝑡𝜀𝑡−1) 

เน่ืองจาก εt เป็นอิสระกบัช่วงเวลาอ่ืน ๆ และมีความแปรปรวนคงท่ี 2 ทุกช่วงเวลา ดงันั้น 

    Var(Xt)  =  2 + 𝛽1
2 2 

หรือเขียนไดว้า่     γ0  = (1+𝛽1
2) 2            (3.19) 
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• หา TAC   จากสมการท่ี (3ค–2)  
    Xt ‒μ   = εt ‒ β1εt‒1            (3ค–2) 

น า   Xt‒k ‒ μ   คูณตลอดจะได ้

  (Xt ‒μ) (Xt‒k ‒μ)   = (εt ‒ β1εt‒1) (Xt‒k ‒μ) 

   = (εt ‒ β1εt‒1) (εt‒k ‒ β1εt‒k‒1) 

   = εt εt‒k ‒ β1εt εt‒k‒1 ‒ β1εt‒1εt‒k + 𝛽1
2 εt‒1εt‒k‒1         (3ค–3) 

เม่ือ k = 1  สมการท่ี (3ค–3) จะกลายเป็น 

  (Xt ‒μ) (Xt‒1 ‒μ)   = εt εt‒1 ‒ β1εt εt‒2 ‒ β1εt‒1εt‒1 + 𝛽1
2 εt‒1εt‒2   

E(Xt ‒μ) (Xt‒1 ‒μ)   = E(εt εt‒1) ‒ β1E(εt εt‒2) ‒ β1E(𝜀𝑡−1
2 ) + 𝛽1

2E(εt‒1εt‒2) 

  γ1 =  ‒β12 

เม่ือ k = 2  สมการท่ี (3ค–3) จะกลายเป็น 

  (Xt ‒μ) (Xt‒2 ‒μ)   = εt εt‒2 ‒ β1εt εt‒3 ‒ β1εt‒1εt‒2 + 𝛽1
2 εt‒1εt‒3   

E(Xt ‒μ) (Xt‒1 ‒μ)   = E(εt εt‒2) ‒ β1E(εt εt‒3) ‒ β1 E(εt‒1εt‒2) + 𝛽1
2E(εt‒1εt‒3) 

  γ2 =  0 

ท านองเดียวกนั เราจะสามารถพิสูจน์ไดว้า่  γ3 = γ4 =…   = 0 กล่าวโดยสรุป ความแปรปรวนร่วม
ท่ีต่างช่วงเวลากนัของอนุกรมเวลา Xt ของรูปแบบ MA(1) เขียนไดด้งัน้ี 

𝛾𝑘 = {
−𝛽1𝜎

2

0

        
, 𝑘 = 1

, 𝑘 > 1
                                                                                   (3ค-4) 

และเม่ือน าค่า γ0 ไปหารค่า γ1, γ2 ,…  จะไดค้่า ρ1, ρ2, …  ดงัต่อไปน้ี 

𝜌𝑘 = 

{
 
 

 
 

−𝛽1𝜎
2

(1 + 𝛽1
2)𝜎2

=

0

(1 + 𝛽1
2)𝜎2

=

   

−𝛽1

1 + 𝛽1
2

0

     

, 𝑘 = 1

, 𝑘 > 1

                                                     (3.20) 
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• หา TPAC 

จากภาคผนวก 3ก เราทราบแล้วว่า ค่า TPAC ณ 1 ช่วงเวลาท่ีแล้ว (ϕ11) หาได้จากการ
ก าหนดให ้k = 1 ในระบบสมการท่ี (2ก‒3) ซ่ึงจะได ้

ρ1   =  ϕ11ρ0 

นัน่คือ                ∅11 =
𝜌
1

𝜌
0

= 𝜌
1
=   −

𝛽
1

1 + 𝛽
1
2
  

ส่วนค่า TPAC ณ 2 ช่วงเวลาท่ีแลว้ (ϕ22) หาไดจ้ากการก าหนดให้ k = 2 ในระบบสมการท่ี (2ก‒

3) ซ่ึงจะได ้

ρ1  =  ϕ21ρ0  + ϕ22 ρ1  

ρ2  =  ϕ21ρ1  + ϕ22 ρ0  

นัน่คือ          ∅22 =
|
1 𝜌

1

𝜌
1

𝜌
2

|

|
1 𝜌

1

𝜌
1

1
|
=

|
1 𝜌

1

𝜌
1

0
|

|
1 𝜌

1

𝜌
1

1
|
=

−𝜌
1

2

1 − 𝜌
1
2
 

=

−(−
𝛽1

1 + 𝛽1
2 )

2

1 − (−
𝛽1

1 + 𝛽1
2)
2 =

−𝛽1
2

1 + 𝛽1
2 + 𝛽1

4 

ท านองเดียวกนั ค่า ϕ33 สามารถหาไดจ้าก  

∅33 =

|

1 𝜌1 𝜌1
𝜌1 1 𝜌2
𝜌2 𝜌1 𝜌3

|

|

1 𝜌1 𝜌2
𝜌1 1 𝜌1
𝜌2 𝜌1 1

|

=

|

1 𝜌1 𝜌1
𝜌1 1 0

0 𝜌1 0
|

|

1 𝜌1 0

𝜌1 1 𝜌1
0 𝜌1 1

|

  

และเม่ือแทนค่า  𝜌
1
 จะได ้ ∅33 =  

−𝛽
1
3

1+𝛽
1
2+𝛽

1
4+𝛽

1
6
 ท าเช่นน้ีไปเร่ือย ๆ สุดทา้ยเราจะไดรู้ปทัว่ไปของ 

ϕkk เป็นดงัน้ี 

∅𝑘𝑘 = 
−𝛽1

𝑘

1 + 𝛽1
2 + 𝛽1

4 +⋯+ 𝛽1
2𝑘     , 𝑘 ≥ 1                              (3.25) 
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ภาคผนวก 3ง 
การหาค่าเฉลีย่ ค่าความแปรปรวน และค่า TAC  

ของอนุกรมเวลาท่ีถูกก าหนดจาก MA(2) 

• หาค่าเฉลีย่  จากสมการท่ี (3.26) 
      Xt = β0 + εt ‒ β1εt‒1‒ β2εt‒2                   (3.26) 

E(Xt)  = β0 + E(εt) ‒ β1E(εt‒1) ‒ β1E(εt‒2) 

เน่ืองจาก εt เป็นตวัรบกวนขาว (White noise) ท่ีมีค่าเฉล่ียเป็นศูนยแ์ละความแปรปรวนคือ 2   
นัน่คือ E(εt) = E(εt‒1) = E(εt‒2) = 0 ดงันั้น เราจะได ้

          E(Xt) =  β0 + 0 ‒ β1(0) ‒ β2(0)                                               (3ง‒1) 

หรือ  μ   = β0               (3.27) 

• หาความแปรปรวน   น า (3.27) ไปหกัออกจาก (3.26) จะได ้
 Xt ‒μ   =  εt ‒ β1εt‒1‒ β2εt‒2                (3ง–2) 

          (Xt ‒μ)2  = 𝜀𝑡
2 + 𝛽1

2𝜀𝑡−1
2 + 𝛽2

2𝜀𝑡−2
2 − 2𝛽1𝜀𝑡𝜀𝑡−1 − 2𝛽2𝜀𝑡𝜀𝑡−2 + 2𝛽1𝛽2𝜀𝑡−1𝜀𝑡−2 

       E(Xt ‒μ)2  =  E(𝜀𝑡
2) + 𝛽1

2E(𝜀𝑡−1
2 ) + 𝛽2

2𝐸(𝜀𝑡−2
2 ) − 2𝛽1E(𝜀𝑡𝜀𝑡−1) 

−2𝛽2E(𝜀𝑡𝜀𝑡−2) + 2𝛽1𝛽2E(𝜀𝑡−1𝜀𝑡−2) 

เน่ืองจาก εt
  เป็นอิสระกบัช่วงเวลาอ่ืน ๆ และมีความแปรปรวนคงท่ี 2 ทุกช่วงเวลา ดงันั้น 

        Var(Xt)  =  2 + 𝛽1
2 2 + 𝛽2

2 2 

หรือเขียนไดว้า่      γ0  = (1+𝛽1
2 + 𝛽2

2) 2        (3.28) 
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• หา TAC   จากสมการท่ี (3ง‒2) 

    Xt ‒μ   = εt ‒ β1εt‒1‒ β2εt‒2          (3ง –2) 

น า   Xt‒k ‒ μ   คูณตลอดจะได ้

  (Xt ‒μ) (Xt‒k ‒μ)   = (εt ‒ β1εt‒1‒ β2εt‒2) (Xt‒k ‒μ) 

   = (εt ‒ β1εt‒1‒ β2εt‒2) (εt‒k ‒ β1εt‒k‒1‒ β2εt‒k‒2) 

   =  εt εt‒k  ‒  β1 εt εt‒k‒1     ‒ β2εt εt‒k‒2  

   ‒ β1εt‒1εt‒k + 𝛽1
2 εt‒1εt‒k‒1  + β1β2 εt‒1εt‒k‒2 

   ‒ β2εt‒2εt‒k + β1β2 εt‒2εt‒k‒1  + 𝛽2
2 εt‒2εt‒k‒2       (3ง –3) 

เม่ือ k = 1  สมการท่ี (3ง –3) จะกลายเป็น 

        (Xt ‒μ) (Xt‒1 ‒μ)   =  εt εt‒1‒ β1 εt εt‒2‒β2εt εt‒3‒β1𝜀𝑡−1
2 + 𝛽1

2 εt‒1εt‒2 + β1β2 εt‒1εt ‒3 

       ‒ β2εt‒2εt‒1 + β1β2 𝜀𝑡−2
2   + 𝛽2

2 εt‒2εt‒3   

E(Xt ‒μ) (Xt‒1 ‒μ)   =  ‒ β1E(𝜀𝑡−1
2 )  + β1β2 E(𝜀𝑡−2

2 ) 

  γ1 =    ‒β12  + β1β22  =   (‒β1+ β1β2)2   

เม่ือ k = 2  สมการท่ี (3ง –3) จะกลายเป็น 

  (Xt ‒μ) (Xt‒2 ‒μ)   =  εt εt‒2‒ β1 εt εt‒3 ‒ β2εt εt‒4 ‒β1εt‒1εt‒2 + 𝛽1
2 εt‒1εt‒3+ β1β2 εt‒1εt ‒4 

       ‒ β2𝜀𝑡−2
2  + β1β2 εt‒2εt‒3  + 𝛽2

2 εt‒2εt‒4   

E(Xt ‒μ) (Xt‒1 ‒μ)   = ‒ β2E(𝜀𝑡−2
2 ) 

  γ2 =  ‒ β2
  2 

และเม่ือก าหนดให้ k = 3, 4, …,  เราจะพิสูจน์ไดว้่า  γ3 = γ4 =…   = 0   นัน่คือ ความแปรปรวน
ร่วมท่ีต่างช่วงเวลากนัของอนุกรมเวลา Xt ของรูปแบบ MA(2) เขียนไดด้งัน้ี 

𝛾𝑘 = 

{
 
 

 
 
(−𝛽1 + 𝛽1𝛽2)𝜎

2

−𝛽2𝜎
2

0

        

, 𝑘 = 1

, 𝑘 = 2

, 𝑘 > 2

                                                             (3ง-4) 
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และเม่ือน าค่า γ0 ไปหารค่า γ1, γ2 ,…  จะไดค้่า ρ1, ρ2, …  ดงัต่อไปน้ี 

𝜌𝑘 = 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
(−𝛽1 + 𝛽1𝛽2)𝜎

2

(1 + 𝛽1
2 + 𝛽2

2)𝜎2
=

−𝛽2𝜎
2

(1 + 𝛽1
2 + 𝛽2

2)𝜎2
=

0

(1 + 𝛽1
2 + 𝛽2

2)𝜎2
 = 0

    

−𝛽1(1 − 𝛽2)

1 + 𝛽1
2 + 𝛽2

2

−𝛽2

1 + 𝛽1
2 + 𝛽2

2
     

, 𝑘 = 1

, 𝑘 = 2

, 𝑘 > 2

                     (3.29) 
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ภาคผนวก 3จ 

คู่ความสัมพนัธ์ของแบบจ าลอง MA(q) และคู่ความสัมพนัธ์ของแบบจ าลอง AR(p) 

 คู่ความสัมพนัธ์ของแบบจ าลอง MA(q) หมายถึง หากแบบจ าลอง MA(q) สามารถแปลง
ให้อยู่ในรูป AR(∞) ไดแ้ลว้ เราจะสามารถหาค่าสัมประสิทธ์ิของแบบจ าลอง AR(∞) ไดอ้ย่างไร 
ส่วนคู่ความสัมพนัธ์ของแบบจ าลอง AR(p) หมายถึง หากแบบจ าลอง AR(p) สามารถแปลงใหอ้ยู่
ในรูป MA(∞) ได้แล้ว เราจะสามารถหาค่าสัมประสิทธ์ิของแบบจ าลอง MA(∞) ได้อย่างไร 
รายละเอียดมีดงัน้ี 
แบบจ าลอง Moving Average ล าดบัท่ี q เขียนไดด้งัน้ี 

  Xt   = β0 + εt ‒ β1εt‒1 ‒ β2εt‒2 ‒ … ‒ βqεt‒q     

และก าหนดให้แบบจ าลอง MA(q) น้ีสามารถแปลงให้อยู่ในรูป AR(∞) ได ้(invertible)  เม่ือใส่
ค่าคาดหวงัในสมการขา้งตน้จะได ้

          E(Xt) = β0 

 หรือ      μ    = β0 

ดงันั้น สมการท่ี (3.32) จะเขียนไดด้งัน้ี 

𝑋̇t =  𝛽(𝐿)𝜀𝑡                  (3จ‒1) 

โดยท่ี 𝑋̇t = 𝑋𝑡 − 𝜇  และ  β(L) = 1 ‒ β1L ‒ β2L
2 ‒…‒  βqL

q     สมการท่ี (3จ‒1) สามารถ
เขียนไดด้งัน้ี 

1

𝛽(𝐿)
𝑋̇t = 𝜀𝑡 

หรือ      𝜋(𝐿)𝑋̇t = 𝜀𝑡            (3จ‒2) 

โดยท่ี    π(L)  =  (1 ‒ π1L ‒ π2L
2 ‒ …   ) 

=
1

𝛽(𝐿)
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หรือ                 π(L)β(L)  =  1          (3จ‒3) 

จะเห็นว่า สมการท่ี (3จ‒2) ก็คือแบบจ าลอง  AR(∞) นั่นเอง โดยการหาค่าของ π1, π2, …   
สามารถท าได้ด้วยการใช้เง่ือนไขของ (3จ‒3)  และเพื่อให้เขา้ใจได้ง่ายขึ้น  ก าหนดให้เราก าลงั
พิจารณาแบบจ าลอง MA(2) ดงันั้น β(L) = 1 ‒ β1L‒ β2L

2  แทนค่าลงใน (3จ‒3) จะได ้

(1 ‒ π1L ‒ π2L
2 ‒ …   )( 1 ‒ β1L‒ β2L

2 ) =  1           (3จ–4) 

นัน่คือจะได ้

1 ‒ π1L ‒     π2L
2  ‒      π3L

3   +…    

   ‒ β1L + π1 β1L
2  + π2 β1L

3  +  …    

            ‒     β2L
2   +  π1β2L

3  +   π2 β2L
4 + …    =  1     

จากสมการขา้งบน เขียนใหม่ไดด้งัน้ี 

1 +(‒ π1‒ β1)L +(‒π2 + π1 β1 ‒ β2 )L
2 +(‒π3 + π2 β1 ‒ π1β2 )L

3 +  …     =  1        (3จ‒5) 

เน่ืองจากผลรวมทางซา้ยมือของสมการท่ี (3จ‒5) ตอ้งเท่ากบั 1 ดงันั้น เราจึงสรุปไดว้า่ 

  ‒ π1‒ β1    = 0  หรือ   π1 = ‒ β1 

‒π2 + π1 β1 ‒ β2    = 0  หรือ   π2 = π1 β1 ‒ β2  =  −𝛽1
2 − 𝛽2 

‒π3 + π2 β1‒ π1β2  = 0  หรือ   π3 = π2 β1 ‒ π1β2  

 : 

ท าเช่นน้ีไปเร่ือย ๆ เราจะหาค่า π4, π5, …  ได ้ เราจะพบวา่ เม่ือ j  3 เราสามารถเขียนในรูปทัว่ไป
ไดด้งัน้ี 

 πj  =  πj‒1β1 + πj‒2β2   เม่ือ  j  3           (3จ‒6) 

ดงันั้น เราจึงสามารถหาค่าสัมประสิทธ์ิของแบบจ าลอง AR(∞) ไดแ้ลว้ 
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 ท านองเดียวกัน  เราจะสามารถหาคู่ความสัมพันธ์ของแบบจ าลอง  AR(p) ได้ดังน้ี  
ก าหนดใหแ้บบจ าลอง AR(p) เขียนไดด้งัน้ี 

  Xt = α0 + α1Xt‒1 + α 2Xt‒2 + ... + α pXt‒p + εt       (3จ‒7) 

และเม่ืออนุกรมเวลา Xt ท่ีอยู่ในรูป AR(p) มีความน่ิงแลว้  เราจะสามารถแปลงอนุกรมเวลา Xt ให้
อยูใ่นรูป MA(∞)ได ้ ดงัจะอธิบายต่อไปน้ี 

เม่ือใส่ค่าคาดหวงัในสมการขา้งตน้จะได ้

  E(Xt ) = α0 + α1 E(Xt−1) + α2 E(Xt−2) + ... + αpE(Xt−p) 

     μ    =  α0 +   α1 μ    +    α 2 μ      + ...  + α p μ       (3จ‒8) 

น าสมการท่ี (3จ‒8) ไปหกัออกจาก (3จ‒7) จะได ้

𝑋̇𝑡  =  𝛼1𝑋̇𝑡−1 + 𝛼2𝑋̇𝑡−2 +⋯+ 𝛼𝑝𝑋̇𝑡−𝑝 + 𝜀𝑡        (3จ‒9) 

โดยท่ี 𝑋̇𝑡 = 𝑋𝑡 − 𝜇 และสมการท่ี (3จ‒9) สามารถเขียนใหอ้ยูใ่นรูปต่อไปน้ี 

𝛼(𝐿)𝑋̇t = 𝜀𝑡             (3จ‒10) 

โดยท่ี 𝑋̇t = 𝑋𝑡 − 𝜇  และ  α(L) = 1 ‒ α1L ‒ α2L
2 ‒…‒  αpL

p สมการท่ี (3จ‒10) สามารถเขียน
ไดด้งัน้ี 

𝑋̇t =
1

𝛼(𝐿)
𝜀𝑡                                                                                           (3จ-11) 

หรือ      𝑋̇t = 𝜑(𝐿)𝜀𝑡           (3จ‒12) 

โดยท่ี    φ(L)  =  (1 + φ1L +φ2L
2 + …   ) 

=
1

𝛼(𝐿)
     

หรือ          φ(L)α(L)  =  1          (3จ ‒13) 
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จะเห็นว่าสมการท่ี (3จ‒12) ก็คือแบบจ าลอง MA(∞) นั่นเอง โดยการหาค่าของ φ1, φ2, …   
สามารถท าไดด้ว้ยการใช้เง่ือนไขของ (3จ –13)  และเพื่อให้เขา้ใจไดง้่ายขึ้น  ก าหนดให้เราก าลงั
พิจารณาแบบจ าลอง AR(2) ดงันั้น α(L) = 1 ‒ α1L‒ α2L

2  แทนค่าลงใน (3จ‒13) จะได ้

(1 + φ1L + φ2L
2 + …   )( 1 ‒ α1L‒ α2L

2 ) =  1         (3จ–14) 

นัน่คือจะได ้

1 + φ1L +    φ2L
2  +     φ3L

3 + …    

   ‒ α1L ‒ φ1α1L
2  ‒ φ2 α1L

3 ‒ …    

            ‒     α2L
2  ‒ φ1α2L

3  ‒   φ2α 2L
4 ‒ …    =  1     

จากสมการขา้งบน เขียนใหม่ไดด้งัน้ี 

1 +(φ1‒ α1)L +(φ2 ‒ φ1α1‒ α2 )L
2 +( φ3 ‒ φ2α1 ‒ φ1α 2 )L

3 +  …     =  1         (3จ‒15) 

เน่ืองจากผลรวมทางซา้ยมือของสมการท่ี (3จ‒15) ตอ้งเท่ากบั 1 ดงันั้น เราจึงสรุปไดว้่า 

  φ1‒ α1    = 0  หรือ   φ1 =  α1 

 φ2 ‒ φ1α1 ‒ α2    = 0  หรือ   φ2 = φ1α1 + α2  =  𝛼1
2 + 𝛼2 

 φ3 ‒ φ2α1‒ φ1α 2  = 0  หรือ   φ3 = φ2α1 + φ1α2 

    : 

ท าเช่นน้ีไปเร่ือย ๆ เราจะหาค่า φ4, φ5, …  ได ้ เราจะพบวา่ เม่ือ j  2 เราสามารถเขียนในรูปทัว่ไป
ไดด้งัน้ี 

 φj  =  φj‒1α1 + φj‒2α 2   เม่ือ  j  2         (3จ‒16) 

โดยท่ี φ0  = 1  ดงันั้น เราจึงสามารถหาค่าสัมประสิทธ์ิของแบบจ าลอง MA(∞) ไดแ้ลว้ 
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ภาคผนวก 3ฉ 

การหาค่าเฉลีย่ ค่าความแปรปรวน ค่า TAC และค่า TPAC  

ของอนุกรมเวลาท่ีถูกก าหนดจาก ARMA(1,1) 

• หาค่าเฉลีย่  จากสมการท่ี (3.35) 

      Xt   = α0 + α1Xt‒1 + εt ‒ β1εt‒1           (3.35) 

E(Xt)  = α0 + α1 E(Xt‒1) + E(εt) ‒ β1E(εt‒1) 

เน่ืองจาก Xt มีลกัษณะความน่ิง ตามเง่ือนไขของวิธี Box-Jenkins ดงันั้น เราจะได ้E(Xt) = E(Xt‒

1) นอกจากน้ี  εt เป็นตวัรบกวนขาว (White Noise) ท่ีมีค่าเฉล่ียเป็นศูนยแ์ละความแปรปรวนคือ 

2   นัน่คือ E(εt) = E(εt‒1) = 0 ดงันั้น เราจะได ้

          E(Xt) =  α0 + α1 E(Xt)                                           

หรือ  μ  = α0 + α1μ               (3ฉ–1) 

นัน่คือจะได ้                   𝜇 =
𝛼0

1 − 𝛼1
                                                                                 (3.36) 

• หาความแปรปรวน   
น า (3ฉ‒1) ไปหกัออกจาก (3.35) จะได ้

        Xt ‒μ  =  α1 (Xt‒1‒μ)  + εt ‒ β1εt‒1            (3ฉ–2) 

          (Xt ‒μ)2  =  𝛼1
2(𝑋𝑡−1 − 𝜇)

2 + 𝜀𝑡
2 + 𝛽1

2𝜀𝑡−1
2  

+2𝛼1(𝑋𝑡−1 − 𝜇)𝜀𝑡 − 2𝛼1𝛽1(𝑋𝑡−1 − 𝜇)𝜀𝑡−1 − 2𝛽1𝜀𝑡𝜀𝑡−1 

       E(Xt ‒μ)2  =  𝛼1
2E(𝑋𝑡−1 − 𝜇)

2 + E(𝜀𝑡
2) + 𝛽1

2E(𝜀𝑡−1
2 ) 

+2𝛼1E(𝑋𝑡−1 − 𝜇)𝜀𝑡 − 2𝛼1𝛽1E(𝑋𝑡−1 − 𝜇)𝜀𝑡−1 − 2𝛽1E(𝜀𝑡𝜀𝑡−1) 
        Var(Xt)     =  𝛼1

2Var(𝑋𝑡) + σ
2 + 𝛽1

2σ2 

+2𝛼1(0) − 2𝛼1𝛽1Cov(𝑋t−1, 𝜀𝑡−1) − 2𝛽1(0)                             (3ฉ–3) 
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เน่ืองจาก    Cov(𝑋t−1, 𝜀𝑡−1) = E(𝑋𝑡−1 − 𝜇)𝜀𝑡−1 

           = E[𝛼1(𝑋𝑡−2 − 𝜇) + 𝜀𝑡−1 − 𝛽1𝜀𝑡−2]𝜀𝑡−1 

          =  E𝛼1(𝑋𝑡−2 − 𝜇)𝜀𝑡 + E𝜀𝑡−1
2 − 𝛽1E𝜀𝑡−2𝜀𝑡−1 

       =    2 

ดงันั้น สมการท่ี (3ฉ‒3) จะเขียนไดว้า่ 

Var(Xt)    =  𝛼1
2Var(𝑋𝑡) + σ

2 + 𝛽1
2σ2 − 2𝛼1𝛽1σ

2 

หรือ                   𝛾0     = 𝛼1
2Var(Xt) + σ2 + 𝛽1

2σ2 − 2𝛼1𝛽1σ
2 

หรือเขียนไดว้า่       𝛾
0
=
(1 + 𝛽

1

2 − 2𝛼1𝛽1)

(1 − 𝛼1
2)

𝜎2                                                         (3.37) 

 

• หา TAC   จากสมการท่ี (3ฉ–2)  

           Xt ‒μ   =α1 (Xt‒1‒μ)  + εt ‒ β1εt‒1         (3ฉ–2) 
น า   Xt‒k ‒ μ   คูณตลอดจะได ้

    (Xt ‒μ) (Xt‒k ‒μ) = [α1 (Xt‒1‒μ)  + εt ‒ β1εt‒1] (Xt‒k ‒μ) 

          (Xt ‒μ) (Xt‒k ‒μ) = α1 (Xt‒1‒μ)(Xt‒k ‒μ) + (Xt‒k ‒μ)εt ‒ β1(Xt‒k ‒μ)εt‒1       (3ฉ–3) 

เม่ือ k = 1 สมการท่ี (3ฉ–3) จะกลายเป็น 

  (Xt ‒μ) (Xt‒1 ‒μ)   = α1 (Xt‒1‒μ)2 + (Xt‒1 ‒μ)εt ‒ β1(Xt‒1 ‒μ)εt‒1  

E(Xt ‒μ) (Xt‒1 ‒μ)   = α1 E(Xt‒1‒μ)2 + E(Xt‒1 ‒μ)εt ‒ β1E(Xt‒1 ‒μ)εt‒1  

  γ1 =  α1 γ0 + 0 ‒ β1 2 

𝛾1         =
α1(1 + 𝛽1

2 − 2𝛼1𝛽1)

(1 − 𝛼1
2)

𝜎2 − 𝛽1𝜎
2 

=
(𝛼1 − 𝛽1)(1 − 𝛼1𝛽1) 

(1 − 𝛼1
2)

𝜎2 
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เม่ือ k = 2  สมการท่ี (3ฉ–3) จะกลายเป็น 

          (Xt ‒μ) (Xt‒2 ‒μ) =  α1 (Xt‒1‒μ)(Xt‒2 ‒μ) + (Xt‒2 ‒μ)εt ‒ β1(Xt‒2 ‒μ)εt‒1    

      E(Xt ‒μ) (Xt‒2 ‒μ)   = α1 E(Xt‒1‒μ)(Xt‒2 ‒μ)  

หรือ      γ2 =  α1γ1 

 ท านองเดียวกัน เราจะสามารถพิสูจน์ได้ว่า  γ3 = α1γ2 ,    γ4 = α1γ3  ,  …  กล่าวโดยสรุป 
ความแปรปรวนร่วมท่ีต่างช่วงเวลากนัของอนุกรมเวลา Xt ของรูปแบบ ARMA(1,1) เขียนไดด้งัน้ี 

𝛾𝑘 = {

(𝛼1 − 𝛽1)(1 − 𝛼1𝛽1) 

(1 − 𝛼1
2)

𝜎2

𝛼1𝛾𝑘−1

        
, 𝑘 = 1

, 𝑘 ≥ 1
                                                  (3ฉ–4) 

และเม่ือน าค่า γ0 ไปหารค่า γ1, γ2 ,…  จะไดค้่า ρ1, ρ2, …  ดงัต่อไปน้ี 

𝜌1 =

{
 
 

 
 
(𝛼1 − 𝛽1)(1 − 𝛼1𝛽1)

1 + 𝛽1
2 − 2𝛼1𝛽1

𝛼1𝜌𝑘−1

    

, 𝑘 = 1

, 𝑘 ≥ 2

                                                          (3.38) 
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ภาคผนวก 3ช 
วิธีการค านวณค่า ESACF 

 Tsay and Tiao (1984)
4 ไ ด้ เ ส น อ แ น ว คิ ด ข อ ง  ESACF (Extended Sample 

Autocorrelation Function) เพื่อใช้เป็นเกณฑ์ในการเลือกรูปแบบของอนุกรมเวลาท่ีมีรูปแบบ
เป็น ARMA โดยการค านวณ  ESACF จะมาจากการใช้วิธีก าลังสองน้อยท่ีสุดแบบวนซ ้ า  

(Iterated Least- Squares: ILS) ซ่ึงอธิบายไดด้งัน้ี 

 ให ้Xt คืออนุกรมเวลาท่ีมีรูปแบบเป็น ARMA(p,q) โดยท่ีไม่มีค่าคงท่ี5 แสดงไดด้งัน้ี 

(1 ‒ α1L ‒ α2L
2 ‒ … ‒ αpL

p)Xt = (1 ‒ β1L ‒ β2L
2 ‒ … ‒ βqL

q)εt       (3ช‒1) 

หรือเขียนไดว้า่ 

 Xt  = α1Xt‒1 + α 2Xt‒2 + ... + α pXt‒p + εt ‒ β1εt‒1 ‒ β2εt‒2 ‒ … ‒ βqεt‒q   

=∑𝛼𝑖𝑋𝑡−𝑖

𝑝

𝑖=1

−∑𝛽𝑖𝜀𝑡−𝑖

𝑞

𝑖=1

+ 𝜀𝑡                                                                    (3ช–2) 

และเราจะก าหนดให้  

 Yt  =  (1 ‒ α1L ‒ α2L
2 ‒ … ‒ αpL

p)Xt 

= 𝑋𝑡 −∑𝛼𝑖𝑋𝑡−𝑖

𝑝

𝑖=1

                                                                                           (3ช–3) 

จากสมการท่ี (3ช‒3) จะท าใหเ้ราเขียนสมการท่ี (3ช‒1) ใหอ้ยูใ่นรูป MA(q) ไดด้งัต่อไปน้ี 

    

 

 4  Tsay and Tiao, “Consistency Estimates of Autoregressive Parameters and Extended Sample 

Autocorrelation Function for Stationary and Nonstationary ARMA Models,” Journal of the American 

Statistical Association 79 (1984): 84‒96. 

 
5เป็นขอ้สมมุติเพ่ือให้เขา้ใจไดง้่ายข้ึน  
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𝑌𝑡 =∑𝛽𝑖𝜀𝑡−𝑖

𝑞

𝑖=1

+ 𝜀𝑡                                                                                        (3ช–4) 

           = (1 ‒ β1L ‒ β2L
2 ‒ … ‒ βqL

q)εt        

อยา่งไรก็ดี  การท่ีเราจะสามารถประมาณค่าพารามิเตอร์ของสมการท่ี (3ช‒4) ไดน้ั้น เราจ าเป็นตอ้ง
มีการประมาณค่า Y ขึ้นมาเสียก่อน ถา้ก าหนดให ้𝛼̂1, 𝛼̂2, … , 𝛼̂𝑝  คือตวัประมาณค่าพารามิเตอร์ α1, 

α2, …,αp ดว้ยวิธีก าลงัสองนอ้ยท่ีสุด ดงันั้น ตวัประมาณค่า Yt   (เขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์ 𝑌̂𝑡) ก็คือ
ค่าความผิดพลาดท่ีไดจ้ากสมการถดถอยของตวัอยา่ง (หรือ Residual นัน่เอง)  ซ่ึงเขียนเป็นสมการ
ไดด้งัน้ี 

𝑌̂𝑡 = 𝑋𝑡 −∑𝛼̂𝑖𝑋𝑡−𝑖

𝑝

𝑖=1

  

จากนั้นเราจึงน าค่า  𝑌̂𝑡  ไปหาช่วงเวลาล่าชา้ (q) ตามรูปแบบ MA ดว้ยการพิจารณาค่า SAC และ 
SPAC ของ 𝑌̂𝑡 
 อย่างไรก็ดี หากอนุกรมเวลา Xt อยู่ในรูปแบบ ARMA(p,q) โดย q > 0 แลว้ตวัประมาณ
ค่าพารามิเตอร์ 𝛼̂1, 𝛼̂2, … , 𝛼̂𝑝  จะเป็นตัวประมาณค่าท่ีเอนเอียง (Unbiased Estimators) และ
แมว้่าตวัอย่างท่ีใชป้ระมาณค่าพารามิเตอร์จะมีขนาดใหญ่ก็ตาม ค่าความน่าจะเป็นของตวัประมาณ
ค่าเหล่าน้ีก็จะไม่เท่ากบัค่าพารามิเตอร์จริง ๆ ของมนั (Inconsistent Estimators)  

 เพื่อให้ได้ตวัประมาณค่ามีค่าความน่าจะเป็นตรงกับค่าพารามิเตอร์จริง  ๆ ของมนั เม่ือ
ตวัอยา่งมีขนาดใหญ่ (Consistent Estimators) เรามีวิธีการดงัน้ี 

ตอนเร่ิมต้น เราจะถือวา่อนุกรมเวลา Xt อยูใ่นรูปแบบ AR(p) ดงัน้ี 

𝑋𝑡 = ∑𝛼𝑖𝑋𝑡−𝑖

𝑝

𝑖=1

+ 𝑢𝑡 

โดย  ut คือตัวแปรสุ่มคลาดเคล่ือนของสมการถดถอย  จากนั้ นท าการประมาณประมาณ
ค่าพารามิเตอร์ดว้ยวิธีก าลงัสองนอ้ยท่ีสุด (ซ่ึงท าในขั้นแรก)  ดงันั้น เราจะเขียนไดด้งัน้ี 

𝑋𝑡 = ∑𝛼̂𝑖
(0)𝑋𝑡−𝑖

𝑝

𝑖=1

+ 𝑒𝑡
(0)

 

โดย 𝛼̂𝑖
(0) คือตวัประมาณค่าในแบบจ าลอง AR(p) ดว้ยวิธีก าลงัสองนอ้ยท่ีสุดในขั้นเร่ิมตน้ (i = 1, 

…, p) 
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       𝑒𝑡
(0) คือค่าความผิดพลาดท่ีไดจ้ากสมการถดถอยของตวัอยา่ง (Residual) ในขั้นเร่ิมตน้ ซ่ึงจะ

ไม่มีคุณสมบติัเป็นตวัรบกวนขาว (White Noise) ถา้อนุกรมเวลา Xt อยูใ่นรูปแบบ ARMA(p, q) 

และเรากล่าวไดว้่า กระบวนการในส่วนของ Moving Average ของ Xt (εt‒1, εt‒2, …, εt‒q) ก็จะ
ถูกรวมไวใ้น  𝑒𝑖

(0)
  นั่นเอง  อย่างไรก็ดี เราไม่ทราบค่าท่ีแทจ้ริงของช่วงเวลาล่าช้าในส่วนของ 

Moving Average (q)  ดงันั้น เราตอ้งลองท าซ ้าทีละขั้นดงัน้ี  

ท าซ ้าขั้นท่ี 1 :  น าค่ายอ้นเวลา 𝑒𝑡−1
(0)

  ไปประมาณสมการดว้ยวิธีก าลงัสองนอ้ยท่ีสุดต่อไปน้ี  

𝑋𝑡 = ∑𝛼̂𝑖
(1)𝑋𝑡−𝑖

𝑝

𝑖=1

+ 𝛽̂1
(1)𝑒𝑡−1

(0) + 𝑒𝑡
(1)

 

โดย  𝛼̂𝑖
(1)  คือตวัประมาณค่าในส่วนของ Autoregressive ในขั้นท่ี 1 (i = 1, …, p) 

       𝛽̂1
(1)  คือตวัประมาณค่าในส่วนของ Moving Averageในขั้นท่ี 1  

       𝑒𝑖
(1) คือค่าความผิดพลาดท่ีไดจ้ากสมการถดถอยของตวัอยา่ง (Residual) ในขั้นท่ี 1 

ถา้เราพบวา่ 𝑒𝑡
(1) ไม่มีคุณสมบติัเป็นตวัรบกวนขาว  เราจะตอ้งท าในขั้นตอนท่ี 2 ต่อดงัน้ี 

ท าซ ้าขั้นท่ี 2 :  น าค่ายอ้นเวลา 𝑒𝑡−1
(1)

  และค่ายอ้นเวลา 𝑒𝑡−2
(0)   ไปประมาณสมการดว้ยวิธีก าลงัสอง

นอ้ยท่ีสุดต่อไปน้ี  

𝑋𝑡 = ∑𝛼̂𝑖
(2)
𝑋𝑡−𝑖

𝑝

𝑖=1

+ 𝛽̂1
(2)
𝑒𝑡−1
(1)

+ 𝛽̂2
(2)
𝑒𝑡−2
(0)

+ 𝑒𝑡
(2)

 

โดย  𝛼̂𝑖
(2)  คือตวัประมาณค่าในส่วนของ Autoregressive ในขั้นท่ี 2 (i = 1, …, p) 

       𝛽̂1
(2) และ 𝛽̂1

(2)  คือตวัประมาณค่าในส่วนของ Moving Averageในขั้นท่ี 2 

       𝑒𝑡
(2) คือค่าความผิดพลาดท่ีไดจ้ากสมการถดถอยของตวัอยา่ง (Residual) ในขั้นท่ี 2 

ถา้เราพบว่า 𝑒𝑡
(2) ไม่มีคุณสมบติัเป็นตวัรบกวนขาว  เราจะตอ้งท าในขั้นตอนท่ี 3 ต่อไปเร่ือย ๆ 

จนถึงขั้นท่ี q ดงัน้ี 
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ท าซ ้าขั้นท่ี q :  เป็นการน าค่ายอ้นเวลา 𝑒𝑡−1
(𝑞−1), 𝑒𝑡−2

(𝑞−2), … , 𝑒𝑡−𝑞
(0)

  ไปประมาณสมการดว้ยวิธีก าลงั
สองนอ้ยท่ีสุดต่อไปน้ี  

𝑋𝑡 = ∑𝛼̂𝑖
(𝑞)𝑋𝑡−𝑖

𝑝

𝑖=1

+∑𝛽̂𝑖
(𝑞)

𝑞

𝑖=1

𝑒𝑡−𝑖
(𝑞−𝑖) + 𝑒𝑡

(𝑞),        𝑡 = 𝑝 + 𝑞 + 1,… , 𝑇              (3ช–5) 

โดย  𝛼̂𝑖
(𝑞)  คือตวัประมาณค่าในส่วนของ Autoregressive ในขั้นท่ี q (i = 1, …, p) 

       𝛽̂1
(𝑞) , … , 𝛽̂𝑞

(𝑞)  คือตวัประมาณค่าในส่วนของ Moving Averageในขั้นท่ี q 

       𝑒𝑡
(𝑞) คือค่าความผิดพลาดท่ีไดจ้ากสมการถดถอยของตวัอยา่ง (residual) ในขั้นท่ี q 

ในขั้นน้ี เราจะได้ว่า  𝑒𝑖
(𝑞)

 มีคุณสมบติัเป็นตวัรบกวนขาว  และเม่ือกรณีน้ีเกิดขึ้นจะได้ว่า  𝛼̂𝑖
(𝑞)

      

(i = 1, .., p) คือตวัประมาณค่าท่ีมีค่าความน่าจะเป็นของมนัเท่ากบัค่าพารามิเตอร์ท่ีแทจ้ริงของมนั
เองเม่ือตวัอยา่งมีขนาดใหญ่ (Consistent Estimators) 

 อยา่งไรก็ดี ในทางปฏิบติันั้น เราไม่สามารถทราบค่าท่ีแทจ้ริงของ p และ q ใน
แบบจ าลอง ARMA ได ้ Tsay and Tiao (1984) จึงเสนอใหมี้การท าซ ้าในรูปทัว่ไปคือ ตอน
เร่ิมต้น เราจะถือวา่อนุกรมเวลา Xt อยูใ่นรูปแบบ AR(0), AR(1), AR(2), …    (หรือเขียนแทน
ดว้ย  AR(m) ,  m = 0, 1, 2, … )   

และให้  𝛼̂𝑖
(𝑗)

, i = 0, 1, 2, …, m คือตวัประมาณค่าพารามิเตอร์ในส่วนของ AR(m) ดว้ย
วิธีก าลงัสองนอ้ยท่ีสุดจากการท าซ ้าคร้ังท่ี  j แลว้เราค านวณ 

𝑌̂𝑡
(𝑗)
= 𝑋𝑡 −∑𝛼̂𝑖

(𝑗)
𝑋𝑡−𝑖

𝑚

𝑖=1

                                                                              (3ช–6) 

และหากเราน าค่า 𝑌̂𝑡
(𝑗)

  ท่ีไดจ้ากสมการ (3ช‒6) ไปค านวณค่า SAC เราจะเรียกค่าท่ีไดว้า่ ESACF 
(Extended Sample  Autocorrelation Function) ซ่ึงเขียนแทนดว้ย  𝜌̂𝑗

(𝑚)
   

  



 

 

367 ภาคผนวก 

ดงันั้น 𝜌̂𝑗
(𝑚)  จึงสามารถเขียนใหอ้ยูใ่นรูปตาราง 2 ทางไดด้งัน้ี 

   MA    

AR 0 1 2 3 4 … 

0 𝜌̂1
(0)

 𝜌̂2
(0)

 𝜌̂3
(0)

 𝜌̂4
(0)

 𝜌̂5
(0)

 … 

1 𝜌̂1
(1)

 𝜌̂2
(1)

 𝜌̂3
(1)

 𝜌̂4
(1)

 𝜌̂5
(1)

 … 

2 𝜌̂1
(2)

 𝜌̂2
(2)

 𝜌̂3
(2)

 𝜌̂4
(2)

 𝜌̂5
(2)

 … 

3 𝜌̂1
(3)

 𝜌̂2
(3)

 𝜌̂3
(3)

 𝜌̂4
(3)

 𝜌̂5
(3)

 … 

: : : : : : … 
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ภาคผนวก 4ก 
การประมาณค่าพารามิเตอร์ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีมีรูปแบบเป็น MA(1) ด้วยวิธีก าลงั

สองน้อยท่ีสุดแบบมีเง่ือนไข (Conditional Least Square)  

และวิธีความน่าจะเป็นสูงสุดแบบมีเง่ือนไข (Conditional Maximum 

Likelihood) 
 

 จากอนุกรมเวลา Xt ท่ีมีรูปแบบเป็น MA(1) โดยก าหนดให ้β0 = 0 ดงัน้ี6
 

   Xt  =  εt ‒ β1εt‒1            (4.1) 

การประมาณค่าพารามิเตอร์ทั้ง 2 วิธีน้ีอยู่ภายใตเ้ง่ือนไขวา่ ค่าแรกเร่ิมของเหตุการณ์ไม่คาดฝันเป็น
ศูนย ์ซ่ึงในกรณีของ MA(1) จะหมายถึงการก าหนดให ้ε0 = 0 นัน่เอง จากสมการท่ี (4.1) เขียนได้
วา่  

   εt  =  Xt + β1εt‒1            (4ก‒1) 

เม่ือ t = 1  ε1=  X1 + β1ε0   = X1 

เม่ือ t = 2  ε2 = X2 + β1ε1   = X2+ β1X1  

เม่ือ t = 3  ε3 = X3 + β1ε2   = X3+ β1(X2+ β1X1)     

= 𝑋3 + 𝛽1𝑋2 + 𝛽1
2𝑋1 

เม่ือ t = 4  ε4 = X4 + β1ε3   = X4+ β1(𝑋3 + 𝛽1𝑋2 + 𝛽1
2𝑋1

2)  

= 𝑋4 + 𝛽1𝑋3 + 𝛽1
2𝑋2 + 𝛽1

3𝑋1 

        :    : 

เม่ือ t = T  εT = 𝑋𝑇 + 𝛽1𝑋𝑇−1 + 𝛽1
2𝑋𝑇−2 + 𝛽1

3𝑋𝑇−3 +⋯+ 𝛽1
𝑇−1𝑋1 

 

 
6

 หาก β0 ≠ 0  การประมาณค่าพารามิเตอร์จะท าไดด้้วยการวิเคราะห์จากการแปลงแบบจ าลอง  MA(1) ให้อยู่ในรูปส่วน
เบ่ียงเบนจากค่าเฉลี่ยนัน่เอง ซ่ึงแสดงไดด้งัน้ี 

𝑋𝑡̇ = 𝜀𝑡 − 𝛽1𝜀𝑡−1  โดยท่ี  𝑋𝑡̇ = 𝑋𝑡 − 𝜇, 𝜇 = 𝐸(𝑋𝑡) = 𝛽0  
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จากวิธีการหาค่าของเหตุการณ์ไม่คาดฝัน ε0, ε2, …, εT‒1  ขา้งตน้ เราสามารถเขียน εt ให้อยู่ในรูป
ทัว่ไปดงัสมการต่อไปน้ีได ้

𝜀𝑡 = 𝑋𝑡 + 𝛽1𝑋𝑡−1 + 𝛽1
2𝑋𝑡−2 + 𝛽1

3𝑋𝑡−3 +⋯+ 𝛽1
𝑡−1𝑋1 

= 𝑋𝑡 + 𝛽1𝐿𝑋𝑡 + 𝛽1
2𝐿2𝑋𝑡 + 𝛽1

3𝐿3𝑋𝑡 +⋯+ 𝛽1
𝑡−1𝐿𝑡−1𝑋𝑡 

= (1 + 𝛽1𝐿 + 𝛽1
2𝐿2 + 𝛽1

3𝐿3 +⋯++𝛽1
𝑡−1𝐿𝑡−1)𝑋𝑡 

หรือพิจารณาอีกแบบดงัน้ี เขียนสมการท่ี (4.1) ในรูปดงัต่อไปน้ี 

  Xt    = (1‒ β1L) εt      

หรือเขียนไดว้า่  𝜀𝑡 =
𝑋𝑡

1 − 𝛽
1
𝐿
                                                                          (4ก–2) 

ภายใตเ้ง่ือนไขวา่ |β1| < 1 สมการท่ี (4ก‒2) ถูกเขียนไดด้งัน้ี 

𝜀𝑡 = 𝑋𝑡[1 + 𝛽1𝐿 + 𝛽1
2𝐿2 + 𝛽1

3𝐿3 +⋯ ] 

= 𝑋𝑡 + 𝛽1𝑋𝑡−1 + 𝛽1
2𝑋𝑡−2 + 𝛽1

3𝑋𝑡−3 +⋯       (4ก‒3) 

ถึงแมว้า่สมการท่ี (4ก‒3) จะอยูใ่นรูปผลบวกอนนัต ์แต่เราจะสามารถหาค่า εt ไดเ้สมอ หาก |β1| < 

1 ซ่ึงตวัน้ีก็คือ เง่ือนไขอนุกรมเวลา Xt ท่ีอยูใ่นรูปแบบ MA(1) จะตอ้งสามารถแปลงใหอ้ยูใ่นรูป 

AR(∞) ได ้(Invertibility) นัน่เอง 

 จากสมการท่ี (4ก‒2) เม่ือก าหนดให ้ε0 = 0   จะไดว้า่ 

  0 =  X0  

 จากสมการท่ี (4ก‒3) เราแสดงการหาค่า ε1, ε2, …, εT ไดด้งัน้ี 

  ε1 =  X1  

  ε2 =  X2 + β1X1 

  ε3 = X3 + β1X2 + 𝛽1
2X1 

   : 

  εT  = 𝑋𝑇 + 𝛽1𝑋𝑇−1 + 𝛽1
2𝑋𝑇−2 +⋯+ 𝛽1

𝑇−1𝑋1 
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  กล่าวโดยสรุป เม่ือค่า εt สามารถหาค่าได้ แล้วเราจะต้องสามารถหาค่า   ∑ 𝜀𝑡
2𝑇

𝑡=1   ได้
เช่นกนั หรือพูดอีกอย่างคือ เราจะสามารถหาผลรวมก าลงัสองของค่าเหตุการณ์ไม่คาดฝันภายใต้
เง่ือนไขวา่ ε0 = 0 (ซ่ึงเขียนแทนดว้ย  Sc)  ดงันั้น สมการต่อไปน้ีจะสามารถหาค่าได ้

𝑆𝑐(𝛽1) =  ∑𝜀𝑡
2

𝑇

𝑡=1

=∑(𝑋𝑡 + 𝛽1𝑋𝑡−1 + 𝛽1
2𝑋𝑡−2 + 𝛽1

3𝑋𝑡−3 +⋯)2
𝑇

𝑡=1

                     (4ก–4) 

จะเห็นวา่ ค่า Sc จะขึ้นอยูก่บัค่าพารามิเตอร์ β1   

และเม่ือสมมุติเพิ่มเติมว่าให้  εt มีการแจกแจงแบบปกติ หรือเขียนไดว้่า  εt ~ N(0,2)  ดงันั้น เรา
จะไดว้า่ ฟังกช์นัความน่าจะเป็นของ  εt เขียนไดด้งัน้ี 

ft =  
1

√2𝜋𝜎
 exp[−

𝜀𝑡
2

2𝜎2
]       

และจะไดว้า่ ฟังกช์นัความน่าจะเป็น ε1, ε2,…, εT เขียนไดด้งัน้ี 

             L(β1, σ
2)  =   f1·f2·…·fT      

=
1

(2𝜋𝜎2)𝑇/2
exp [−

1

2𝜎2
∑𝜀𝑡

2

𝑇

𝑡=1

]                                              

=
1

(2𝜋𝜎2)𝑇/2
exp [−

1

2𝜎2
𝑆𝑐(𝛽1)]                                              

หรือเขียนวา่ 

ln 𝐿 = −
𝑇

2
ln 2𝜋 −

𝑇

2
ln 𝜎2 −

1

2𝜎2
𝑆𝑐(𝛽1)                                                   (4ก-5) 

วิธีก าลังสองน้อยท่ีสุดแบบมีเง่ือนไขจะใช้สมการท่ี (4ก‒4) เป็นแนวคิดในการประมาณ
ค่าพารามิเตอร์ ส่วนวิธีความน่าจะเป็นสูงสุดจะใช้สมการท่ี (4ก‒5) เป็นแนวคิดในการประมาณ
ค่าพารามิเตอร์ ซ่ึงสรุปไดด้งัน้ี 

• ถา้ b1 คือตวัประมาณค่าของ β1 ท่ีท าให้สมการท่ี (4ก‒4) มีค่านอ้ยท่ีสุด เราจะเรียก b1 ว่า 
ตวัประมาณค่าดว้ยวิธีก าลงัสองนอ้ยท่ีสุดแบบมีเง่ือนไข 
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• ถา้ b1 และ S2 คือตวัประมาณค่าของ β1 และ2 ท่ีท าให้สมการท่ี (4ก‒5) มีค่าสูงท่ีสุด เรา
จะเรียก b1 และ S2

 วา่ ตวัประมาณค่าดว้ยวิธีความน่าจะเป็นสูงสุดแบบมีเง่ือนไข 

การประมาณค่าพารามิเตอร์จากสมการท่ี (4ก‒4) หรือ (4ก‒5) จะตอ้งใช้การประมาณค่าแบบ
ไม่ใช่เชิงเส้น (Nonlinear Estimation) ซ่ึงจะไม่กล่าวรายละเอียดในหนงัสือเล่มน้ี 
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ภาคผนวก 4ข 
การประมาณค่าพารามิเตอร์ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีมีรูปแบบเป็น MA(1) ด้วยวิธีก าลงั
สองน้อยท่ีสุดแบบไม่มีเง่ือนไข (Unconditional Least Square) และวิธีความ
น่าจะเป็นสูงสุดแบบไม่มีเง่ือนไข (Unconditional Maximum Likelihood) 

 จากอนุกรมเวลา Xt ท่ีมีรูปแบบเป็น MA(1) ดงัน้ี  

  Xt  =  εt ‒ β1εt‒1            (4ข‒1) 

วิธีก าลงัสองน้อยท่ีสุดแบบไม่มีเง่ือนไข ได้มาจากการหาตวัประมาณค่าพารามิเตอร์  β1 ท่ีท าให้
สมการต่อไปน้ีมีค่านอ้ยท่ีสุด 

𝑆(𝛽1) =  ∑ 𝜀𝑡
2

𝑇

𝑡=−∞

                                                                                       (4ข–2) 

จากสมการท่ี (4ข‒2) จะเห็นว่า ค่าเร่ิมแรกของเหตุการณ์ไม่คาดฝัน εt (t  0) จะถูกน ามาร่วมใช้
ในการประมาณค่าพารามิเตอร์ดว้ย ซ่ึงในกรณีของ MA(1) จะหมายถึง ε0 นัน่เอง ดงันั้น สมการท่ี 

(4ข‒2) อาจเขียนในรูป 

𝑆(𝛽1) =  ∑𝜀𝑡
2

𝑇

𝑡=0

                                                                                          (4ข–2) 

กรณีน้ีจะตอ้งพยากรณ์ยอ้นหลงั (Back forecasts หรือเรียกยอ่ ๆ วา่ Backcasts) ของค่า ε0 (เขียน
แทนด้วย 𝜀0̂) ส่วนวิธีความน่าจะเป็นสูงสุดแบบไม่มีเง่ือนไขก็ได้มาจากการหาตัวประมาณ
ค่าพารามิเตอร์ β1 ท่ีท าใหส้มการต่อไปน้ีมีค่าสูงท่ีสุด   

ln 𝐿 = −
𝑇

2
ln 2𝜋 −

𝑇

2
ln 𝜎2 −

1

2𝜎2
𝑆(𝛽1)                                                        

หรือ   ln 𝐿 = −
𝑇

2
ln 2𝜋 −

𝑇

2
ln 𝜎2 −

1

2𝜎2
∑ 𝜀𝑡

2

𝑇

𝑡=−∞

                                                 (4ข–3) 
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จะเห็นว่า ไม่ว่าเราจะใช้สมการท่ี (4ข‒2) หรือ (4ข‒3) ซ่ึงเป็นวิธีการประมาณแบบไม่มีเง่ือนไข 
เราจะตอ้งพยากรณ์ยอ้นหลงัของค่า ε0 (𝜀0̂) ซ่ึงมีวิธีการดงัจะอธิบายต่อไปน้ี 
จากอนุกรมเวลาท่ีมีความน่ิง ความแปรปรวนร่วมจะขึ้นอยู่กบัระยะห่างของช่วงเวลา  จึงสามารถ
เขียนอนุกรมเวลา Xt ท่ีมีรูปแบบเป็น MA(1) ให้อยู่ในรูปแบบยอ้นกลบั (Backward Form) ได้
ดงัต่อไปน้ี 

               Xt = bt ‒ β1bt+1            (4ข‒4) 

หรือ              bt = Xt + β1bt+1            (4ข‒5) 

โดยท่ี bt มีคุณสมบติัเป็นตวัรบกวนขาวของแบบจ าลองในรูปแบบยอ้นกลบั ซ่ึงมีค่าเฉล่ียเป็นศูนย ์
และความแปรปรวนจะเท่ากบักรณีของ εt ซ่ึงก็คือ 2 นัน่เอง   
 ถา้ก าหนดให้ T คือตวัอย่างสุดทา้ยท่ีเก็บรวบรวมขอ้มูลมา ขั้นเร่ิมแรก เราจะก าหนดให้ 
bT+1 = 0  และใชส้มการท่ี (4ข‒5) ค่อย ๆ หาค่า bT‒1, bT‒2, …, b1 ไดด้งัน้ี 

               bT    = XT ‒ β1bT+1  = XT     

  

               bT‒1 = XT‒1 ‒ β1bT  = XT‒1 ‒ β1XT   

             bT‒2 = XT‒2 ‒ β1bT‒1   

       : 

             b1    = X1  ‒ β1b2   

และเราจะใชวิ้ธีเดียวกนัน้ีในการหาค่า  b0, b‒1, b‒2, …  ดงัน้ี 

               b0    =  X0 ‒ β1b1  นัน่คือ  X0  = b0 +  β1b1 

              b‒1   = X ‒1 ‒ β1b0  นัน่คือ  X‒1  = b‒1 +  β1b0 

              b‒2    = X ‒2 ‒ β1b‒1  นัน่คือ  X‒2  = b‒2 +  β1b‒1 

        : 
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การหาค่าพยากรณ์ของตวัแปรสุ่ม Xt (t  0) ในทางสถิตินั้นท าไดด้้วยการใส่ค่าคาดหวงัของตวั
แปรสุ่มนั้น ภายใตเ้ง่ือนไขวา่ เราทราบขอ้มูลตั้งแต่ X1, X2, …, XT   หรือเขียนแทนดว้ยเวกเตอร์ X  
ดงันั้น เราจะไดค้่าพยากรณ์ยอ้นหลงัของ Xt เม่ือ t  0 ไดด้งัน้ี7

 

  𝑋̂0 = E(𝑋0|𝑿)     = E(𝑏0 + 𝛽1𝑏1|𝑿) = E(𝑏0|𝑿) + E(𝛽1𝑏1|𝑿) = 𝛽1𝑏1 

  𝑋̂−1 = E(𝑋−1|𝑿) = E(𝑏−1 + 𝛽1𝑏0|𝑿) = 0 

  𝑋̂−2 = E(𝑋−2|𝑿) = E(𝑏−2 + 𝛽1𝑏−1|𝑿) = 0 

         : 

 จากการสังเกตจะเห็นวา่ ในกรณีของ MA(1) นั้น ค่า 𝑋̂0 จะไม่เป็นศูนย ์แต่ต่อจากนั้นค่า 
𝑋̂−1, 𝑋̂−2, … จะมีค่าเป็นศูนย ์
และจากสมการท่ี (4ข‒1) จะเขียนไดเ้ป็น 

     εt  =  Xt ‒ β1εt‒1           (4ข‒7) 

ดงันั้น ค่า ε0 เขียนไดด้งัน้ี 

   ε0   = X0 ‒ β1ε‒1  

 ท านองเดียวกนั การหาค่าพยากรณ์ของตวัแปรสุ่ม εt (t  0) ท าไดด้ว้ยการใส่ค่าคาดหวงั
ของตวัแปรสุ่มน้ี ภายใตเ้ง่ือนไขว่า เราทราบขอ้มูลท่ีมีอยู่คือ X1, X2, …, XT   หรือเขียนแทนดว้ย
เวกเตอร์ X  ดงันั้น เราจะไดค้่าพยากรณ์ยอ้นหลงัของ εt เม่ือ t  0 ไดด้งัน้ี 

 𝜀0̂   = E(𝜀0|𝑿)     = E(𝑋0 − 𝛽1𝜀−1|𝑿) = E(𝑋0|𝑿) − 𝐸(𝛽1𝜀−1|𝑿) = 𝑋̂0 

จากนั้นเราจึงน าค่าพยากรณ์ยอ้นหลงั 𝜀0̂  ท่ีไดไ้ปใชป้ระมาณค่าพารามิเตอร์ β1 ตามสมการท่ี (4ข‒

2) และ (4ข‒3) จะเรียกว่า ตวัประมาณค่าด้วยวิธีก าลงัสองน้อยท่ีสุดแบบไม่มีเง่ือนไข และตวั
ประมาณค่าดว้ยวิธีความน่าจะเป็นสูงสุดแบบไม่มีเง่ือนไข ตามล าดบั  ซ่ึงตอ้งใช้ความรู้ของการ
ประมาณค่าแบบไม่ใช่เชิงเส้น (Nonlinear  Estimation)  
 
 

 

 

 
7

 อยา่ลืมวา่ εt  เป็นตวัรบกวนขาวท่ีมีค่าเฉลี่ยเท่ากบัศูนยแ์ละความแปรปรวนคงท่ี 
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ภาคผนวก 5ก 
การพสูิจน์ว่า การท าผลต่างล าดับที่ 1 กบัอนุกรมเวลาท่ีมีค่าเฉลีย่ในรูปแบบแนวโน้มเชิง

เส้นตรง จะท าให้ตัวแปรสุ่มคลาดเคล่ือนมีความสัมพนัธ์กนัเอง 

การหาผลต่างล าดบัท่ี 1 ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีมีค่าเฉล่ียอยู่ในรูปแบบแนวโนม้เชิงเส้นตรง  แสดง
ไดจ้ากสมการท่ี (5.5) ดงัน้ี 

∆Xt    =  φ1 + (εt ‒ εt‒1)          (5.5) 

โดยท่ี εt คือตวัรบกวนขาวท่ีมีค่าเฉล่ียเป็นศูนยแ์ละความแปรปรวนคงท่ี  2  สมการท่ี (5.5) เขียน
ใหม่ไดว้า่ 

∆Xt    =  φ1 + ut          (5ก‒1) 

โดยท่ีตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนคือ ut = εt ‒ εt‒1    

  Cov(ut, ut‒1)  = E(utut‒1) 

    = E[(εt ‒ εt‒1)( εt‒1 ‒ εt‒2)] 

    = E[εt εt‒1 ‒ εt εt‒1+ 𝜀𝑡−1
2  + εt‒1εt‒2] 

    = E(εt εt‒1) ‒ E(εt εt‒1)+ E(𝜀𝑡−1
2 ) + E(εt‒1εt‒2) 

    =   2    

(เน่ืองจาก εt ตอ้งเป็นอิสระกบัช่วงเวลาอ่ืน ๆ ตามคุณสมบติัตวัรบกวนขาว และมีความแปรปรวน
คงท่ีทุกช่วงเวลา) 
นัน่คือ Cov(ut, ut‒1) ≠ 0  ซ่ึงแสดงถึงตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนของสมการท่ี (5ก‒1) มีความสัมพนัธ์
กนัเอง (ภาษาองักฤษใชค้  าวา่ Autocorrelation  หรือ Serial Correlation) 
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ภาคผนวก 5ข 

การพสูิจน์ว่า ค่าคงที่ α0 ใน  ∆2Xt   = α0 + εt  จะเกีย่วข้องกบัค่าสัมประสิทธ์ิของ
แนวโน้มก าหนดได้ในสมการ 𝑿𝒕 = 𝝋𝟎 +𝝋𝟏𝒕 + 𝝋𝟏𝒕𝟐 + ∑ ∑ 𝜺𝒊

𝒋
𝒊=𝟏

𝒕
𝒋=𝟏  

เพื่อความง่าย ก าหนดให้ Xt = 0 (t  0)  

จาก   ∆2Xt    = α0 + εt   

         (1‒L)2Xt   = α0 + εt   

        Xt ‒2Xt‒1 + Xt‒2   = α0 + εt   

   Xt  = 2Xt‒1 ‒ Xt‒2 + α0 + εt   

เม่ือ t = 1  จะได ้ X1 = α0 + ε1            (5ข‒1) 

เม่ือ t = 2  จะได ้ X2  = 2X1 + α0 + ε2  =  2(α0 + ε1) + α0 + ε2 

   = 3α0 + 2ε1 + ε2   

= 3α0 + 2ε1 + ε2           (5ข‒2) 

เม่ือ t = 3  จะได ้ X3  = 2X2 ‒ X1  + α0 + ε3  =  2(3α0 + 2ε1 + ε2)‒( α0 + ε1) + α0 + ε3 

   = 6α0 + 3ε1 + 2ε2 + ε3          (5ข‒3) 

เม่ือ t = 4  จะได ้ X4  = 2X3 ‒ X2  + α0 + ε4   

=  2(6α0 + 3ε1 + 2ε2 + ε3)‒ (3α0 + 2ε1 + ε2) + α0 + ε4 

   = 10α0 + 4ε1 + 3ε2 + 2ε3+ε4         (5ข‒4) 

  :   ท าเช่นน้ีไปเร่ือย ๆ 

จากสมการท่ี (5ข‒1)‒(5ข‒4) ค่าคงท่ีคือ α0, 3α0, 6α0, 10α0, … ซ่ึงเขียนในรูปทัว่ไปไดเ้ป็น  

𝑡 + 𝑡2

2
α0  
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และจากสมการท่ี (5ข‒1)‒(5ข‒4) ส่วนของแนวโนม้สุ่มคือ 

 ε1,   2ε1 + ε2,    3ε1 + 2ε2 + ε3,    4ε1 + 3ε2 + 2ε3+ε4 ,    …    

ถา้ก าหนดให ้ 𝑣𝑗 =∑ 𝜀𝑖

𝑗

𝑖=1

   นัน่คือ 

𝑣1 = 𝜀1 

𝑣2 =∑𝜀𝑖

2

𝑖=1

= 𝜀1 + 𝜀2 

𝑣3 =∑𝜀𝑖

3

𝑖=1

= 𝜀1 + 𝜀2 + 𝜀3 

𝑣4 =∑𝜀𝑖

4

𝑖=1

= 𝜀1 + 𝜀2 + 𝜀3 + 𝜀4 

   : 

นัน่คือ เราจะไดว้า่ 

∑𝑣𝑗

1

𝑗=1

= 𝜀1 

∑𝑣𝑗

2

𝑗=1

= 2𝜀1 + 𝜀2 

∑𝑣𝑗

3

𝑗=1

= 3𝜀1 + 2𝜀2 + 𝜀3 

∑𝑣𝑗

4

𝑗=1

= 4𝜀1 + 3𝜀2 + 2𝜀3 + 𝜀4 

   : 

ดงันั้น ถา้  ∆2Xt   = α0 + εt แลว้อนุกรมเวลา Xt  สามารถเขียนไดด้งัน้ี 
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𝑋𝑡 =
𝑡 + 𝑡2

2
α0 +∑𝑣𝑗

𝑡

𝑗=1

 

𝑋𝑡 =
α0
2
𝑡 +

α0
2
𝑡2 +∑∑𝜀𝑖

𝑗

𝑖=1

𝑡

𝑗=1

 

หรือ    𝑋𝑡 = 𝜑
0
+ 𝜑

1
𝑡 + 𝜑

2
𝑡2 +∑∑ 𝜀𝑖

𝑗

𝑖=1

𝑡

𝑗=1

 

โดยท่ี  𝜑0 = 0,   𝜑1 =
α0

2
, 𝜑2 =

α0

2
   จะเห็นวา่ ค่าคงท่ี α0 ก็คือค่าสัมประสิทธ์ิของแนวโนม้

ก าหนดไดน้ัน่เอง  
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ภาคผนวก 6ก 

การหาค่าเฉลีย่ ค่าความแปรปรวน ค่า TAC และค่า TPAC  

ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีถูกก าหนดจากสมการ Xt = A1Xt‒4 + vt 

• หาค่าเฉลีย่  จากสมการท่ี (6.6) 
  Xt   =  A1Xt‒4 + vt        

          E(Xt) =  A1E(Xt‒4) + E(vt) 

          E(Xt)   =  A1E(Xt)   (เน่ืองจาก Xt มีลกัษณะความน่ิง → E(Xt) = E(Xt‒1))   

  หรือ      μ  =   A1 μ  นัน่คือ     μ   =  
0

1−𝐴1
  = 0             (6.7) 

แต่หากอนุกรมเวลา Xt มีค่าคงท่ี (A0 ≠ 0) กรณีน้ีจะเขียนอนุกรมเวลา Xt  ไดเ้ป็น   

Xt = A0 + A1Xt‒4 + vt  

แลว้ค่าเฉล่ีย E(Xt) = 
𝐴0

1−𝐴1
 และถา้ A1 = 1 แลว้ค่าเฉล่ียของตวัแปรสุ่ม Xt  จะไม่สามารถหาค่าได ้

• หาความแปรปรวน จากสมการท่ี (6.6) 
     Xt = A1Xt‒4+ vt 

 Var(Xt) = 𝐴1
2Var(Xt ‒4) + Var(vt) + 2Cov( Xt‒4, vt)                 

  Var(Xt) = 𝐴1
2Var(Xt) + 2               

         γ0 =  𝐴1
2 γ0 + 2               

𝛾0 =
𝜎2

1 − 𝐴1
2                                                                                               (6.8) 

นัน่คือ เพื่อใหค้วามแปรปรวนของแบบจ าลองตามสมการท่ี (6.8) หาค่าได ้|A1| < 1 
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• หา TAC 

Cov(Xt, Xt‒k)  = E(Xt‒μ )(Xt‒k ‒μ)   =  E(XtXt‒k)   เน่ืองจาก μ = 0 

จาก (6.6) Xt  = A1Xt‒4 + vt 

Xt Xt‒k   = A1Xt‒4Xt‒k + vtXt‒k 

        E(XtXt‒k) = E(Xt‒4Xt‒k) 

Cov(XtXt‒k) = A1Cov(Xt‒4,Xt‒k)  

γk =  A1 γk‒4 

𝛾𝑘
𝛾0
       = 𝐴1

𝛾𝑘−4
𝛾0

 

    ρk   = A1 ρk‒4      

เม่ือ k = 4       ρ4   = A1ρ0   = A1   

เม่ือ k = 8, ρ8   = A1ρ4 = 𝐴1
2 

เม่ือ k = 12, ρ12  = A1ρ8  = 𝐴1
3

  

ดงันั้น เราจะสรุปไดว้า่ 

𝜌𝑘 = {
(𝐴1)

𝑘
4,                    𝑘 = 0,4,8, …                                                                   (6.9)

0,               เม่ือเป็นกรณีอ่ืน ๆ                                                               
 

• หา TPAC 

o ค่า TPAC ณ 1, 2 และ 3 ช่วงเวลาที่แล้ว (ϕ11, ϕ22, ϕ33)  

TPAC ณ 1 ช่วงเวลาท่ีแลว้ (ϕ11) ก็คือค่าสัมประสิทธ์ิของ Xt‒1 ในสมการถดถอยต่อไปน้ี 

Xt = ϕ01 + ϕ11Xt‒1 + vt 

แต่เน่ืองจากในแบบจ าลอง  Xt = A1Xt‒4 + vt   จะเห็นวา่ไม่มีตวัแปร Xt‒1 นัน่คือ ϕ11 = 0  และเม่ือ
ใชว้ิธีเดียวกนัพิจารณา TPAC ณ 2 และ 3 ช่วงเวลาท่ีผา่นมา เราจะไดว้า่  ϕ22 = 0 และ ϕ33= 0 
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o ค่า TPAC ณ 4 ช่วงเวลาที่แล้ว (ϕ44)  

TPAC ณ 4 ช่วงเวลาท่ีแลว้ (ρ44) ก็คือค่าสัมประสิทธ์ิของ Xt‒4 ในสมการถดถอยต่อไปน้ี 

Xt = ϕ04 + ϕ14Xt‒1  + ϕ24Xt‒2  + ϕ34Xt‒3 + ϕ44Xt‒4+ vt  

หากอนุกรมเวลา Xt  อยูใ่นรูปแบบดงัสมการท่ี (6.6) แลว้จะตอ้งไม่มีตวัแปร Xt‒1, Xt‒2, Xt‒3 เขา้มา
เก่ียวขอ้ง นัน่คือ เราจึงสรุปไดว้า่  ϕ14 = 0, ϕ24 = 0 และ ϕ34 = 0 ดงันั้น ค่า TPAC ณ 4 ช่วงเวลาท่ี
ผา่นมาคือ  ϕ44 = A1 

เม่ือพิจารณาท านองเดียวกนัน้ี เราจะสรุปค่า TPAC กรณีน้ีไดว้า่ 

∅𝑘𝑘 = {
𝜌4

0
     

เม่ือ  𝑘 = 4

เม่ือเป็นกรณีอ่ืน ๆ
                                                               (6.10) 
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ภาคผนวก 6ข 

การหาค่าเฉลีย่ ค่าความแปรปรวน ค่า TAC และค่า TPAC  

ของอนุกรมเวลา Xt ท่ีถูกก าหนดจากแบบจ าลอง ARMA(0,1)(0,1)s 

• หาค่าเฉลีย่    จากแบบจ าลอง  ARMA(0,1)(0,1)s     

  

   Xt =  εt ‒β1 εt‒1 ‒ B1 εt‒s + β1B1 εt‒s‒1   

  

    นัน่คือ       E(Xt)  =  0   

หรือ    μ =  0             (6.18)

    

• หาความแปรปรวน  จากแบบจ าลอง  ARMA(0,1)(0,1)s     

         Xt =  εt ‒β1 εt‒1 ‒ B1 εt‒s + β1B1 εt‒s‒1    

          Var(Xt)  =  (1+𝛽1
2 + 𝐵1

2 + 𝛽1
2𝐵1

2) 2     

          Var(Xt)  =  (1 + 𝛽1
2)(1 + 𝐵1

2) 2    

 หรือ         γ0 =  (1 + 𝛽1
2)(1 + 𝐵1

2) 2          (6.19) 

• หา TAC 

จาก Cov(Xt, Xt‒k) = E[(Xt ‒ E(Xt)) (Xt‒k ‒ E(Xt‒k))] 

       = E(XtXt‒k)  (เน่ืองจาก  E(Xt) = 0)         (6ข–1) 
จากแบบจ าลอง  ARMA(0,1)(0,1)s       

   Xt =  εt ‒β1 εt‒1 ‒ B1 εt‒s + β1B1 εt‒s‒1   

   และ Xt‒k =  εt‒k ‒β1 εt‒k ‒1 ‒ B1 εt ‒s‒k + β1B1 εt ‒s‒1‒k  

แทนค่า Xt  และ Xt‒k ใน (6ข‒1) จะได ้         

Cov(Xt, Xt‒k) = E(εt ‒β1εt‒1‒B1εt‒s+β1B1 εt‒s‒1)( εt‒k ‒β1εt‒k ‒1‒B1εt ‒s‒k + β1B1 εt ‒s‒1‒k)     

หรือ 

           γk =   E(εt ‒β1εt‒1‒B1εt‒s +β1B1 εt‒s‒1)( εt‒k ‒β1 εt‒k ‒1‒B1εt ‒s‒k +β1B1 εt ‒s‒1‒k)   

 = E(εt‒β1εt‒1‒B1εt‒s+β1B1εt‒s‒1)(εt‒k ‒β1εt‒k ‒1‒B1 εt ‒s‒k + β1B1 εt ‒s‒1‒k)    
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เม่ือ  k = 1,     γ1 = 𝐸(−𝛽1𝜀𝑡−1
2 − 𝛽1𝐵1

2𝜀𝑡−𝑠−1
2 ) = −𝛽1(1 + 𝐵1

2)𝜎2   

เม่ือ  k = 2,     γ2 =  0          

 :           

เม่ือ  k = s‒1,    γs‒1 = 𝐸(𝛽1𝐵1𝜀𝑡
2) = 𝛽1𝐵1𝜎

2       

เม่ือ  k = s,     γs    = 𝐸(−𝐵1𝜀𝑡−𝑠
2 − 𝛽1

2𝐵1𝜀𝑡−𝑠−1
2 ) = −𝐵1(1 + 𝛽1

2)𝜎2   

เม่ือ  k = s+1,    γs+1 = 𝐸(+𝛽1𝐵1𝜀𝑡−𝑠−1
2 ) = 𝛽1𝐵1𝜎

2     

เม่ือ  k = s+2,    γs+2 = 0 

จะเห็นวา่ γk = 0 เม่ือ k ≠ 0, 1, s ‒1, s, s + 1  ดงันั้น 

𝜌𝑘 = 
𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡, 𝑋𝑡+𝑘)

𝑣𝑎𝑟(𝑋𝑡)
 

=

{
 
 
 

 
 
 

−𝛽1
(1 + 𝛽1

2)
𝑘 = 1

−𝐵1
(1 + 𝐵1

2)
𝑘 = 𝑠

𝛽1𝐵1
(1 + 𝛽1

2)(1 + 𝐵1
2)

𝑘 = 𝑠 − 1 และ 𝑠 + 1

0 𝑘 ≠ 0, 1, 𝑠 − 1, 𝑠, 𝑠 + 1

                                       (6.20) 
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ภาคผนวก 7ก 
วิธีพสูิจน์สมการท่ี (7.16) 

จากสมการท่ี (7.4)  

XT  = α0 + α1XT‒1 + εT              (7.4) 

จากสมการท่ี (7.4) ค่าอนุกรมเวลา X ณ ช่วงเวลาท่ี T + 1 เขียนไดว้า่ 

 XT + 1 = α0 + α1XT    + εT+1             (7ก‒1) 

จากสมการท่ี (7.4) ค่าอนุกรมเวลา X ณ ช่วงเวลาท่ี T + 2 เขียนไดว้า่ 

 XT + 2 = α0 + α1XT+1    + εT+2        

แทนค่า XT+1 ลงในสมการขา้งบนจะได ้

 XT + 2 = α0 + α1(α0 + α1XT  + εT+1)  + εT+2      

= α0(1+α1) + 𝛼1
2𝑋𝑇+ (α1εT+1 + εT+2)             (7ก‒2) 

จากสมการท่ี (7.4) ค่าอนุกรมเวลา X ณ ช่วงเวลาท่ี T + 3 เขียนไดว้า่ 

 XT + 3 = α0 + α1XT+2    + εT+3        

แทนค่า XT+2 ลงในสมการขา้งบนจะได ้

 XT + 3 = α0 + α1[α0(1+α1) + 𝛼1
2𝑋𝑇+α1εT+1 + εT+2]  + εT+3    

= α0(1+α1+𝛼1
2) + 𝛼1

3𝑋𝑇+ (𝛼1
2εT+1 + α1εT+2 + εT+3)         (7ก‒3)

 : ท าเช่นน้ีไปเร่ือย ๆ จะได ้     

XT+j = α0(1+α1+𝛼1
2+…+𝛼1

𝑗−1
) + 𝛼1

𝑗
𝑋𝑇 

    + { 𝛼1
𝑗−1

εT+1 + 𝛼1
𝑗−2

εT+2  + …. +α1εT+j‒1+ εT+j}            (7ก‒4) 

𝑋̂𝑇(𝑗)  = E(XT+j+1| IT) = α0(1+α1+𝛼1
2+…+𝛼1

𝑗−1
) + 𝛼1

𝑗
𝑋𝑇          (7ก‒5) 
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= 𝛼0 ∙
1 − 𝛼1

𝑗

1 − 𝛼1
+ 𝛼1

𝑗
𝑋𝑇      

เน่ีองจากเม่ืออนุกรมเวลา XT มีความน่ิงจะได้ว่า |α1| < 1 ดังนั้น  lim
𝑗→∞

𝛼1
𝑗
= 0 และเราจะได้ค่า

พยากรณ์ดงัน้ี 
𝑋̂𝑇(𝑗)   =

𝛼0
1 − 𝛼1

                                                                                        (7.16) 
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ภาคผนวก 7ข 
วิธีพสูิจน์สมการท่ี (7.17) และ (7.18) 

 

จากสมการท่ี (7ก‒4) และ (7ก‒5) 

XT+j= α0(1+α1+𝛼1
2+…+𝛼1

𝑗−1
) + 𝛼1

𝑗
𝑋𝑇 

+ { 𝛼1
𝑗−1

εT+1 + 𝛼1
𝑗−2

εT+2  + …. +α1εT+j‒1+ εT+j}            (7ก‒4) 

 𝑋̂𝑇(𝑗)  = α0(1+α1+𝛼1
2+…+𝛼1

𝑗−1
) + 𝛼1

𝑗
𝑋𝑇           (7ก‒5) 

ดังนั้น ค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ j ช่วงเวลาล่วงหน้า (j-step ahead forecast error) 

ค านวณไดด้งัน้ี 

 eT (j)  = XT+j ‒𝑋̂𝑇(𝑗)        

  

  =  𝛼1
𝑗−1

εT+1 + 𝛼1
𝑗−2

εT+2  + …. +α1εT+j‒1+ εT+j         (7.17) 

และความแปรปรวนของค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ j ช่วงเวลาล่วงหนา้ ค านวณไดด้งัน้ี 

     Var(eT (j))  = Var(𝛼1
𝑗−1

εT+1 + 𝛼1
𝑗−2

εT+2  + …. +α1εT+j‒1+ εT+j) 

  = (𝛼1
2(𝑗−1)

+ 𝛼1
2(𝑗−2)

+⋯+ 𝛼1
2 + 1)𝜎2              (7.18) 
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ภาคผนวก 7ค 
วิธีพสูิจน์สมการท่ี (7.48) 

จากสมการท่ี (7.37)  

XT  = α0 + α1XT‒1 + εT  ‒ β1εT‒1            (7.37) 

จากสมการท่ี (7.37) ค่าอนุกรมเวลา X ณ ช่วงเวลาท่ี T + 1 เขียนไดว้า่ 

 XT + 1 = α0 + α1XT + εT+1 ‒ β1εT            (7ค‒1) 

จากสมการท่ี (7.37) ค่าอนุกรมเวลา X ณ ช่วงเวลาท่ี T + 2 เขียนไดว้า่ 

 XT + 2 = α0 + α1XT+1 + εT+2 ‒ β1εT+1  

แทนค่า XT+1 ลงในสมการขา้งบนจะได ้

 XT + 2 = α0 + α1(α0 + α1XT + εT+1 ‒ β1εT)  + εT+2 ‒ β1εT+1    

= α0(1+α1) + 𝛼1
2𝑋𝑇+ (α1εT+1 + εT+2) ‒ β1(α1εT +εT+1)          (7ค‒2) 

จากสมการท่ี (7.4) ค่าอนุกรมเวลา X ณ ช่วงเวลาท่ี T + 3 เขียนไดว้า่ 

 XT + 3 = α0 + α1XT+2 + εT+3‒ β1εT+2       

แทนค่า XT+2 ลงในสมการขา้งบนจะได ้

XT + 3 = α0 + α1[α0(1+α1) + 𝛼1
2𝑋𝑇+ (α1εT+1 + εT+2) ‒ β1(α1εT +εT+1)] + εT+3‒ β1εT+2  

= α0(1+α1+𝛼1
2) + 𝛼1

3𝑋𝑇+ (𝛼1
2εT+1 + α1εT+2 + εT+3) ‒ β1(𝛼1

2εT + α1εT+1 + εT+2)  

  (7ค‒3)  

 : ท าเช่นน้ีไปเร่ือย ๆ จะได ้        

XT+j  = α0(1+α1+𝛼1
2+…+𝛼1

𝑗−1
) + 𝛼1

𝑗
𝑋𝑇+ { 𝛼1

𝑗−1
εT+1 + 𝛼1

𝑗−2
εT+2  + …. +α1εT+j‒1+ εT+j}    

    ‒ β1{𝛼1
𝑗−1

εT + 𝛼1
𝑗−2

εT+1  + …. +α1εT+j‒2+ εT+j‒1}         (7ค‒4) 

𝑋̂𝑇(𝑗)  = E(Xt+j+1| It)  
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= α0(1+α1+𝛼1
2+…+𝛼1

𝑗−1
) + 𝛼1

𝑗
𝑋𝑇                (7ค‒5) 

= 𝛼0 ∙
1 − 𝛼1

𝑗

1 − 𝛼1
+ 𝛼1

𝑗
𝑋𝑡   

เน่ืองจากเม่ืออนุกรมเวลา Xt มีความน่ิงจะได้ว่า |α1| < 1 ดังนั้น  lim
𝑗→∞

𝛼1
𝑗
= 0 และเราจะได้ค่า

พยากรณ์ดงัน้ี 

𝑋̂𝑇(𝑗)   =
𝛼0

1 − 𝛼1
                                                                                                 (7.48) 
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ภาคผนวก 7ง 
วิธีพสูิจน์สมการท่ี (7.49) และ (7.50) 

จากสมการท่ี (7ค‒4) และ (7ค‒5) 

    XT+j  = α0(1+α1+𝛼1
2+…+𝛼1

𝑗−1
)+𝛼1

𝑗
𝑋𝑇+{ 𝛼1

𝑗−1
εT+1 + 𝛼1

𝑗−2
εT+2  + …. +α1εT+j‒1+ εT+j}    

    ‒ β1{𝛼1
𝑗−1

εT + 𝛼1
𝑗−2

εT+1  + …. +α1εT+j‒2+ εT+j‒1}         (7ค‒4) 

𝑋̂𝑇(𝑗)  = α0(1+α1+𝛼1
2+…+𝛼1

𝑗−1
) + 𝛼1

𝑗
𝑋𝑇           (7ค‒5) 

ดังนั้น ค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ j ช่วงเวลาล่วงหน้า (j-step ahead forecast error) 

ค านวณไดด้งัน้ี 

 eT (j)  = XT+j ‒𝑋̂𝑇(𝑗)         

  =  𝛼1
𝑗−1

εT+1 + 𝛼1
𝑗−2

εT+2 + …. +α1εT+j‒1+ εT+j  

   ‒ β1{𝛼1
𝑗−1

εT + 𝛼1
𝑗−2

εT+1  + …. +α1εT+j‒2+ εT+j‒1}        (7.49) 

และความแปรปรวนของค่าความผิดพลาดของการพยากรณ์ j ช่วงเวลาล่วงหนา้ ค านวณไดด้งัน้ี 

     Var(eT (j))  = Var(𝛼1
𝑗−1

εT+1 + 𝛼1
𝑗−2

εT+2  + …. +α1εT+j‒1+ εT+j) 

      +𝛽1
2 Var(𝛼1

𝑗−1
εT + 𝛼1

𝑗−2
εT+1  + …. +α1εT+j‒2+ εT+j‒1) 

= (𝛼1
2(𝑗−1)

+ 𝛼1
2(𝑗−2)

+⋯+ 𝛼1
2 + 1)𝜎2 

+𝛽1
2 (𝛼1

2(𝑗−1)
+ 𝛼1

2(𝑗−2)
+⋯+ 𝛼1

2 + 1)𝜎2 

= (1 + 𝛽1
2) (𝛼1

2(𝑗−1)
+ 𝛼1

2(𝑗−2)
+⋯+ 𝛼1

2 + 1)𝜎2        (7.50) 
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ภาคผนวก 7จ 
ตัวอย่างการหาค่า φi (i =1, 2, …) จากสมการท่ี (7.57) 

จากสมการท่ี (7.57)  

𝛽(𝐿)

𝛼(𝐿)
=  𝜑(𝐿) =  1 + 𝜑1𝐿 + 𝜑1

2𝐿2 +⋯                                                                     (7.57) 

โดยท่ี  α(L) = 1‒ α1L ‒ … ‒ αpL
p และ β(L) = 1‒ β1L ‒ … ‒ β qL

q  เพื่อใหเ้ขา้ใจไดง้่ายขึ้นจะ
ยกตวัอยา่งกรณีท่ี p = 1 และ q = 1  ดงันั้น เราจะได ้

  α(L) = 1‒ α1L              (7จ‒1) 

และ  β(L) = 1‒ β1L             (7จ‒2) 

แทนค่าลงสมการท่ี (7.57) จะได ้

1 − 𝛽1𝐿

1 − 𝛼1𝐿
=  1 + 𝜑1𝐿 + 𝜑2𝐿

2 + 𝜑3𝐿
3 +⋯                                                                   (7จ–3) 

(1‒β1L)   = (1 ‒ α1L)(1 + φ1L+ φ2L
2 + φ3L

3+ …) 

(1‒β1L)   = (1 + φ1L+ φ2L
2 + φ3L

3+ …) ‒ α1L(1 + φ1L+ φ2L
2 + φ3L

3+ …) 

(1‒β1L)   = (1 + φ1L+ φ2L
2 + φ3L

3+ …) ‒ (α1L + α1 φ1L
2 + α1φ2L

3+ α1φ3L
4 + …) 

(1‒β1L)   = 1 + (φ1‒α1)L + (φ2‒α1φ1)L
2 + (φ3‒α1φ2)L

3+ (φ4‒α1φ3)L
4 + …       (7จ–4) 

จากสมการท่ี (7จ‒4) เราจะสรุปไดว้า่ 

         ‒β1  = φ1 ‒ α1 

 0 = φ2‒α1φ1 

 0 = φ3‒α1φ2             (7จ‒5) 

 0 = φ4‒α1φ3 

     :  
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จากระบบสมการท่ี (7จ‒5) จะท าใหเ้ราหาค่า φ1, φ2, φ3, φ4, … ไดด้งัน้ี 

  φ1 = α1‒ β1  

  φ2 = α1(α1‒ β1) 

  φ3 = 𝛼1
2(α1‒ β1)            (7จ‒6) 

  φ4 = 𝛼1
3(α1‒ β1) 

      : 
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ภาคผนวก 8ก 
วิธีการประมาณค่าพารามิเตอร์ในแบบจ าลอง ARCH ด้วยวิธีความน่าจะเป็นสูงสุด  

พิจารณาแบบจ าลอง ARCH(m) ต่อไปน้ี 

       Yt   = βʹXt +εt             (8ก‒1) 

       εt  =  t vt               (8ข‒1) 

    Var(εt|It‒1)  =  𝜎𝑡
2 =  𝛾0 + 𝛾1𝜀𝑡−1

2 +⋯+ 𝛾𝑚𝜀𝑡−𝑚
2            (8ค‒1) 

โดยท่ี  Xt = (X1t,….,XKt)ʹ,  β=(β1,…,βK)ʹ , vt ~ N(0, 1) และเป็นอิสระจากช่วงเวลาอ่ืน ๆ นัน่
คือ εt  ~  N(0, 𝜎𝑡

2)  การประมาณค่าพารามิเตอร์ด้วยวิธีความน่าจะเป็นสูงสุด  (maximum 

likelihood) จะพิจารณาจากฟังกช์นัความน่าจะเป็นของการไดข้อ้มูล Yt เขียนไดด้งัน้ี 

𝐿𝑡 =
1

√2𝜋 𝜎𝑡
2
exp [−

(𝑌𝑡 − 𝐸(𝑌𝑡))
2

2 𝜎𝑡
2 ] 

=
1

√2𝜋 𝜎𝑡
2
exp [−

(𝑌𝑡 − 𝛽
′𝑋𝑡)

2

2 𝜎𝑡
2 ] 

ดงันั้น ฟังกช์นัความน่าจะเป็นของขอ้มูล Y1,Y2,….,YT  เขียนไดด้งัน้ี 

𝐿 = 𝐿1 ∙ 𝐿2 ∙ … ∙ 𝐿𝑇 

 =∏[
1

√2𝜋 𝜎𝑡
2
exp (−

(𝑌𝑡 − 𝛽
′𝑋𝑡)

2

2 𝜎𝑡
2 )]

𝑇

𝑡=1

 

นัน่คือ log-likelihood function ท่ีจะไดข้อ้มูล Y1,Y2,….,YT  คือ 

ln(𝐿) = −
𝑇

2
ln(2𝜋) −

𝑇

2
ln( 𝜎𝑡

2) −
1

2
∑

(𝑌𝑡 − 𝛽
′𝑋𝑡)

2

𝜎𝑡
2

𝑇

𝑡=1
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= −
𝑇

2
ln(2𝜋) −

𝑇

2
ln(𝛾0 + 𝛾1𝜀𝑡−1

2 +⋯+ 𝛾𝑚𝜀𝑡−𝑚
2 ) 

−
1

2
∑

(𝑌𝑡 − 𝛽
′𝑋𝑡)

2

(𝛾0 + 𝛾1𝜀𝑡−1
2 +⋯+ 𝛾𝑚𝜀𝑡−𝑚

2 )

𝑇

𝑡=1

 

จากนั้นเราจะหาตวัประมาณค่าพารามิเตอร์ β1,…,βK, γ0, γ1,…, และ γm เพื่อใหไ้ดค้่า ln(L) ขา้งบน
มีค่าสูงสุด8 โดยการประมาณพารามิเตอร์จะท าได้ก็ต่อเม่ือมีการค านวณค่า  𝜀𝑡−12 , … , 𝜀𝑡−𝑚

2  ขึ้นมา
ก่อน ซ่ึงท าได ้2 วิธีคือ (1) การก าหนดให ้𝜀02 = 𝜀−1

2  = 𝜀−2
2

 = …= 𝜀−𝑚
2

 = 0 ซ่ึงจะเรียกวา่วิธีความ
น่าจะเป็นสูงสุดแบบมีเง่ือนไข หรือ (2) การใช้ค่าพยากรณ์ยอ้นหลงั  (Backcasts) ของ 𝜀0̂2, 𝜀−̂12 ,
𝜀−̂2
2 , … , 𝜀−̂𝑚

2  ซ่ึงจะเรียกว่าวิธีความน่าจะเป็นสูงสุดแบบไม่มีเง่ือนไข รายละเอียดเหล่าน้ีคลา้ยกบั
ท่ีไดก้ล่าวแลว้ในบทท่ี 4   

  
 

  

 

 
8

 จะตอ้งใช้ความรู้เร่ืองการประมาณค่าพารามิเตอร์แบบไม่ใช่เชิงเส้น (Nonlinear Parameters Estimation) ซ่ึงจะไม่
กล่าวถึงในหนงัสือเล่มน้ี ส าหรับผูส้นใจสามารถศึกษาเพ่ิมเติมไดใ้น Mittelhammer, R. C., Judge, G. G., and Miller, 

D. J., Econometrics Foundations (Cambridge University Press, 2000), pp. 195‒199. 
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ภาคผนวก 8ข 

วิธีพสูิจน์สมการท่ี (8.17) 

จากสมการความแปรปรวนในระยะสั้นของ ARCH(1)  

       𝜎𝑡
2 =  𝛾0 + 𝛾1𝜀𝑡−1

2          

ค่าพยากรณ์ของความแปรปรวนระยะสั้น ณ ช่วงเวลา t, t+1, t+2  และ t+3  ดงัน้ี 

ณ เวลา t :      𝜎̂𝑡2  =  𝛾0 + 𝛾1𝜀𝑡−1
2              (8ข–1) 

ณ เวลา t+1 :     𝜎̂𝑡+12   =  𝛾0 + 𝛾1𝜎̂𝑡
2     แทนค่า (8ข‒1) จะได ้   

   =  𝛾0 + 𝛾1(𝛾̂0 + 𝛾1𝜀𝑡−1
2 ) 

   =  𝛾0(1 + 𝛾1) + 𝛾1
2𝜀𝑡−1
2              (8ข–2) 

ณ เวลา t+2 :    𝜎̂𝑡+2
2   =  𝛾0 + 𝛾1𝜎̂𝑡+1

2   แทนค่า (8ข‒2) จะได ้

   =  𝛾0 + 𝛾1[𝛾̂0(1 + 𝛾1) + 𝛾1
2𝜀𝑡−1
2 ]   

   =  𝛾0(1 + 𝛾1 + 𝛾1
2) + 𝛾1

3𝜀𝑡−1
2             (8ข–3) 

ณ เวลา t+3 :    𝜎̂𝑡+3
2   =  𝛾0 + 𝛾1𝜎̂𝑡+2

2    แทนค่า (8ข‒3) จะได ้  

   =  𝛾0 + 𝛾1[𝛾̂0(1 + 𝛾1 + 𝛾1
2) + 𝛾1

3𝜀𝑡−1
2 ]   

   =  𝛾0(1 + 𝛾1 + 𝛾1
2 + 𝛾1

3) + 𝛾1
4𝜀𝑡−1
2            (8ข–4) 

 ท าเช่นน้ีไปเร่ือย ๆ จะได ้
     𝜎̂𝑡+𝑗

2   =   𝛾0(1 + 𝛾1 + 𝛾1
2 +⋯+ 𝛾1

𝑗
) + 𝛾1

𝑗+1
𝜀𝑡−1
2    

= 𝛾0
1 − 𝛾1

𝑗

1 − 𝛾1
+ 𝛾1

𝑗+1
𝜀𝑡−1
2  

เน่ืองจาก 0   𝛾1 < 1 ดงันั้น เม่ือ j → ∞ จะไดว้า่ 

 𝜎̂𝑡+𝑗
2  =

𝛾0
1 − 𝛾1

                                                                                   (8.17) 
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ภาคผนวก 8ค 

การพยากรณ์ความแปรปรวนระยะส้ันกรณีใช้แบบจ าลอง ARCH(m)  

 
การพยากรณ์ความแปรปรวนระยะสั้นสามารถท าได้ด้วยการใช้สมการความแปรปรวน

ของแบบจ าลอง ARCH(m) ซ่ึงเขียนไดด้งัน้ี 

     Var(εt|It‒1)  =   𝜎𝑡
2 =  𝛾0 + 𝛾1𝜀𝑡−1

2 +⋯+ 𝛾𝑚𝜀𝑡−𝑚
2            (8ค‒1) 

แนวคิดการพยากรณ์จะเหมือนกบัท่ีไดอ้ธิบายไวใ้นบทท่ีแลว้  ดงันั้น จากสมการท่ี (8ค‒1) จะขอ
ยกตวัอยา่งการค านวณค่าพยากรณ์ของความแปรปรวนระยะสั้น ณ ช่วงเวลา t, t+1, t+2  และ t+3  
ดงัน้ี 

        𝜎̂𝑡2  =  𝛾0 + 𝛾1𝜀𝑡−1
2 + 𝛾2𝜀𝑡−2

2 + 𝛾3𝜀𝑡−3
2 +⋯+ 𝛾𝑚𝜀𝑡−𝑚

2       

     𝜎̂𝑡+12   =  𝛾0 + 𝛾1𝜎̂𝑡
2    + 𝛾2𝜀𝑡−1

2 + 𝛾3𝜀𝑡−2
2 +⋯+ 𝛾𝑚𝜀𝑡+1−𝑚

2      

    𝜎̂𝑡+2
2   =  𝛾0 + 𝛾1𝜎̂𝑡+1

2 + 𝛾2𝜎̂𝑡
2    + 𝛾3𝜀𝑡−1

2 +⋯+ 𝛾𝑚𝜀𝑡+2−𝑚
2      

    𝜎̂𝑡+3
2   =  𝛾0 + 𝛾1𝜎̂𝑡+2

2 + 𝛾2𝜎̂𝑡+1
2 + 𝛾3𝜎̂𝑡

2   + ⋯+ 𝛾𝑚𝜀𝑡+3−𝑚
2     

   : 

หรือเขียนค่าพยากรณ์ความแปรปรวนในระยะสั้นในรูปทัว่ไปไดด้งัน้ี 

𝜎̂𝑡+𝑗
2   = 𝛾0 +∑𝛾𝑖𝜎̂𝑡+𝑖−𝑚

2

𝑚

𝑖=1

                                                                           (8ค–2) 

โดยท่ี  𝜎̂𝑡+𝑖−𝑚
2 = 𝜀𝑡+𝑖−𝑚

2   เม่ือ i‒m < 0 
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ภาคผนวก 8ง 

ตัวอย่างการค านวณค่า 𝒆̃𝒕 = 
𝒆𝒕

𝝈𝒕
 

 

พิจารณาผลการประมาณค่าดว้ยวิธีความน่าจะเป็นสูงสุดแบบไม่มีเง่ือนไข9 ดงัแสดงใน
สมการท่ี (8.20 ก) และ (8.20 ข) ดงัต่อไปน้ี 

    𝐺𝑃̂𝑡 = 1.409   +   0.170GPt‒1   ‒  1.474 Inft‒1 ‒ 1.353Tbondt‒1      (8.20 ก) 

    t‒statistics   = (6.53)***      (3.40)***        (‒3.73)***       (‒5.44)*** 

       𝜎𝑡
2 =  8.981 + 0.160 𝜀𝑡−1

2           (8.20 ข) 

    t‒statistics   = (14.87)   (3.09) 

ค่าความผิดพลาดจากการประมาณสมการค่าเฉล่ีย (8.20 ก) ค านวณจาก  et = GPt ‒ 𝐺𝑃̂𝑡  ซ่ึงจะ
ถูกน ามาใช้ในการค านวณค่ามาตรฐานของ et  หรือเขียนไดว้่า 𝑒̃𝑡 =

𝑒𝑡
𝜎𝑡
  โดย t จะประมาณจาก

รากท่ีสองของค่าพยากรณ์ท่ีไดจ้ากสมการความแปรปรวน (8.20 ข) นัน่เอง ซ่ึงไดย้กตวัอย่างการ
ค านวณในตารางต่อไปน้ี 

  

 

  
9

 เน่ืองจากภายใตว้ิธีความน่าจะเป็นสูงสุดแบบไม่มีเง่ือนไขจะตอ้งมีการค านวณค่าเร่ิมแรก ซ่ึงในกรณีน้ีก็คือ 𝜀1̂2 ซ่ึงจะใชค่้า  
𝜎̂1
2 ดว้ยโดยโปรแกรมส าเร็จรูป Eview  ใชสู้ตรต่อไปน้ีในการค านวณค่าเร่ิมแรกของ  𝜀1̂2   

𝜎̂1
2
= 𝜀1̂

2 = 𝜆𝑇𝜎̂2 + (1 − 𝜆)∑𝜆𝑇−𝑗−1
𝑇

𝑗=0

𝑒𝑇−𝑗
2  

โดยท่ี  𝜎̂2 = ∑
𝜀̂𝑡
2

𝑇

𝑇
𝑡=1   ซ่ึงเป็นค่าความแปรปรวนแบบไม่มีเง่ือนไข และในการค านวณไดเ้ลือกใช ้λ = 0.7 และจะได ้𝜎̂1

2
 = 

3.028 
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อาทิตย์ท่ี et 𝒆𝒕
𝟐 𝝈̂𝒕

𝟐 t 𝒆̃𝒕 = 
𝒆𝒕

𝝈𝒕
 

1 NA NA NA NA NA 

2 0.984 0.968 

8.981+0.160(𝜀1̂
2) 

= 8.981+0.160 (3.028) 

= 9.466 

√9.466 

=  3.077 
0.320 

3 2.135 4.558 

8.981+0.160(𝑒2
2) 

= 8.981+0.160 (0.968) 

= 9.136 

√9.136 

=  3.023 
0.706 

4 2.176 4.735 

8.981+0.160(𝑒3
2) 

= 8.981+0.160 (4.558) 

= 9.710 

√9.710 

=  3.116 
0.698 

: :     

571 ‒3.391 11.499 
8.981+0.160(𝑒570

2 ) 

= 10.947 

√10.947 

=  3.309 
‒1.025 

572 ‒12.429 154.480 

8.981+0.160(𝑒571
2 ) 

= 8.981+0.160 

(11.499) 

= 10.820 

√10.820 

=  3.289 
‒3.779 

หมายเหตุ :  NA หมายถึงไม่สามารถหาได ้เน่ืองจากในสมการค่าเฉล่ีย (8.19 ก) มีการใชต้วัแปร
อิสระ 1 ช่วงเวลาท่ีผา่นมา ดงันั้นท าใหเ้ราตอ้งเร่ิมใชข้อ้มูลตั้งแต่ตวัอยา่งท่ี 2‒572 เป็นตน้ไปใน
การค านวณค่า e2,  e3, …, e572  (มี 571 ขอ้มูล) 
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ภาคผนวก 10ก 

วิธีพสูิจน์สมการท่ี (10.21) 

  

หาสมการท่ีแสดงความสัมพันธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว 

จากสมการท่ี (10.20) 

                   Yt = γ0Xt + γ1Xt‒1+ γ2Xt‒2 +α1Yt‒1+α2Yt‒2 + ut        (10.20) 

ณ ดุลยภาพ  Yt =Yt‒1= Yt‒2 ,  Xt = Xt‒1= Xt‒2 และ ut = 0 ดงันั้นจะไดดุ้ลยภาพระยะยาวดงัน้ี 

  (1‒α1‒ α2)Yt = (γ0+γ1+γ2)Xt        

      Yt  = 
𝛾0+𝛾1+𝛾2

1−𝛼1−𝛼2
Xt       

หรือเขียนไดว้า่      Yt = βXt        

โดยท่ี  β = 
𝛾0+𝛾1+𝛾2

1−𝛼1−𝛼2
    

หาแบบจ าลองแสดงการปรับตัวระยะส้ันเพ่ือให้กลบัเข้าสู่ดุลยภาพระยะยาวของ Y 

จาก (10.20)  Yt = γ0Xt + γ1Xt‒1 + γ2Xt‒2 + α1Yt‒1+ α2Yt‒2 + ut   

น า Yt‒1 ไปหกัออกจากสมการน้ีทั้ง 2 ขา้งจะได ้  

    Yt ‒ Yt‒1  = γ0Xt + γ1Xt‒1 + γ2Xt‒2 ‒Yt‒1+ α1Yt‒1+ α2Yt‒2 + ut   

           ∆Yt  =  γ0Xt +γ1Xt‒1 + γ2Xt‒2 ‒(1‒α1) Yt‒1+ α2Yt‒2 + ut  

  

น า ‒γ0Xt‒1+ γ0Xt‒1 ไปเพิ่มทางดา้นขวาของสมการ  

          ∆Yt  =  γ0Xt ‒γ0Xt‒1+ γ0Xt‒1 +γ1Xt‒1 + γ2Xt‒2 ‒(1‒α1) Yt‒1+ α2Yt‒2 + ut  

          ∆Yt  =  γ0∆Xt + (γ0+ γ1)Xt‒1 + γ2Xt‒2 ‒(1‒α1) Yt‒1+ α2Yt‒2 + ut   

น า  +γ2Xt‒1‒ γ2Xt‒1 ไปเพิ่มทางดา้นขวาของสมการ  

         ∆Yt  =  γ0∆Xt + (γ0+ γ1)Xt‒1 +[γ2Xt‒1 ‒ γ2 Xt‒1]+ γ2 Xt‒2 ‒(1‒α1) Yt‒1+ α2Yt‒2 + ut 
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         ∆Yt  =  γ0∆Xt + (γ0+ γ1+ γ2)Xt‒1 ‒ γ2(Xt‒1‒Xt‒2) ‒(1‒α1) Yt‒1+ α2Yt‒2 + ut 

         ∆Yt  =  γ0∆Xt + (γ0+ γ1+ γ2)Xt‒1 ‒ γ2∆Xt‒1 ‒(1‒α1) Yt‒1+ α2Yt‒2 + ut 

น า  +α2Yt‒1‒ α2Yt‒1 ไปเพิ่มทางดา้นขวาของสมการ  

        ∆Yt  =  γ0∆Xt + (γ0+ γ1+ γ2)Xt‒1 ‒ γ2∆Xt‒1 ‒(1‒α1) Yt‒1+[α2Yt‒1‒ α2Yt‒1] +α2Yt‒2 + ut 

         ∆Yt  =  γ0∆Xt + (γ0+ γ1+ γ2)Xt‒1 ‒ γ2∆Xt‒1 ‒(1‒α1‒ α2) Yt‒1‒ α2(Yt‒1‒Yt‒2) + ut 

         ∆Yt  =  γ0∆Xt + (γ0+ γ1+ γ2)Xt‒1 ‒ γ2∆Xt‒1 ‒(1‒α1‒ α2) Yt‒1‒ α2∆Yt‒1 + ut 

จดัรูปสมการใหม่จะได ้

         ∆Yt  =  γ0∆Xt ‒ γ2∆Xt‒1 ‒ α2∆Yt‒1  ‒(1‒α1‒ α2)(𝑌𝑡 −
𝛾0+𝛾1+𝛾2

1−𝛼1−𝛼2
𝑋𝑡) +ut 

         ∆Yt  =  γ0∆Xt ‒ γ2∆Xt‒1 ‒ α2∆Yt‒1  ‒(1‒α1‒ α2)(𝑌𝑡 − 𝛽𝑋𝑡) +ut       (10.21) 

โดยท่ี β = 
𝛾0+𝛾1+𝛾2

1−𝛼1−𝛼2
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ภาคผนวก 10ข 

วิธีพสูิจน์สมการท่ี (10.23) 

  

หาสมการท่ีแสดงความสัมพันธ์เชิงดุลยภาพระยะยาว 

จากสมการท่ี (10.22) 

    Yt = γ0Xt + γ1Xt‒1+ γ3Xt‒3 +α1Yt‒1+α2Yt‒2+α3Yt‒3 + ut       (10.22) 

ณ ดุลยภาพ  Yt = Yt‒1= Yt‒2 = Yt‒3 ,  Xt = Xt‒1= Xt‒2=Xt‒3  และ ut = 0 ดังนั้นจะได้ดุลยภาพ
ระยะยาวดงัน้ี 

         (1‒α1‒ α2‒α3)Yt  = (γ0+γ1+γ2+γ3)Xt       

                Yt   = 
𝛾0+𝛾1+𝛾2+𝛾3

1−𝛼1−𝛼2−𝛼3
Xt      

หรือเขียนไดว้า่          Yt  = βXt        

โดยท่ี  β = 
𝛾0+𝛾1+𝛾2+𝛾3

1−𝛼1−𝛼2−𝛼3
    

หาแบบจ าลองแสดงการปรับตัวระยะส้ันเพ่ือให้กลบัเข้าสู่ดุลยภาพระยะยาวของ Y 

จาก (10.22)         Yt  = γ0Xt + γ1Xt‒1 + γ2Xt‒2+ γ3Xt‒3 + α1Yt‒1+ α2Yt‒2+ α3Yt‒3 + ut  

น า Yt‒1 ไปหกัออกจากสมการน้ีทั้ง 2 ขา้งจะได ้  

Yt ‒ Yt‒1= γ0Xt + γ1Xt‒1 + γ2Xt‒2+ γ3Xt‒3 ‒Yt‒1+ α1Yt‒1+ α2Yt‒2 + α3Yt‒3+ ut   

     ∆Yt   = γ0Xt +γ1Xt‒1 + γ2Xt‒2 + γ3Xt‒3‒(1‒α1) Yt‒1+ α2Yt‒2 + α3Yt‒3+ ut  

น า ‒γ0Xt‒1+ γ0Xt‒1 ไปเพิ่มทางดา้นขวาของสมการ  

 ∆Yt  = γ0Xt  ‒γ0Xt‒1+ γ0Xt‒1 +γ1Xt‒1 + γ2Xt‒2 + γ3Xt‒3‒(1‒α1) Yt‒1+ α2Yt‒2 + α3Yt‒3+ ut 

 ∆Yt  =  γ0∆Xt + (γ0+ γ1)Xt‒1 + γ2Xt‒2 + γ3Xt‒3‒(1‒α1) Yt‒1+ α2Yt‒2 + α3Yt‒3+ ut  

น า  +γ2Xt‒1 + γ3Xt‒1‒ γ2Xt‒1 ‒ γ3Xt‒1 ไปเพิ่มทางดา้นขวาของสมการ  

 ∆Yt  = γ0∆Xt + (γ0+ γ1)Xt‒1 +[γ2Xt‒1 + γ3Xt‒1‒ γ2Xt‒1 ‒ γ3Xt‒1]+ γ2 Xt‒2 + γ3Xt‒3 
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‒ (1‒α1) Yt‒1 + α2Yt‒2+ α3Yt‒3 + ut 

 ∆Yt = γ0∆Xt + (γ0+ γ1+ γ2+γ3)Xt‒1 +[ ‒ γ2Xt‒1 ‒γ3Xt‒1 ] + γ2 Xt‒2 + γ3Xt‒3 

   ‒ (1‒α1) Yt‒1 + α2Yt‒2 + α3Yt‒3+ ut 

 ∆Yt= γ0∆Xt + (γ0+ γ1+ γ2+γ3)Xt‒1 ‒ (γ2 + γ3)Xt‒1  + γ2 Xt‒2 + γ3Xt‒3 

   ‒ (1‒α1) Yt‒1 + α2Yt‒2 + α3Yt‒3+ ut 

น า +γ3Xt‒2‒ γ3Xt‒2 ไปเพิ่มทางดา้นขวาของสมการ 

∆Yt = γ0∆Xt + (γ0+ γ1+ γ2+γ3)Xt‒1 ‒ (γ2 + γ3)Xt‒1 +[ γ3Xt‒2‒ γ3Xt‒2] + γ2 Xt‒2 + γ3Xt‒3 

   ‒ (1‒α1) Yt‒1 + α2Yt‒2 + α3Yt‒3+ ut 

∆Yt = γ0∆Xt + (γ0+ γ1+ γ2+γ3)Xt‒1 ‒ (γ2 + γ3)Xt‒1 + (γ2 + γ3)Xt‒2 ‒ γ3Xt‒2+ γ3Xt‒3 

   ‒ (1‒α1) Yt‒1 + α2Yt‒2 + α3Yt‒3+ ut 

∆Yt= γ0∆Xt + (γ0+ γ1+ γ2+γ3)Xt‒1 ‒ (γ2 + γ3)(Xt‒1 ‒Xt‒2)‒  γ3(Xt‒2‒ Xt‒3) 

   ‒ (1‒α1) Yt‒1 + α2Yt‒2 + α3Yt‒3+ ut 

∆Yt= γ0∆Xt + (γ0+ γ1+ γ2+γ3)Xt‒1 ‒ (γ2 + γ3)∆Xt‒1‒  γ3∆Xt‒2 

   ‒ (1‒α1) Yt‒1 + α2Yt‒2 + α3Yt‒3+ ut 

น า  +α2Yt‒1 + α3Yt‒1‒ α2Yt‒1 ‒ α3Yt‒1 ไปเพิ่มทางดา้นขวาของสมการ  

∆Yt= γ0∆Xt + (γ0+ γ1+ γ2+γ3)Xt‒1 ‒ (γ2 + γ3)∆Xt‒1‒  γ3∆Xt‒2 

   ‒ (1‒α1) Yt‒1 + [α2Yt‒1 + α3Yt‒1‒ α2Yt‒1 ‒ α3Yt‒1]+ α2Yt‒2 + α3Yt‒3+ ut 

∆Yt= γ0∆Xt + (γ0+ γ1+ γ2+γ3)Xt‒1 ‒ (γ2 + γ3)∆Xt‒1‒  γ3∆Xt‒2 

   ‒ (1‒α1‒α2‒α3) Yt‒1 ‒ (α2+α3)Yt‒1+ α2Yt‒2 + α3Yt‒3+ ut 

น า +α3Yt‒2‒ α3Yt‒2 ไปเพิ่มทางดา้นขวาของสมการ  

∆Yt = γ0∆Xt + (γ0+ γ1+ γ2+γ3)Xt‒1 ‒ (γ2 + γ3)∆Xt‒1‒  γ3∆Xt‒2 

   ‒ (1‒α1‒α2‒α3) Yt‒1 ‒ (α2+α3)Yt‒1 +[α3Yt‒2‒ α3Yt‒2 ]+ α2Yt‒2 + α3Yt‒3+ ut 

∆Yt= γ0∆Xt + (γ0+ γ1+ γ2+γ3)Xt‒1 ‒ (γ2 + γ3)∆Xt‒1‒  γ3∆Xt‒2 

   ‒ (1‒α1‒α2‒α3) Yt‒1 ‒ (α2+α3)Yt‒1 +(α2+α3)Yt‒2  ‒α3Yt‒2+ α3Yt‒3+ ut 
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∆Yt= γ0∆Xt + (γ0+ γ1+ γ2+γ3)Xt‒1 ‒ (γ2 + γ3)∆Xt‒1‒  γ3∆Xt‒2 

   ‒ (1‒α1‒α2‒α3) Yt‒1 ‒ (α2+α3)(Yt‒1‒Yt‒2) ‒α3(Yt‒2‒ Yt‒3)+ ut 

∆Yt= γ0∆Xt + (γ0+ γ1+ γ2+γ3)Xt‒1 ‒ (γ2 + γ3)∆Xt‒1‒  γ3∆Xt‒2 

   ‒ (1‒α1‒α2‒α3) Yt‒1 ‒ (α2+α3)∆Yt‒1 ‒α3∆Yt‒2+ ut 

จดัรูปสมการใหม่จะได ้

 ∆Yt =  γ0∆Xt ‒ (γ2 + γ3)∆Xt‒1‒  γ3∆Xt‒2  ‒ (α2+α3)∆Yt‒1 ‒α3∆Yt‒2 

‒(1‒α1‒ α2)(𝑌𝑡−1 −
𝛾0+𝛾1+𝛾2+𝛾3
1−𝛼1−𝛼2−𝛼3

𝑋𝑡−1) +ut    (10.23) 

โดยท่ี β = 
𝛾0+𝛾1+𝛾2+𝛾3

1−𝛼1−𝛼2−𝛼3
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ภาคผนวก 11ก 

วิธีพสูิจน์สมการท่ี (11.8 ก)‒(11.8 จ)  

จากสมการท่ี (11.7 ก) และ (11.7 ข) 

 

𝑢1𝑡 =
1

1 − 𝛽21𝛽12
(𝜀𝑦𝑡 − 𝛽12𝜀𝑧𝑡)                                                             (11.7 ก) 

𝑢2𝑡 =
1

1 − 𝛽21𝛽12
(𝜀𝑧𝑡 − 𝛽21𝜀𝑦𝑡)                                                             (11.7 ข)  

 

• พิสูจน์สมการท่ี (11.8 ก) 

E(u1t) = 𝐸 [
1

1−𝛽21𝛽12
(𝜀𝑦𝑡 − 𝛽12𝜀𝑧𝑡)]  = 

1

1−𝛽21𝛽12
(𝐸(𝜀𝑦𝑡) − 𝛽12𝐸(𝜀𝑧𝑡)) =  0 

• พิสูจน์สมการท่ี (11.8 ข) 

E(u2t) = 𝐸 [
1

1−𝛽21𝛽12
(𝜀𝑧𝑡 − 𝛽21𝜀𝑦𝑡)]  = 

1

1−𝛽21𝛽12
(𝐸(𝜀𝑧𝑡) − 𝛽12𝐸(𝜀𝑦𝑡))=  0 

• พิสูจน์สมการท่ี (11.8 ค) 

𝑉𝑎𝑟(𝑢1𝑡) = 𝐸(𝑢1𝑡
2 ) 

= 𝐸 [
1

1 − 𝛽21𝛽12
(𝜀𝑦𝑡 − 𝛽12𝜀𝑧𝑡)]

2

 

= (
1

1 − 𝛽21𝛽12
)
2

𝐸(𝜀𝑦𝑡 − 𝛽12𝜀𝑧𝑡)
2
 

= (
1

1 − 𝛽21𝛽12
)
2

(𝜎𝑦
2 + 𝛽12

2 𝜎𝑧
2) 

อยา่ลืมวา่ อนุกรมเวลา εyt และ εzt ไม่มีความสัมพนัธ์ต่อกนั หรือเขียนไดว้า่ Cov(εyt, εzt) = 0 
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• พิสูจน์สมการท่ี (11.8 ง) 
𝑉𝑎𝑟(𝑢2𝑡) = 𝐸(𝑢2𝑡

2 ) 

= 𝐸 [
1

1 − 𝛽21𝛽12
(𝜀𝑧𝑡 − 𝛽21𝜀𝑦𝑡)]

2

 

= (
1

1 − 𝛽21𝛽12
)
2

𝐸(𝜀𝑧𝑡 − 𝛽21𝜀𝑦𝑡)
2
 

= (
1

1 − 𝛽21𝛽12
)
2

(𝜎𝑧
2 + 𝛽21

2 𝜎𝑦
2) 

• พิสูจน์สมการท่ี (11.8 จ) 

Cov(u1t, u2t)     = E(u1tu2t)   

= E [
1

1−𝛽21𝛽12
(εyt − 𝛽12εzt)] [

1

1−𝛽21𝛽12
(εzt − 𝛽21εyt)] 

    = (
1

1−𝛽21𝛽12
)
2

E[(εyt − 𝛽12εzt)(εzt − 𝛽21εyt)] 

    = (
1

1−𝛽21𝛽12
)
2

E(εytεzt − 𝛽21εyt
2 − 𝛽12εzt

2 + 𝛽12𝛽21εztεyt) 

= (
1

1−𝛽21𝛽12
)
2

{E(εytεzt) − 𝛽21E(εyt
2 ) − 𝛽12E(εzt

2 ) + 𝛽12𝛽21E(εztεyt)} 

    = (
1

1−𝛽21𝛽12
)
2

{0 − 𝛽21σy
2 − 𝛽12σz

2 + 0} 

    = −
(𝛽21σy

2+𝛽12σz
2)

(1−𝛽21𝛽12)
2

 ≠ 0 
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ภาคผนวก 11ข 

วิธีพสูิจน์ว่า ตัวแปรสุ่มคลาดเคล่ือนของสมการท่ี (11.5 ก) และ (11.5 ข)  

ไม่มีความสัมพนัธ์กนัเอง 
 

• จากสมการท่ี (11. 5 ก)  
        Yt  =  a10 + a11yt‒1  +a12Zt‒1 + u1t          (11.5 ก) 

โดยท่ี 

𝑢1𝑡    =
1

1 − 𝛽21𝛽12
(𝜀𝑦𝑡 − 𝛽12𝜀𝑧𝑡)                                                          (11.7 ก) 

𝑢1,𝑡−𝑖  =
1

1 − 𝛽21𝛽12
(𝜀𝑦𝑡 − 𝛽12𝜀𝑧𝑡) 

𝐸(𝑢1𝑡𝑢1,𝑡−𝑖) = (
1

1 − 𝛽21𝛽12
)
2

𝐸[(𝜀𝑦𝑡 − 𝛽12𝜀𝑧𝑡)(𝜀𝑦,𝑡−𝑖 − 𝛽12𝜀𝑧,𝑡−𝑖)] 

= (
1

1 − 𝛽21𝛽12
)
2

𝐸[𝜀𝑦𝑡𝜀𝑦𝑡−𝑖 − 𝛽12𝜀𝑦𝑡𝜀𝑧𝑡−𝑖 − 𝛽12𝜀𝑧𝑡𝜀𝑦,𝑡−𝑖

+ 𝛽12
2 𝜀𝑧𝑡𝜀𝑧,𝑡−𝑖] 

เน่ืองจาก  (1) εyt และ εzt เป็น white noise นัน่คือ อนุกรมเวลาทั้งสองน้ีจะเป็นอิสระกบัเวลาอ่ืนๆ 
และ (2) Cov(εyt, εzt) = 0  

หรือเขียนไดว้า่  E(εyt εy,t‒i) = 0, E(εztεz,t‒i) = 0, E(εytεz,t‒i) = 0 และ E(εztεy,t‒i) = 0  แทนค่าใน
สมการขา้งตน้จะไดว้า่ 

       E(u1tu1,t‒i)   =  0   นัน่คือ สมการท่ี (11.5 ก) ไม่มี Autocorrelation 
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• จากสมการท่ี (11.5 ข) 
       Zt  =  a20 + a21yt‒1  + a22Zt‒1 + u2t     (11.5 ข) 

โดยท่ี 

𝑢2𝑡 =
1

1 − 𝛽21𝛽12
(𝜀𝑧𝑡 − 𝛽21𝜀𝑦𝑡)                                                         (11.7 ข)  

𝐸(𝑢2𝑡𝑢2,𝑡−𝑖) = (
1

1 − 𝛽21𝛽12
)
2

E[(εzt − 𝛽21εyt)(εzt−1 − 𝛽21εyt−1)] 

และใชเ้หตุผลเดียวกบัขา้งตน้ ท าใหเ้ราสรุปไดว้า่ 

       E(u2tu2,t‒i)   =  0   ดงันั้น สมการท่ี (11.5 ข) ไม่มี Autocorrelation 
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ภาคผนวก 11ค 

พสูิจน์ค่าเฉลีย่และความแปรปรวนของแบบจ าลอง VAR(1) 

จากสมการท่ี (11.4) 

        Xt  = A0 + A1Xt‒1 + ut          (11.4) 

• หา E(Xt) 

E(Xt) = A0 + A1 E(Xt‒1)  [เน่ืองจาก E(ut) = 0] 

เน่ืองจากเวกเตอร์ Xt มีความน่ิง ดงันั้น E(Xt) = E(Xt‒1) 

   (I‒A1)E(Xt)  =  A0 

  E(Xt)  =  μ =  (I‒A1)‒1A0          (11.9 ก) 

หรือเราอาจเขียนสมการค่าเฉล่ียของเวกเตอร์ Xt ไดใ้นรูปต่อไปน้ี  

E(Xt) = (𝑰 + 𝑨𝟏 + 𝑨𝟏
𝟐 +⋯)𝑨𝟎 

• หา Var(Xt) 

จาก (11.9 ก) เราเขียนไดว้า่ 

       A0 = (I‒A1)μ           (11ค‒1) 

โดยท่ี μ = E(Xt) = [
E(𝑌𝑡)
E(𝑍𝑡)

]  และเม่ือแทนค่า A0 จาก (11ค‒1) ลงใน (11.4) จะได ้

       Xt  = (I‒A1)μ + A1Xt‒1 + ut    

หรือเขียนไดว้า่      

              Xt ‒μ  = A1(Xt‒1‒μ) + ut          (11ค‒2) 

จาก (11ค‒2) ยอ้นกลบัไป 1 ช่วงเวลาจะได ้

            Xt‒1 ‒μ = A1(Xt‒2‒μ) + ut‒1 แทนค่าใน  (11ค‒2) จะได ้         
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            Xt  ‒ μ  = 𝑨𝟏
𝟐(Xt‒2‒μ) +A1ut‒1 + ut     (11ค‒3) 

จาก (11ค‒2) ยอ้นกลบัไป 2 ช่วงเวลาจะได ้

Xt‒2 ‒μ = A1(Xt‒3‒μ) + ut‒2 แทนค่าใน  (11ค‒3) จะได ้

Xt ‒ μ = 𝑨𝟏
𝟑(Xt‒3‒μ) + 𝑨𝟏

𝟐ut‒2 + A1ut‒1 + ut    (11ค‒4) 

เม่ือท าเช่นน้ีไปเร่ือย ๆ ไม่ส้ินสุดแลว้เราจะไดส้มการต่อไปน้ี 

              Xt ‒μ  =   ut + A1ut‒1 +𝑨𝟏
𝟐ut‒2 + 𝑨𝟏

𝟑ut‒3 + 𝑨𝟏
𝟒ut‒4 + …   

  

𝑿𝒕 = 𝝁 +∑𝑨𝟏
𝒊 𝒖𝒕−𝒊

∞

𝒊=𝟎

                                                                            (11ค–5)
10

 

   Var(Xt)   = E(Xt ‒μ)(Xt ‒μ)ʹ 

= 𝐄(∑𝑨𝟏
𝒊 𝒖𝒕−𝒊

∞

𝒊=𝟎

)(∑𝑨𝟏
𝒊 𝒖𝒕−𝒊

∞

𝒊=𝟎

)

′

 

 เน่ืองจาก  E(𝒖𝒕𝒖𝒕−𝒊
′ ) = 0 ส าหรับ i ≠ 0 (เน่ืองจาก u1t และ u2t ไม่มี autocorrelation) 

Var(Xt)  =  𝑬(𝒖𝒕𝒖𝒕
′) + 𝑨𝟏𝑬(𝒖𝒕−𝟏𝒖𝒕−𝟏

′ )𝑨𝟏
′ + 𝑨𝟏

𝟐𝑬(𝒖𝒕−𝟐𝒖𝒕−𝟐
′ )(𝑨𝟏

𝟐)
′
+

𝑨𝟏
𝟑𝑬(𝒖𝒕−𝟑𝒖𝒕−𝟑

′ )(𝑨𝟏
𝟑)
′
+⋯ 

   =   𝜮 + 𝑨𝟏𝜮𝑨𝟏
′ + 𝑨𝟏

𝟐𝜮(𝑨𝟏
𝟐)
′
+ 𝑨𝟏

𝟑𝜮(𝑨𝟏
𝟑)
′
+⋯ 

โดยท่ี 𝑨𝟏
𝒋
→ 0  เม่ือ j → ∞  

 

 

 

 

 

 
10 สมการคือแบบจ าลอง Vector Moving Average ล าดบั ∞ หรือเขียนยอ่ว่า VMA(∞)  
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ภาคผนวก 11ง 
วิธีพสูิจน์การแปลงแบบจ าลอง VAR(1) ให้อยู่ในรูปแบบจ าลอง VMA(∞)  

จากแบบจ าลอง VAR(1)  

       Xt = A0 + A1Xt‒1 +ut       (11.18 ก) 

ณ เวลา t ‒1 ;     Xt‒1 = A0 + A1Xt‒2 +ut‒1  น าไปแทนค่าใน (11.18 ก) จะได ้

𝑿𝒕      = 𝑨𝟎 + 𝑨𝟏(𝑨𝟎 + 𝑨𝟏𝑿𝒕−𝟐 + 𝒖𝒕−𝟏) + 𝒖𝒕 

= (𝑰 + 𝑨𝟏)𝑨𝟎 + 𝑨𝟏
𝟐𝑿𝒕−𝟐 + 𝑨𝟏𝒖𝒕−𝟏 + 𝒖𝒕    (11จ‒1) 

ณ เวลา t ‒2 ;     Xt‒2 = A0 + A1Xt‒3 +ut‒2  น าไปแทนค่าใน (11จ‒1) จะได ้

𝑿𝒕      = (𝑰 + 𝑨𝟏)𝑨𝟎 + 𝑨𝟏
𝟐(𝑨𝟎 + 𝑨𝟏𝑿𝒕−𝟑 + 𝒖𝒕−𝟐) + 𝑨𝟏𝒖𝒕−𝟏 + 𝒖𝒕 

= (𝑰 + 𝑨𝟏 + 𝑨𝟏
𝟐)𝑨𝟎 + 𝑨𝟏

𝟑𝑿𝒕−𝟑 + 𝑨𝟏
𝟐𝒖𝒕−𝟐 + 𝑨𝟏𝒖𝒕−𝟏 + 𝒖𝒕      

(11จ‒2) 

ณ เวลา t ‒3 ;     Xt‒3 = A0 + A1Xt‒4 +ut‒3  น าไปแทนค่าใน (11จ‒2) จะได ้

𝑿𝒕     = (𝑰 + 𝑨𝟏 + 𝑨𝟏
𝟐)𝑨𝟎 + 𝑨𝟏

𝟑(𝑨𝟎 + 𝑨𝟏𝑿𝒕−𝟒 + 𝒖𝒕−𝟑) 

+𝑨𝟏
𝟐𝒖𝒕−𝟐 + 𝑨𝟏𝒖𝒕−𝟏 + 𝒖𝒕   

= (𝑰 + 𝑨𝟏 + 𝑨𝟏
𝟐 + 𝑨𝟏

𝟑)𝑨𝟎 + 𝑨𝟏
𝟒𝑿𝒕−𝟒 

  +𝑨𝟏
𝟑𝒖𝒕−𝟑 + 𝑨𝟏

𝟐𝒖𝒕−𝟐 + 𝑨𝟏𝒖𝒕−𝟏 + 𝒖𝒕          (11จ‒3) 

 แทนค่า  Xt‒4, Xt‒5, …, Xt ‒s  เช่นน้ีไปเร่ือย ๆ เราจะได ้

𝑿𝒕     = (𝑰 + 𝑨𝟏 + 𝑨𝟏
𝟐 +⋯+ 𝑨𝟏

𝒔)𝑨𝟎 + 𝑨𝟏
𝒔+𝟏𝑿𝒕−(𝒔+𝟏)   +∑𝑨𝟏

𝒊 𝒖𝒕−𝒊

𝒔

𝒊=𝟎

      

และเม่ือ s → ∞  เราจะไดว้า่   𝑨𝟏𝒔+𝟏→ 0 (เง่ือนไขท่ีใหอ้นุกรมเวลาทุกตวัในเวกเตอร์ Xt มีความ
น่ิง) สมการขา้งบนเขียนไดด้งัน้ี 



 

 

410 ภาคผนวก 

𝑿𝒕     = (𝑰 + 𝑨𝟏 + 𝑨𝟏
𝟐 +⋯)𝑨𝟎 +  ∑𝑨𝟏

𝒊 𝒖𝒕−𝒊

∞

𝒊=𝟎

      

= 𝝁+∑𝑨𝟏
𝒊 𝒖𝒕−𝒊

∞

𝒊=𝟎

                                                               (11.21 ก) 

โดยท่ี  𝝁 = 𝐄(𝑿𝒕) = (𝑰 + 𝑨𝟏 + 𝑨𝟏
𝟐 +⋯)𝑨𝟎  
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ภาคผนวก 11จ 
วิธีพสูิจน์สมการท่ี (11.33 ค) 

จากแบบจ าลอง VAR(1) ณ เวลาท่ี T 

XT     =  A0 + A1XT‒1 +uT        (11.29 ก) 

จากสมการท่ี (11.30 ก) ณ เวลา T + 1   จะเขียนไดด้งัน้ี 

XT+1     = A0 + A1XT +uT+1        (11.30 ก) 

จากสมการท่ี (11.31 ก) ณ เวลา T + 2   จะเขียนไดด้งัน้ี 

XT+2     = A0 + A1XT+1 +uT+2           (11ง‒1) 

 แทนค่า XT+1 จากสมการท่ี (11.30 ก) ลงในสมการท่ี (11ง‒1) 

XT+2     = A0 + A1 (𝑨𝟎 + 𝑨𝟏𝑿𝑻 + 𝒖𝑻+𝟏) +uT+2     

  =  (𝑰 + 𝑨𝟏)𝑨𝟎 + 𝑨𝟏
𝟐𝑿𝑻 + 𝑨𝟏𝒖𝑻+𝟏 + 𝒖𝑻+𝟐       (11ง‒2) 

จากสมการท่ี (11.32 ก) ณ เวลา T + 3   จะเขียนไดด้งัน้ี 

XT+3     = A0 + A1XT+2 +uT+3        (11.32 ก) 

 แทนค่า XT+2 จากสมการท่ี (11ง‒2) ลงในสมการท่ี (11.32 ก) 

XT+3     = A0 + A1 ((𝑰 + 𝑨𝟏)𝑨𝟎 + 𝑨𝟏
𝟐𝑿𝑻 + 𝑨𝟏𝒖𝑻+𝟏 + 𝒖𝑻+𝟐) +uT+2   

 =  (𝑰 + 𝑨𝟏 + 𝑨𝟏
𝟐)𝑨𝟎 + 𝑨𝟏

𝟑𝑿𝑻 + 𝑨𝟏
𝟐𝒖𝑻+𝟏 + 𝑨𝟏𝒖𝑻+𝟐 + 𝒖𝑻+𝟑      (11ง‒3) 

ท าเช่นน้ีไปเร่ือย ๆ จะได ้

𝑿𝑻+𝒉  = (𝑰 + 𝑨𝟏 + 𝑨𝟏
𝟐 +⋯+ 𝑨𝟏

𝒉−𝟏)𝑨𝟎 + 𝑨𝟏
𝒉𝑿𝑻 

     +𝑨𝟏
𝒉−𝟏𝒖𝑻+𝟏 +  𝑨𝟏

𝒉−𝟐𝒖𝑻+𝟐 +⋯+ 𝑨𝟏𝒖𝑻+𝒉−𝟏 + 𝒖𝑻+𝒉      (11ง‒4) 



 

 

412 ภาคผนวก 

หรือ 𝑿𝑻+𝒉   =  (𝑰 + 𝑨𝟏 + 𝑨𝟏
𝟐 + ⋯+ 𝑨𝟏

𝒉−𝟏)𝑨𝟎 + 𝑨𝟏
𝒉𝑿𝑻

+∑ 𝑨𝟏
𝒊 𝒖𝑻+𝒉−𝒊

𝒉−𝟏

𝒊=𝟎

                                                                                 (11ง‒5) 

ค่าพยากรณ์ h ช่วงเวลาล่วงหนา้ แสดงไดด้งัน้ี 

 𝑿̂𝑻+𝒉  = 𝑬(𝑿𝑻+𝒉|𝑰𝑻)  = (𝑰 + 𝑨𝟏 + 𝑨𝟏
𝟐 +⋯+ 𝑨𝟏

𝒉−𝟏)𝑨𝟎 + 𝑨𝟏
𝒉𝑿𝑻      (11ง‒6) 

ดงันั้น   eT(h)   = XT+h ‒ 𝑿̂𝑻+𝒉 

= 𝑨𝟏
𝒉−𝟏 𝒖𝑻+𝟏 + 𝑨𝟏

𝒉−𝟐𝒖𝑻+𝟐 +⋯+ 𝑨𝟏𝒖𝑻+𝒉−𝟏 + 𝒖𝑻+𝒉  

=∑𝑨𝟏
𝒊 𝒖𝑻+𝒉−𝒊

𝒉−𝟏

𝒊=𝟎

                                                                                  (11.33 ค) 
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ภาคผนวก 12ก 
วิธีพสูิจน์สมการท่ี (12.2) 

จาก (12.1)   

     Xt  = A1Xt‒1 + A2Xt‒2 + ….+ Ap‒1Xt‒(p‒1) + ApXt‒p + ut    

น า Xt‒1 หกัออกทั้ง 2 ขา้งจะได ้

    ∆Xt   = (A1‒I)Xt‒1 + A2Xt‒2 + ….+ Ap‒1Xt‒(p‒1) + ApXt‒p + ut  

น า (A2+A3+…+Ap)Xt‒1 ‒ (A2+A3+…+Ap)Xt‒1 บวกเขา้ไปทางดา้นขวาของสมการจะได ้

   ∆Xt  = (A1+A2+A3+…+Ap ‒I )Xt‒1 ‒(A2+A3+…+Ap)Xt‒1  

  +{A2Xt‒2 + ….+ Ap‒1 Xt‒(p‒1) } + ApXt‒p + ut      (12ก‒1) 

จากสมการท่ี (12ก‒1) พิจารณาแต่ละพจน์ใน {A2Xt‒2 + ….+ Ap‒1 Xt‒(p‒1) } ดงัน้ี 

 A2Xt‒2   = (A2+A3+…+Ap)Xt‒2 ‒ (A3+ A4+…+Ap)Xt‒2    

 A3Xt‒3  = (A3+A4+…+Ap)Xt‒3 ‒ (A4+ A5+…+Ap)Xt‒3   

 A4Xt‒4  = (A4+A5+…+Ap)Xt‒4 ‒ (A5+ A6+…+Ap)Xt‒4   

   :         

 Ap‒2Xt‒(p‒2)  = (Ap‒2+Ap‒1+ Ap)Xt‒(p‒2) ‒(Ap‒1+ Ap)Xt‒(p‒2) 

 Ap‒1Xt‒(p‒1)  = (Ap‒1 + Ap)Xt‒(p‒1) ‒ApXt‒(p‒1) 

น าสมการขา้งบนน้ีมาบวกกนัจะได ้

{A2Xt‒2 + A3Xt‒3 + ….+ Ap‒1 Xt‒(p‒1) } = (A2+A3+…+Ap)Xt‒2 ‒ (A3+A4+…+Ap)∆Xt‒2 

‒ (A4+A5+…+Ap)∆Xt‒3 ‒  (A5+A6+…+Ap)∆Xt‒4 

     + …‒ (Ap‒1+Ap)∆Xt‒(p‒2) ‒ApXt‒(p‒1)    (12ก‒2) 

แทนค่า (12ก‒2) ใน (12ก‒1) จะได ้
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   ∆Xt  = (A1+A2+A3+…+Ap ‒I )Xt‒1 ‒(A2+A3+…+Ap)Xt‒1 + (A2+A3+…+Ap)Xt‒2  

‒ (A3+A4+…+Ap)∆Xt‒2  ‒(A4+A5+…+Ap)∆Xt‒3 ‒  (A5+A6+…+Ap)∆Xt‒4 

‒ … ‒ (Ap‒1+Ap)∆Xt‒(p‒2) ‒ ApXt‒(p‒1) + ApXt‒p + ut   

จดัรูปใหม่จะได ้

   ∆Xt  = (A1+A2+A3+…+Ap ‒I )Xt‒1 ‒(A2+A3+…+Ap)∆ Xt--1   

‒ (A3+A4+…+Ap)∆Xt‒2  ‒(A4+A5+…+Ap)∆Xt‒3 ‒ (A5+A6+…+Ap)∆Xt‒4 

‒… ‒ (Ap‒1+Ap)∆Xt‒(p‒2) ‒ Ap∆Xt‒(p‒1) + ut   

เขียนสมการขา้งบนใหม่ดงัน้ี 

∆Xt  =  Xt‒1 +Γ1∆ Xt--1 +Γ2∆Xt‒2 +Γ3∆Xt‒3 + Γ4∆Xt‒4 +…+ Γp‒1∆Xt‒(p‒1) +ut 

(12.2) 

โดยท่ี    Π = ‒ (I‒A1‒…‒AP)   

1  = ‒ (A2 + A3 + …+ Ap) 

2 = ‒ (A3 + A4 + … + Ap)  

         

p‒1 = ‒ (Ap) 

หรือเขียนในรูปทัว่ไปไดเ้ป็น  

 i = ‒ (Ai+1 + Ai+2 + …+ Ap) = −∑ 𝑨𝒎
𝒑
𝒎=𝒊+𝟏   ส าหรับ i =1, …, p‒1   
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ภาคผนวก 12ข 
วิธีพสูิจน์สมการท่ี (12.3) 

จาก (12.1)   

     Xt  = A1Xt‒1 + A2Xt‒2 + ….+ Ap‒1Xt‒(p‒1) + ApXt‒p + ut    

น า Xt‒1 หกัออกทั้ง 2 ขา้งจะได ้

    ∆Xt   = (A1‒I)Xt‒1 + A2Xt‒2 + A3Xt‒3 + ….+ Ap‒1Xt‒(p‒1) + ApXt‒p + ut  

น า   ‒(A1‒I)Xt‒2 + (A1‒I)Xt‒2  บวกเขา้ไปทางดา้นขวาของสมการ จะได ้

    ∆Xt   = (A1‒I)Xt‒1 +{‒(A1‒I)Xt‒2 + (A1‒I)Xt‒2} 

   + A2Xt‒2 + A3Xt‒3 + ….+ Ap‒1Xt‒(p‒1) + ApXt‒p + ut  

    ∆Xt   = (A1‒I)∆Xt‒1 +  (A1+ A2‒I)Xt‒2  

  + A3Xt‒3 +….+ Ap‒1Xt‒(p‒1) + ApXt‒p + ut  

น า   ‒(A1+A2‒I)Xt‒3 + (A1+A2‒I)Xt‒3  บวกเขา้ไปทางดา้นขวาของสมการแลว้จดัรูปใหม่ จะได ้

    ∆Xt   = (A1‒I)∆Xt‒1  +  (A1+ A2‒I)∆Xt‒2 + (A1+A2 + A3‒I)Xt‒3  

     + A4Xt‒4 +….+ Ap‒1Xt‒(p‒1) + ApXt‒p + ut  

น า   ‒(A1+A2+A3‒I)Xt‒4 + (A1+A2+A3‒I)Xt‒4  บวกเข้าไปทางด้านขวาของสมการ และท า
เช่นน้ีไปเร่ือย ๆ จนกระทัง่เม่ือเราน า   

‒(A1+A2+A3+… +Ap‒2‒I)Xt‒(p‒1) + (A1+A2+A3+…+Ap‒2‒I)Xt‒(p‒1) 

ไปบวกทางดา้นขวามือ จะได ้

   ∆Xt   =(A1‒I)∆Xt‒1 + (A1+ A2‒I)∆Xt‒2 + (A1+A2 +A3‒I)∆Xt‒3  

+ (A1+A2 +A3+A4‒I)∆Xt‒4 +….+ (A1+A2 +A3+…+Ap‒1‒I )Xt‒(p‒1)+ApXt‒p + ut 

จากนั้นเราจะน า   

‒(A1+A2+A3+… +Ap‒1‒I)Xt‒p + (A1+A2+A3+…+Ap‒1‒I)Xt‒p 
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ไปบวกทางดา้นขวาของสมการขา้งบน เราจะได ้

   ∆Xt   = (A1‒I)∆Xt‒1 + (A1+ A2‒I)∆Xt‒2 + (A1+A2 +A3‒I)∆Xt‒3  

 + (A1+A2 +A3+A4‒I)∆Xt‒4   + ….+ (A1+A2 +A3+…+Ap‒1‒I )∆Xt‒(p‒1)   

+ (A1+A2 +A3+…+Ap‒1+Ap‒I )Xt‒p + ut 

 

   ∆Xt   =  ‒(I‒ A1)∆Xt‒1 ‒ (I‒A1‒ A2)∆Xt‒2 ‒ (I‒A1‒A2‒A3)∆Xt‒3 

    ‒ …. ‒ ( I‒A1‒A2 ‒A3‒…‒Ap‒1)∆Xt‒(p‒1)  ‒ (I‒ A1‒A2 ‒A3‒…‒Ap )Xt‒p + ut 

น าพจน์ ‒ (I‒ A1‒A2 ‒A3‒…‒Ap )Xt‒p ไปเขียนไวเ้ป็นพจน์แรกจะได ้

   ∆Xt   =  ‒ (I‒ A1‒A2 ‒A3‒…‒Ap )Xt‒p   ‒(I‒ A1)∆Xt‒1 ‒ (I‒A1‒ A2)∆Xt‒2  

    ‒(I‒A1‒A2‒A3)∆Xt‒3  ‒ …. ‒ ( I‒A1‒A2 ‒A3‒…‒Ap‒1)∆Xt‒(p‒1)  + ut 

หรือเขียนใหม่ในรูปต่อไปน้ี 

  ∆Xt = ΠXt‒p+ 1∆Xt‒1 + 2∆Xt‒2 +… +p‒1 ∆Xt‒(p‒1) + ut          (12.3) 

โดยท่ี    Π = ‒ (I‒A1‒ A2‒A3‒…‒AP)  เป็นเมทริกซ์ขนาด n×n   

1  = ‒ (I ‒A1)  เป็นเมทริกซ์ขนาด n×n   

2 = ‒ (I ‒A1‒A2)  เป็นเมทริกซ์ขนาด n×n   

       

p‒1 = ‒ (I ‒A1‒A2‒…‒Ap‒1)  เป็นเมทริกซ์ขนาด n×n   

หรือเขียนในรูปทัว่ไป  i = ‒ (I ‒A1 ‒ A2 ‒ …‒ Ai) = −(𝑰 − ∑ 𝑨𝒎
𝒊
𝒎=𝟏 ) ส าหรับ i =1,…, 

p‒1 



 

 

 

บรรณานุกรม 

ภูมิฐาน รังคกูลนุวฒัน์. (2551). การประยุกต์แบบจ าลองเวกเตอร์การปรับตวัเพื่อพยากรณ์อตัรา
แลกเปล่ียน. วารสารเศรษฐศาสตร์ มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร์ 15(2) : 19–31.  

ภูมิฐาน รังคกูลนุวฒัน์. (2554). เศรษฐมิติเบื้องต้น. พิมพ์คร้ังท่ี 2. กรุงเทพฯ : ส านักพิมพ์แห่ง
จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลยั.  

Aaron Smith and Robin Harrison. (2004). A Drunk, Her Dog, and A Boyfriend: An 

Illustration of Multiple Cointegration and Error Correction.  Department of 

Economics, University of Canterbury, NZ. 

Bollerslev, T. (1986). Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedasticity.  

Journal of Econometrics 31: 307‒327.  

Bowerman, B. L., O’ Connel, R. T. and Koehler, A. B. (2005).  Forecasting, Time 

Series, and Regression: An Applied Approach. 4th edition. Belmont, CA: 

Thomson Brooks/Cole. 

Box, G. E. P., Jenkins, G. M., and Reinsel, G. C. (1994). Time Series Analysis: 

Forecasting and Control. 3rd edition. New Jersey: Prentice Hall. 

Brockwell, P. J. and Davis, R. A. (1991). Time Series: Theory and Methods. 2nd edition. 

New York: Springer-Verlag.  

Cryer, J. D. and K. Chan. (2008). Time Series Analysis with Applications in R. 2nd 

edition. New York: Springer Science+Business Media, LLC.  

Dickey, D. A., and W. A. Fuller. (1979). Distribution of the Estimators for 

Autoregressive Time Series with a Unit Root.  Journal of American Statistical 

Association 74: 427‒431.  

Dickey, D. A., and W. A. Fuller. (1981). Likelihood Ratio Statistics for Autoregressive 

Time Series with a Unit Root. Econometrica 49: 1057‒1072.  

Enders, W. (2010).  Applied Econometric Time Series. 3rd edition. MA, USA: John 

Wiley & Sons, Inc. 

Engle, R. F. and Granger, C. W. J. (1987). Cointegration and error correction: 

Representation, estimation and testing.  Econometrica 55: 251-276. 



 

 

418 บรรณานกุรม 

Franses, P. H. (2003). Periodicity and Stochastic Trends in Economics Time Series. 

New York: Oxford University Press Inc. 

Granger, C. W. J. (1969). Investigating causal relations by econometric models and 

cross-spectral methods, Econometrica 37: 424–438.  

Granger, Clive W. J. (1981). Some Properties of Time Series Data and their Use in 

Econometric Models Specification, Journal of Econometrics 16: 121-130. 

Granger, C. W. J. and P. Newbold. (1974). Spurious regressions in econometrics.  

Journal of Econometrics 2: 111‒120.  

Harris, R. and R. Sollis. (2003). Applied Time Series Modelling and Forecasting. 

England: John Willy & Son Ltd.  

Hamilton, J. D. (1994). Time Series Analysis. New Jersey:  Princeton University Press. 

Hill, R. C., W. E. Griffiths, and Lim, G. C. (2008), Principle of Econometrics, 3rd 

edition, John Wiley & Sons, Inc. 

Huh, H. S. (2005). A Simple Test of Exogeneity for Recursively Structured VAR 

models. Applied Economics 37: 2307‒2313. 

Johansen, S. (1988). Statistical analysis of cointegration vectors. Journal of Economic 

Dynamic and Control 12: 231-254. 

Johansen, S. (1990).  Maximum Likelihood Estimation and Inference on 

Cointegration‒with Applications to the Demand for Money. Oxford Bulletin of 

Economics and Statistics 52: 169-210. 

Johansen, S. (1995). Likelihood-Based Inference in Cointegrated Vector 

Autoregressive Models. New York: Oxford University Press.  

Juselius, K. (2006). The Cointegrated VAR Model: Methodology and Applications. 

New York: Oxford University Press Inc. 

Lee, H. Y., Lin, K., S., and Wu, J. L. (2002). Pitfalls in using Granger Causality Tests 

to find and Engine of Growth.  Applied Economics Letters 9: 411‒414. 

Lutkepohl, H. (2005). New Introduction to Multiple Time Series Analysis. 2nd edition. 

Berlin Heidelberg: Springer-Verlag. 



 

 

419 บรรณานกุรม 

Maddala, G. S. and Kim, I. (2002). Unit Roots, Cointegration, and Structural Change. 

Cambridge UK: Cambridge University Press. 

MacKinnon, J. G. (1991). “Critical values for cointegration tests,” Chapter 13 in Long-

Run Economic Relationships: Readings in Cointegration. ed. R. F. Engle and C. 

W. J. Granger. Oxford, Oxford University Press.  
MacKinnon, J. G. (1996). Numerical distribution functions for unit root and 

cointegration tests. Journal of Applied Econometrics 11: 601–618.  

Masih, R. and Masih, A. M. M. (1996). Macroeconomic Activity Dynamics and 

Granger Causality: New Evideince from a Small Developing Economy Based on 

VECM analysis. Economic Modelling 13: 407‒426. 

Mittelhammer, R. C. (1996). Mathematical Statistics for Economics and Business. 

New York:  Springer‒Verlag.  

Mittelhammer, R. C., Judge, G. G., and Miller, D. J. (2000).  Econometrics 

Foundations. New York: Cambridge University Press. 

Murray, M. P. (2006). Econometrics: A Modern Introduction, Boston MA: Pearson 

Education, Inc. 

Murray, M. P. (1994). A Drunk and her Dog: An Illustration of Cointegration and Error 

Correction.  The American Statistician 48: 37‒39. 

Pankratz, A. (1983). Forecasting with Univariate Box-Jenkins Models: Concepts and 

Cases. USA: John Wiley & Sons Inc. 

Sims, C., Stock, J. and M. W. Watson.  (1990).  Inference in Linear Time Series Models 

with some Unit Roots.  Econometrica 58: 113‒144.  

Stock, J. H. (1987). Asymptotic Properties of Least Squares Estimators of 

Cointegrating Vectors. Econometrica 55: 1035‒1056. 

Stock, J. and Watson, M. (1993). A Simple Estimator of Cointegrating Vectors in 

Higher Order Integrated Systems. Econometrica 61: 783‒820. 

Tarvonen, M. A. (2011). Endogenous Money Creation in the European Monetary 

Union.  Master Thesis in International Business and Economics (International 

Program), International College, University of the Thai Chamber of Commerce. 



 

 

420 บรรณานกุรม 

Tsay, R. S. (2002).  Analysis of Financial Time Series. New York: John Wiley & Sons, 

Inc. 

Tsay, R. S. and Tiao, G. C. (1984). Consistency Estimates of Autoregressive 

Parameters and Extended Sample Autocorrelation Function for Stationary and 

Nonstationary ARMA Models. Journal of the American Statistical Association 

79: 84‒96. 

Wei, W. W. S. (1990). Time Series Analysis: Univariate and Multivariate Methods. 

USA: Addison-Wesley, Inc. 

Wooldridge, J. F. (2002). Econometrics Analysis of Cross Section and Panel Data.  

London: The MIT Press. 

 

 


